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Il  est,  dans  l’histoire  des  connaissances  hu- 
maines, des  époques  où  le  génie,  après  setre 
élevé  aux  plus  hautes- conceptions,  semble  quel- 
que temps  arrêté  dans  son  vol  pour  prendre 
bientôt  un  nouvel  essor,  et  se  signaler  par  Tune 
de  ces  découvertes  qui  changent  la  face  de  la 
science. 

C’est  ainsi  que  Descartes,  par  l’application  de 
1 Algèbre  à la  Géométrie , se  fraya  une  route  in- 
connue à ses  prédécesseurs,  et  que  Newton  et 
Leibnitz  étonnèrent  l’Europe  savante  par  l’inven- 
tion d’une  analyse  bien  supérieure  à la  Géométrie 
de  Descartes. 

Jamais  découverte  n’honora  plus  l’esprit  hu- 
main : 1 infini,  cet  être  idéal,  parut  soumis  aù 
calcul , et  opérer  des  prodiges.  En  vain  quelques 
philosophes  voulurent  révoquer  en  doute  l’exacti- 
tude d une  analyse  aussi  singulière;  ils  ne  purent 
en  contester  les  résultats,  et  ne  firent  qu’exciter 
les  géomètres  à méditer  davantage  sur  la  vraie 
métaphysique  des  nouveaux  calculs.  Newton,  le 
premier,  pénétra  ce  mystère,  en  considérant  le 
Calcul  différentiel  comme  la  méthode  des  pre- 
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mières  et  dernières  raisons  des  quantités,  ou  au- 
trement, comme  la  méthode  des  limites  de  leurs 
rapports.  D’Alembert  reconnut  dans  les  idées  de 
Newton  la  vraie  métaphysique  du  calcul  infini- 
tésimal, et  prouva  que,  par  la  méthode  des  li- 
mites, on  peut  donner  une  explication  satisfai- 
sante de  celle  des  fluxions  dégagée  de  toute 
considération  de  mouvement,  chose  étrangère  au 
Calcul  différentiel.  Postérieurement  à d’Alembert , 
plusieurs  géomètres,  et  entre  autres  Cousin,  ont 
exposé  dans  leurs  écrits  la  méthode  des  limites; 
mais  ce  n’est  qu’après  eux  qu’elle  a été  mise  dans 
tout  son  jour,  et  qu’on  a dissipé  entièrement  les 
doutes  qui  pouvaient  naître  de  la  métaphysique 
spécieuse  de  la  méthode  des  infiniment  petits, 
méthode  qui  peut  être  regardée  comme  une  es- 
pèce d’abréviation  de  celle  des  limites. 

La  méthode  des  infiniment  petits,  sous  ce  rap- 
port, n’est  plus  qU*un  moyeu  expéditif  de  trouver 
les  différentielles  des  diverses  fonctions;  elle  grave 
ces  différentielles  dans  notre  mémoire,  par  des  fi- 
gures géométriques  réduites  au  dernier  degré  de 
simplicité,  et  qui  parlent  plus  à l’imagination  que 
des  idées. abstraites;  enfin,  cette  méthode  devient 
indispensable  dans  les  hautes  parties  de  la  Méca- 
nique et  de  l’Astronomie,  où,  sans  son  secours, 
la  résolution  des  problèmes  deviendrait  souvent 
d’une  extrême  complication  ; aussi  nos  grands 
géomètres,  dans  les  parties  les  plus  relevées  de 
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leurs  écrits,  ne  craignent  pas  d’y  recourir.  Nul 
moyen  n’est  plus  sûr  pour  nous  faire  distinguer  les 
quantités  qui,  suivant  l’ordre  d’infinis  auxquels 
elles  appartiennent,  doivent  être  rejetées  d’un 
calcul  ou  y être  conservées. 

Cette  méthode,  dans  sa  métaphysique  même,  i 
eut  autrefois  d’ardens  défenseurs , parce  que  si 
l’on  ne  s’écarte  pas  d’une  certaine  série  de  pro- 
positions, tout  paraît  avoir  la  rigueur  mathéma- 
tique, et  semble  découler  naturellement  d’un 
principe  fondamental. 

Ce  principe  a été  regardé  jusqu’à  présentcomme 
une  espèce  d’axiome;  mais  le  point  de  vue  sous 
lequel  il  nous  fait  considérer  l’infini , nous  présen- 
tant des  conséquences  difficiles  à admettre , j’ai 
cru  devoir  le  démontrer,  en  donnant  pour  base 
à la  méthode  des  infiniment  petits  un  autre  prin- 
cipe quj,  également  fondé  sur  les  notions  que 
nous  avons  de  l’infini,  satisfait  plus  la  raison  par 
l’idée  de  limite  qu’il  renferme  tacitement. 

Si  la  méthode  des  limites  complète  celle  des  in- 
finiment petits,  en  rectifiant  ce  qu’il  peut  y avoir 
de  défectueux  dans  cette  dernière,  la  méthode  de 
Lagrange  complète  à son  tour  celle  des  limites, 
en  rattachant  les  coefficiens  différentiels  à la  pure 
Algèbre. 

On  peut  donc  considérer  ces  trois  méthodes 
comme  n’en  formant  pour  ainsi  dire  qu’une  seule; 
aussi , en  les  comparant , reconnait-on  que  les 
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principes  qui  en  découlent  leur  sont  communs,  et 
qu’il  ne  faut,  pour  les  entendre  toutes,  qu’ajouter 
très  peu  de  chose  à celle  des  limites.  La  Méthode 
de  Lagrange  se  réduit  alors,  en  quelque  sorte,  à 
un  théorème  que  j’ai  rendu  extrêmement  facile 
. - par  les  modifications  que  je  lui  ai  fait  subir, 
i Comme  dans  mes  autres  ouvrages  en  Mathé- 
matiques, j’ai  développé  toutes  les  opérations, 
persuadé  que  ce  n’est  pas  eu  dédaignant  d’entrer 
dans  de  semblables  détails,  qu’un  auteur  paraîtra 
doué  de  plus  vastes  conceptions,  et  qu’il  ne  doit 
être  jugé  que  par  la^  manière  dont  il  expose  ses 
idées,  et  par  les  aperçus  plus  ou  moins  nouveaux 
renfermés  daus  ses  écrits. 

Une  telle  extension  donnée  aux  calculs  devait 
nécessairement  rétrécir  l’espace  réservé  à l’expo- 
sition de  la  partie  philosophique  de  l’ouvrage.  J’ai 
cherché  à surmonter  cette  dilficulté  par  beau- 
coup de  précision , et  l’on  verra  que  je  me  suis 
constamment  attaché  à rendre  raison  des  procé- 
dés analytiques,  à suivre  la  marche  d?invention, 
et  à m’élever  progressivement  des  idées  les  plus 
simples  aux  résultats  les  plus  généraux. 

J’ai  souvent  fait  précéder  une  théorie  par  des 
réflexions  qui  tendent  à en  faciliter  l’intelligence, 
et  j’ai  toujours  évité  d’adopter,  sans  démonstra- 
tion, ces  formules  d’origine  inconnue,  dont  on 
ne  peut  justifier  l’emploi  que  par  le  résultat  au- 
quel on  parvient.  , ■ 
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A la  mite  du  Calcul  intégral,  j’ai  traité  de  celui 
des  différences  finies,  qui  est  d’une  si  grande 
utilité  dans  la  théorie  des  suites.  L’ordre  et  les 
tableaux  que  j’ai  introduits  dans  cette  matière 
abstruse,  doivent  sans  doute  contribuer  à en 
rendre  l’ensemble  facile  à saisir.  J’ai  expliqué  avec 
soin  la  méthode  d’interpolation  de  Newton;  et, 
par  des  considérations  puisées  dans  le  fond  du 
sujet,  je  suis  parvenu  aisément  aux  formules  que 
Lagrange  a trouvées  pour  parvenir  au  même  but. 
Je  donne  ensuite  le  beau  théorème  d’Euler,  par 
lequel  l’intégrale  de  formé  finie  d’une  fonction 
dépend  de  ses  coefficiens  différentiels;  et  je  fais 
connaître  l’analogie  qui  existe  entre  les  différences 
et  les  puissances. 

Je  passe  de  là  au  Calcul  des  variations , dont 
je  démontre  les  théorèmes  principaux  avec  une 
grande  généralité , ce  qui  me  fournit  les  moyens 
de  lever  plusieurs  difficultés  qui  peuvent  nous 
arrêter  dans  ce  calcul. 

Enfin,  j’ai  rejeté  dans  les  notes  deux  nouvelles 
démonstrations  de  la  règle  d’Euler,  pour  ramener 
un  problème  de  maxima  ou  minima  relatifs  à un 
problème  de  maxima  ou  minima  absolus. 

Le  calcul  des  variations  a toujours  passé  pour 
très  abstrait;  je  pense  cependant  que,  comme 
on  l’a  fait  pour  d’autres  théories,  on  finira  par 
le  dépouiller  de  tout  ce  qu’il  a d’épineux.  L’obs- 
curité , en  Mathématiques , ne  provient  pas 


t 


x PRÉFACE, 

pas  seulement  d’un  ordre  de  propositions  ma! 
établi , mais  dérive  encore  des  lacunes  qui , même 
dans  le  meilleur  plan , peuvent  arrêter  la  marche 
de  la  pensée.  "Voilà  l’écueil  que  j’ai  voulu  éviter, 
en  cherchant  à lier  entre  elles  des  propositions 
isolées  par  des  démonstrations  dont  l’urgence  se 
faisait  sentir. 

Le  calcul  infinitésimal  se  composant  de  di- 
verses théories  qui  souvent  sont  indépendantes 
les  unes  des  autres,  j’ai  cru  devoir  indiquer  par 
de  plus  fins  caractères  les  matières  qui  peuvent 
être  supprimées  à une  première  lecture.  Par  là, 
ceux  qui  ne  veulent  entreprendre  qu’une  étude 
peu  approfondie  de  la  haute  Géométrie  auront 
la  faculté  de  ne  parcourir  que  les  parties  les 
plus  élémentaires  de  cet  ouvrage;  tandis  que 
ceux  qui  désirent  acquérir  des  connaissances 
plus  étendues,  après  s’être  familiarisés  davantage 
avec  les  principes , parcourront  avec  plus  de  fruit 
les  autres  parties. 

Quant  aux.  notes  qui  terminent  cet  Ouvrage, 
* elles  se  composent  de  quelques  démonstrations 
nouvelles , et  de  choses  qui  auraient  pu  entraîner 
des  longueurs,  si  elles  n’eussent  été  traitées  à 
part.  Mais  ce  qui  en  forme  la  partie  la  plus  in- 
téressante, ce  sont  quelques  théories  importantes 
que  j’ai  beaucoup  modifiées  pour  les  rendre  plus 
intelligibles  et  plus  complètes. 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


De  la  différenciation  des  quantités  algébriques. 

1 . On  dit  qu’nne  variable  est  fonction  d’une  autre  va- 
riable , lorsque  la  première  est  égale  à une  certaine  expres- 
sion analytique  composée  de  la  seconde;  par  exemple  , y 
est  une  fonction  de  x dans  les  équations  suivantes  : 

ûr  — V*x  — x',  y=x3—3 bx\  S = '~,  y=b  + cx\- 

2.  Considérons  une  fonction  dans  son  état  d’accroisse- 
ment , en  vertu  de  celui  de  la  variable  qu’elle  renferme  : 
toute  fonction  d’une  variable  x pouvant  être  représentée 
par  l’ordonnée  d’une  courbe  BMM',  lig.  i,  soient  AP  = .r 

et  = les  coordonnées  d’un  point  M de  cette  courbe,  ^ 
et  supposons  que  1 abscisse  AP  reçoive  un  accroissement 
PP'=  b;  l’ordonnée  PM  deviendra  P'M'  = y’.  Pour  obte- 
nir la  valeur  de  cette  nouvelle  ordonnée,  on  voit  donc  qu’il 
faut  changer  x en  .r-f-  h dans  l’équation  de  la  courbe  ; et 
la  valeur  que  cette  équation  déterminera  alors  pour  y sera 
celle  de  y'. 

Par  exemple,  si  l’on  avait  l’équation  y=mx \ on  ob- 
tiendrait y'  en  changeant  .t  en  .r-J-fc  et  y en  y',  et  l’on 
aurait 
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y = m{x  + h)\ 
ou , en  développant , 

y = mi’  -f-  xmxh  4-  mh *.  «4» 

3.  Prenons  maintenant  l’équation 

jr  — x? (1), 

.«t  supposons  que  y devienne  y'  lorsque  x devient  x 4*  A ; 
nous  aurons  donc 

y = (x  -f  A)3  : 

et,  en  exécutant  l’opération  indiquée , 

y=x3  -f-  3 x’A  -f-  3 xA1  -f-  A5  s 

si  de  cette  équation  nous  retranchons  l’équation  (i),  il 
restera 

) y — y — 3 x'h  4-  3xAa  4-  K1  ; 

et  en  divisant  par  A, 

ZlZZ  — 3x’  4-  3*A  4-  A*. . . . (2). 

h 

Voyons  ce  que  ce  résultat  nous  apprend  : y — y repré- 
sente l’accroissement  de  la  fonction  y en  vertu  de  l’accrois- 
sement A donné  à x,  puisque  cette  différence  y’  — y est 
celle  du  nouvel  état  de  grandeur  de  : y à son  état  primitif. 
D’une  autre  part,  l’accroissemenrBBx  étant  A,  il  suit  de 

là  que  l’expression  Z ~~~  est  le  rapport  de  l’accroissement 

de  la  fonction  y à celui  de  la  variable  x.  En  considérant 
le  second  membre  de  l’équation  (a) , on  voit  que  ce  rap- 
port diminue  d’autant  plus  que  A diminue  , et  que  lorsque 
h devient  nul , ce  rapport  se  réduit  à 3x\ 

- -Y  j 

Ce  terme  3x*  est  donc  la  limite  du  rapport  — ^ — : c’est 

vers  ce  terme  qu’il  tend  lorsqu’on  fiait  diminuer  A. 

4.  Dans  l’hypothèse  de  A = o l’accroissement  de  y deve-^ 
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différenciation  des  quantités  algébriques.  3 ' 
l’équation  (a)  devient 

C3).  • 

Cette  équation  n*a  rien  d’absurde,  parce  que  l’Algèbre 
nous  apprend  que  £ peut  représenter  toutes  sortes  de  quan- 
tités (*).  D’ailleurs  on  conçoit  que  puisqu’en  divisant  les 
deux  termes  d’une  fraction  par  un  même  nombre,  cette 
fraction  ne  change  pas  de  valeur,  il  en  résulte  que  la  pe- 
titesse des  terme?  d’une  fraction  n’influe  en  rien  sur  sa 
valeur,  et  que  par  conséquent  elle  peut  rester  la  même 
lorsque  ses  termes  sont  parvenus  au  dernier  derié  de 
petitesse,  c est-à-dirc  sont  devenus  nuis. 

La  fraction  - , qui  se  trouve  dans  l’équation^) , est  un 

symbole  qui  a remplacé  le  rapport  de  l’accroissement  de  la 
onction  a celui  de  la  variable  : comme  ce  symbole  ne  laisse 

trace  de  cette  variable,  représentons-le  par  . 


aucune 

__________ _____  j—  3-r 

(*)  Pour  le  reconnaître , il  suffi  t de  considérer  les  éq^ons  du  premier 
dejre;  en  effet , tout  ce  qu’on  noue  demfïde  dans  celle-ci , y^ax+b 
c est  de  trouver  pour  y une  valeur  composée  du  produit  d’un  certain 
nombre x par  «,  «delà  qûanUté  b.  Or,  ce  nombre  x est  tout-à-foit arbi 
traire;  .1  peut  être  égal  à i,  à a,  à 3,  ou  à toute  antre  quantité  numé- 
nqqe  : et  les  résultats  « + b,  aa  + è,  3.  + *,  «c.  , qu’on  obtiendra 
* ” ’ seront  toujours  des  valeurs  convenables  ie7. 11  n’en  serait  pas  de 
même  si  1 on  avait  une  seconde  équation  y = a'x+b'  entre  x et^  ; ciir, 

en  éliminant  y , on  trouverait  * = ~,  valeur  qui  n’est  plus  arbi- 
traire, et  qui  devient  ï dans  le  cas  où  l’on  a b'=b  et  a';  mais  alors 

les  deux  équatiôns  se  réduisent  à cette  seule  y = ax+b,  et  la  valeur 
e *,  comme  on  vient  de  le  voir,  devient  tme  quantité  indéterminée  qui 
présente  sous  la  forme 


!.. 


♦ 
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alorg  nous  rappellera  que  la  fonction  était  y et  que  U 
dx  • 

variable  était  x (*).  Mais  iy  et  dx  ne  seront  pas  moins 
des  quantités  nulles , et  nous  aurons 


Ar  _ 

dx 


3x* . . . . (4).  ' 


Ax  ou  plutôt  sa  valeur  3xa  est  ie  coefficient  différentiel  de 
dx  v 

la  fonction  y . / 

Remarquons  que  ■£  étant  le  signe  qui  représente  la  li- 
mite 3x’  [comme  le  montre  l’équation  (4)]»  dx  doit  toujours 
être  placé  sous  dy.  Cependant, «pour  faciliter  les  opérations 
de  l’Algèbre , on  peut  momentanément  faire  évanouir  le 
dénominateur  de  l’équation  (4),  et  l’on  a dj-=3xadx. 
Cette  expression  3x*dx  est  ce  qu’on  appelle  la  différen- 
tielle de  la  fonction  y. 

5.  Cherchons  enèore  la  différen tielle  de  la  fonction  a+3x’. 

Pour  cet  effet,  il  faut  donc  dans  l’équation  y=za+  3x% 

faire  X — X + h ; et , en  changeant  y en  y',  cette  équation 

deviendra  ■ < 

y = a + 3x*  -+•  6 xh  -f-  3A  j 

donc  ÙrJL  = 6r  + 2m  ; égalant  h à zéro , il  nous  vient 

h • ’ • • 1 

éZ  — 6x  : donc  la  différentielle  cherchée  est  dy  = 6xdx. 

6 Pour  troisième  exemple , cherchons  la  différentielle 
^dë  y -ax»— A’:  faisons  x=zx+h,  et  substituant  nous 

avons  ^ ^ ^ 3 -+•  ah 3 — b3  ; 

(*)  Ce  n’est  pas  la  première  fois  que,  dans  l’knalyse,  un  signe  rat- 
tache une  quantité ’k  celle  dont  elle  tire  son  origine.  C’est  ainsi  que  l/a, 
,,ui  représente  I,4i4»i36.  . . nous  indique  que^e  nombre  dérive  de  a, 
par  une  suite  d’operations. 


donc 
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y_rr  _ 


-r-^  = 3 ax*  -f-  3 axh  + oA*  ; 
h \ 

\ 

passant  à la  limite , on  a 

. ^ = 3«x*. 

d* 

Tel  est  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  proposée  ; 
la  différentielle  sera  dj-  = 3o.*,d.r. 

7.  Proposons-nous  de  trouver  encore  la  différentielle  de 

I 

y—  — : effectuant  la  division,  on  trouve  <7•=I-^-.r^-x,  ; 

' } 1 , V ' t 

mettant  x + Aà  la  plàce  de  x , et  y'  à celle  de  y,  on  ob- 
tient - 

y — i -f- x + h x‘  -f-  a hx  -f-  A“, 

et  en  ordonnant  par  rapport  à A, 

/ = i-fx4,Jf’  + (a*  + O/i+l’j 

donc 

ÏJZZ 

h 


1 IX  1 -f-  A ; , 


' ‘ dr 

passant  à la  limite,  on  a = 2*  -)- 1 ; donc  la  différentielle 

• ‘ ' /**'  T » v • * 

I — X* 

de est  (2# -f-0  f . . ' / 


■t 


I X 

8.  Prenons  encore  pour  exemple 

y = (a:’  -r*  2 as)  (x*  — 3a‘)  ; 
développant , on  a 

‘ y — xt  — 5 a'x*  + (m*  ; 

substituant  x -f-  h à x et  y à y,  «t  ordonnant  ensuite  par 
rapport  à A,  il  vient  t • 

y'  =s  x^  — Sa’x’  -f-  6a 1 -f-  (4X3  — 1 oo’or)  A 
-4-  (6x’  — 5 a*)  A*  -f-  4xA3  -f-  A*  • 
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y y 

— = 4*}—  ioa’x  + (6x>  — 5o»)A-f  4xA*  + A3: 

passant  à Ta  limite,  on  a 


4r 

dx 


4*3  — io«=x; 

* • a 


et  en  multipliant  par  dx , on  trouve  cjne  la  différentielle  est 


djr  =t=  tfx3  — rôa’x)  dx. 


9.  L’expression  d*  est  elle-même  la  différentielle  dex- 
car  soit  yz=x,  ona^x+A;  donc  y- y^  A, .et  par 

conséquent Comme  la  quantité  A n’entre  pas 

dans  le  second  membre  de  cette  équktion , on  voit  que  pdur 

passer  à la  limite,  il  suffit  de  changer  î—  en  ~ ; ce  qui 

donne  = 1 ! donc , dans  notre  hypothèse , ày  — dx. 


io.  On  trouvera  de  même  que  la  différentielle  de  ar  est 
adx  ; mais  si  l’on  avait  j-=ox  -f  b , on  obtiendrait  encore 
«dx  pour  la  différentielle.  D’où  il  suit  qu’une  constante  b 
qui  n’est  point  affectée  de  x,  ne  donne  aucun  terme  à la 
différenciation  , on,  autrement  dit,  n’a  point  de  différen- 
tielle. 

On  peut  d'ailleurs  considérer  que  si  l’on  a y — b , c’est 
le  cas  où  a est  nul  dans  l'équation  y » ax  -f-  b , et  où  par 

conséquent,  ^ — a se  réduisant  à o,  il  n’y  a ni  li- 
mite ni  différentielle. 

»"■  : ■■■*■•.  v ‘ _ ■ • - • - -•  • v, 

i ti  11  est  à observer  que  quelquefois  l’accroissement  de 
la  variable  est  négatif  ; dans  ce  cas , il  faut  substituer  x — A 
à x,  et  opérer  comme  précédemment. 
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Ainsi,  pour  trouver  la  différentielle  de  or1  lorsque  l’ac- 
croissement est  négatif , on  remplacera  x par  x — A,  et 
l'on  aura 

y'  = ox1  — 3ax*A  -f-  3uxA*  — ah*  ; 

donc 

f j ^ = — 3ax*  -f-  3ax/i  «A*  : 

fjr  * 

passant  à la  limite,  on  aura  ^ — — 3o.r*,  et  par  consé- 
quent dy  = — 3ax*dx. 

On  voit  que  cela  revient  à supposer  dx  négatif  dans  la 
différentielle  de  y calculée  dans  l’hypothèse  d’un  accrois- 
sement positif;  j'  -• 

-la.  Avant  que  d’aller  plus  loin,  faisons  une  remarque 
essentielle , c’est  que  dans  une  équation  dont  le  second 
membre  est  une  fonction  de  x,  et  que  pour  cette  raison 
nous  représenterons  généralement  par  y=zfx,  si  1 ou 
çhange  xenx-j-  /»,  et  qu’après  avoir  ordonné  par  rapport 
aux  puissances  de  A,  on  trouve  le  développement  suivant 

y — A + BA  + CA*  -f  DA3  + etc. , 

on  doit  toujours  avoir  y — A.  En  effet,  si  l’on  lait  A = o, 
le  second  membre  se  réduit  à A ; à l’égard  du  premier 
membre , comme  nous  n’avons  accentué  y que  pour  mar- 
quer que  y éprouvait  un  certain  changement  lorsque  x de- 
venait X + A,  il  faudra  lorsque  A sera  nul,  que  nous  sup- 
primions l’accent  de  y}  et  l’équation  (2)  se  réduira  alors  à 

y = A. 

1 3.  CeCi  va  nous  donner  les  moyens  de  généraliser  le 
procédé  de  la  différenciation.  En  effet,  si  dans  l’équation 
y—fx,  dans  laquelle  on  est  censé  connaître  l’expression 
représentée  par  fx,  on  a mis  x -f-  A à la  place  de  x,  et 
qu’après  avoir  ordonné  par  rapport  aux  puissances  de  A, 
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on  ait  pu  obtenir  le  développement  suivant 

y ==  A + B/i  + CA*  + DA*  + étc. 
ou  plutôt,  d'après  l’article  précédent , 

j'  jr  + Bh  -f  Ôi * •+»  etc. , 


on  aura 


donc 


y*-jr  — Bh+  CA*  + etc.  ; 

r ' A.  ... 

y*  jj.  -y  •'  v t , • • v 

- , J = B-f  CA  -p  etc.  -,  . 

. h 

• . . 

ejep  passant  à la  limite,  ^ = B.  Ce  qui  nous  apprend  qpç 

le  coefticient  différentiel  est  égal  au  coefficient  dp  terme 
qui  contient  la  première  puissance  de  A dans  le  dévelop- 
pement de  A)orJonné  par  rapport  aux  puissances 

asceudantcs  de  A.  * . ' 

* > ' V ' / r • * . . * * 1 ./  • t ’ • 

i4-  Si  au  lieu  d’une  fonction^  qui  change  d’ital  en  vertu 
de  l’accroissement  donné  à la  varia,b\e  x qu’elle  renferme, 
on  a deux  fonctions  jr  et  a dp  cette  meure  variable  x,  et 
que  l’on  sache  trouver  en  particulier  les  différentielles  de 
chacune  de  ces  fonctions',  H sert  facile  pat  là  démonstra- 
tion suivante , d’en  conclure  la,  différentielle  du  produit 
zjr  de  ces  fonctions.  En  effet , si  L’on  substitue  x -j-  A à la 
place  de  x dans  yi  et  dans  r , on  obtiendra  deux. déve- 
loppemens  qui  , étant  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
de  A,  pourront  être  représentés  ainsi  s.  „ » 

♦ y=  r+  AA  -f-  BA*  -+*  etc.»..  (5), 
z'  = r 4-  A'A  + B'h’+  etc....  (6); 
passant  à la  limite , on  trouvera 

fciÜ;  iW(. 

de.  de 


(7); 


multipliant»  les  équations  (5)  cl  (6)  l’une  par  l’autre  , uous 
Obtiendrons  . '.  . , • ...  • . 
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t’y'  sa  zy  -+•  A zh  -{-  Bxfcv  -4-  etc. 

* •'  A'yh  4-- AA' A*  4-'  etc. 

• ' • -¥  B>A*  -+•  etc.; 

donc  ‘ i 1 • < 


*r^*r 


=x  Àc  + A y -f-  (Ba  + AA'  ■+•  B>)  h + etc.  i 


passant  à la  limite,  et  indiquant  par  iA  point  l’espre^sion 
qui  doit  être  différenciée  , on  obtiendra 


* 

T. 


mettant  au  lieu  de  A et  de  A'  leurs  valeurs  données  par 
les  équations  {7) , il  viçndra  ’ ’ ■’ M' 

d.zy  _zdy  yA  z ;V  • 

• dx  dx  dx  * 

et  eu  supprimant  le  diviseur  commun  dr , ».  - 

d .zy  = zdy  -fr  yàz\ 

Ainsi,  pour  trouver  la  différentielle  d’ utf.  p/vduit  de 
deux  variables,  il faut  multiplier  chacun ç par  la  dijfêren  - 
lielle  de  Vautre,  et  ajouter  les  produits.  * • 

i5.  Au  moyen,  de  cette  règle,  on  trouvera  facilement'  la 
différentielle  d’un  produit  de  trois  variables. 

Soit,  par  exemple,  yzu  : faisons  yzv=t,  nous  aurons 
donc  d.jwrrd.f*.  '•/ 

Or,  d’après  ce  qui  précède,  •"  - , a 

- >'  ■ d.tu  ==  (dw;-4-*wd<- i • . (S) y '■ 


et  puisque  ttssyt^  on  a dt  — yàz  -f-  zdy  ; mettant  donc 
ces  valeurs  de  t et  de  àt  dans  l’équation  (8) , elle  se  chan- 
gera en  d .yzu  = yzdu  -4-1/ydz  + uzdy. 

On  voit  que  la  même  règle  subsiste  encore  pbur  tin 
produit  de  trois  variables,  c’est-à-dire  r[\s’ilfaa{  écrite  le 


> 
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produit  y /.u,  et  remplacer  successivement  chaque  variable 
par  sa  différentielle , et  ajouter  ces  produits. 

La  même  règle  a lieu  pour  un  plus  grand  nombre  de 
variables. 

z , rdi— zdy 

1 6.  La  différentielle  d’une  fraction  - est- j—-*  ; car 

z • • , , 

supposons-  p=  f,  nous  avons  z— yl\  donc,  art..  14, 
J 

dz  = jrdt  -f  tdy  ; d’où  nous  tirons  .j-dt =dz — tdy,  mettant 
dans  le  second  membre  la  valeur  de  {,  il  vient  ydl=dz 

— -dr;  réduisant  au  même  de'nominateur , et  divisant 

ensuite  par  y,  on  a . 


d* 


j J jdz  — zAy 

>r. 


ou...  _ 

■■  r*  j y 

17.  Si  dans  l’équation  d.  yzu  =yzdu  -f-  yudz  -f-  zudy, 
art.  i5-,<on  divise  tous  les  termes  par  yfuy  on  obtiendra 

d yzu du  , ds  dj 

?=  — -f-  — — r - — • 

jrzu  u z y 

En  général,  en  divisant  la  différentielle  tf’un  produit 
d’un  nombre  quelconque  de  variables  par  çe  produit,  on 
trouvera 

d . xyzitt , etc.  _ 

-rj-zui,  etc."  x "H  y ~r  ~z  ~r~  t 

Six,  y,  z,  t,  u,  etc. , sont  égaux  à x et  en  Uombre  m, 
cm  aura  dans  le  second  membre  de  cette  équation  un 

™ '-'V'.  cljp 

nombre  m de  termes  égaux  à — ; ce  second  membre  sç 
• * x 

- t “ vjiiip  i * >0  » 

clmngcra  donc  en  — , et  l’équation  ^deviendra 


dz  . dr  . dz  dî  du  . 

:T  + 1r  + T + ~ + ‘^’  (9)- 

x y z 


d . x”  *dx 

Xm  X ’ 

et  en  multipliant  par  x"*  on  aura 


M." 


» • » 

t * 


► 
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«./'***• 

d . xm  — mxm~'dx. 

. ••  * ' • •/-■•T r.‘’-y  .*.<  ! " 

18.  D'où  l’on  peut  conclure  celte  règle  : lorsqu’une  va- 
riable est  élevée  à une  puissance  ni , pour  avoir  la  diffé- 
rentielle, il  faut,  i®.  changer  l’exposant  en  coefficient  ; 
2®.  affecter  la  variable  d’un  exposant  moindre  dune  unité  ; 
3“.  multiplier  ensuite  ce  produit  par  dx . 

' • 

19.  Sil’ex  posant  était  fractionnaire  ou  négatif,  la  uiêinc 

règle  aurait  lieu.  Pour  démontrer  ce  premier  cas,  soit 

« , > 

p 

y—x*  ; en  élevant  les  deux  membre»  à la  puissance  q.,  on 
aura  ^ = je?  ; donc,  art.  18,  qjr*~'dy zt=pxf~ 'dx  \ d’ou 
l’on  tire 


A àjr=-  dx; 

J qf>- 


et  comme  t 


• a jOC^  S 

* peut  se  mettre  soüs  fii  forme — , et  que  de 


même  J*~'  — — , eii  substituant  ces  râleurs,  on  a 

4 . ff  j-  ■ . ‘ ‘ - ■ », 

dy-e* :zàx: 

• 3 ^ qy>* 

et  à cause  de  sd-—  jr* , l’équation  précédente  se  réduit  à 
* djr  — --d^ï  . 

< . ' qx.  1 

mettant  enfin  pour  y sa  valeur*  on  obtient 


/ ' i 


djxn-  — dx  i 

et  en  faisant  passer  le  diviseur  x en' exposant,  ou  a 

r ' * 

I 

• * ' 

•df , 


Ay~£x 
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. ' ' . • 1 * i 

ce  qui  est  la,  même  chose  que  la  différentielle  de  y = x* 
qu’on  aurait  obtenue  en  faisant  usage  de  là  l^glé  du  n°  18. 

1 Pour  démontrer- le -cas  où  l’exposant  est  négatif,  soit 

, . t - j U . 

y — x-V'  ce  qui  revient?  jr  = — ; différenciant  pair-  la 

règle  des  fractions , art.  16,  nous  aurons 

\ ' ■ • 

x?é»  i^ï.àr*  > *% 

. y.  \ • s£  ; , ’ . •’ 

et  comme  l’unité  n’a  point  de  différentielle , étant  une  cons- 

- A"-  : * ; •■’V.-vj  d*p 

tante,  art.  io,  cette  expression  se  réduit*  d^' a*— ; 
effectuant  la  différenciation  indiquée,  art.  i8  , on  aura 
dj  = — E^Z-JL  f et  en  retranchant  l’èxposapt  iy  de 

l’exposant /»-**.!,  il  vient  enôp  djr:=;^^jr_'’_'^)  ain8i 
qu’on  l’aurait  trouvé  ep 'faisant  usage  dola  règle  du  n"  18.. 
Concluons  donc  que  cette  t^le  a.l^eu,  quel  que  soit  l’ex- 
posant de  x„  c’est-à-dire,  pour  un  éxposant  entier,  né- 
gatif ou  fractionnaire. 

ao.  On  peut  parvenir  immédiatement  à ladiflférentielle  de  x"  par  la 
considération  du  binôme,  de  la  manière  suivante  -^faisapt  «-^x-q-A, 
dans  y = , on  obtient 

y =(x + • . .. 

et  en  développant  par  la  formulé  du.bintoro© f on  trouve 

Hr  ét*-> 

retranchant  de  cette  équation  la  précédente , «t  divisant  par  fc,  il  reste 
J y — nur«-‘  4-  m.— — — .^k—  4-  «te. 

A . a , 3 

Passant  à la  limite,  en  faisant  A = o , on  obtient 

d r r • ' » . 

z=i  mx~-' . donc  d.r  = mx^-'dx, 
dx  > 

et  en  romettanl  la  valeur  de  y ron  a 

„ , d.'X"  sS  fUJf^T  ^dx. 


r 
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ai Si  l’on  remplace  les  radicaux  par  désf  exposons  frac» 
tionnaires,  la  règle  du  n"  r8  pourra  donc  servir  à difièr- 
rentier  ces  sortes  de quântités.  Par  exemple,  pour  trouver 

la  différentielle  àe\/z  t ojq  écrira  z1 , dont  , la  différentielle 

, ce  qui  nous  apprend  *que,/)o«r  avoir 


sera  j z 


de: 


de 


2 [Si 


•r 


la  différentielle  de  la  racine  carrée  d’une  quantité  va- 
riable , iljaul  diviser  la  différentielle  de  cette  quantité  par 
le  double  du  radical,  .•  , /.  ; . 

De  la  -différenciation  d une  somme  de  fonctions. 

-r  . •> , ■»< 

as.  Pour  différentier  une  quantité  qui  renfermé  plu- 
sieurs termes , le  procédé  serait  bien  long  s’il  fallait  tou- 
jours tenir  la  marche  que  nous  avons  suivie , en  cherchant 
d’abord . la  valeur  de  y pour  en  déduire  ensuite  celle  de 

£ ? y et  passer  àjla  limite , en  faisant  h=s>o.  Heureuse- 

ment  qpe  lorsqu’on  sait  différentier  en  .particulier  chaque 
terme,  <m\ . peut* suivre, upe  voie  plus  simple,  eu  vertu 
d’un  théorème  qui  se  réduit  à.  ce1  te  proposition  : la  diffé- 
rentielle dT une  sçmme  de  fonction * est  égale  à la  somme 
des  différentielles  de  cas  fonctions.  . ‘ „ , ..  *s.  . 

Pour  le  démontrer,  soient  donc  etc:<,  les  signes 

indicatifs  de  ce?  diverses  fonctions  dont.j'-  se  cdmpose,  et  ' 
supposons  que  rious  ayons  . ; . 

,.  r .. , ■ + ?*  + **U+  «*c- v 

dont  il  faille  chercher  lq  différentielle. 

Si  nous  mettons  à la  place  de  te  dans  ces  fonc- 

tions ; comme  pw  hypotlaèse,  on  sait  les  développer  cha- 
cune en  pàrtiaulier  suivant  les  puissances  de  h,  nous 
pourrons  représenter. le  résultat  par  ■ y r * •- 


J?.:  . 


Digitized  by  Google 


4 • OÀJ.CUI.  DUriUKliÜ,;  , 

' i y ^ Jx  4*  AA  A.^A*  4“  ***.  > * 

,j:  * ~ ■ ■*'  4~.  Fx  -4~  Bk  4*  BV  <4*  etc.,  ' 

■*<*••  . ' 4~  9*  *4-  CÀ-^h  <*V  été.  ; 

s rassemblant  les  termes  multiplies  par  les  mêmes  puissances  t 

de  A,  et  retranchant  y,  nous  trouverons 

y-y  = (A+B  + 0 A 4-  (A'+  r 4“  Q'vÀ*  + etc.  ; 
passons  â Ia*llmite , . , ' • <■*  • , 

g = A+B  + fc,  et  d^Adx  + Bdx*  Cdx.' 

t . 

A , B,C  étant  les  termes  qwi  sont  mukipliés  pur  h, pre- 
mière puissance  de  A dans  les  dévéloppemens  de  f(x  4.  A) , 
de  F(x  •+*  A)  ,•  et  de  p (x  4-  A)  ^ il  en  Vésulte  q ù*  Adx 
. 4-Bdr  4-  CAx  représentent  ifc  somme  des  différentielle» 
des  fonctions  proposées.  , A ‘ ..  -■» 

a3.  Pour  donner  une  appKcatioq  de  ce  théorème,  sup- 
posons qu’on  ait  à trouver  la  différentielle  de  > 1 

■ ■ jr-çat«*?  4**’«\4*  X;  ■'  ; A.'r 

bous  savons-,  par  l’article  t d ,que  la  différentielle  3e  a** 
est  ad . x3  ; et  en  exécutant , d’après  l'article  18,  la  diffé- 
renciation indiqué^',  ït  vient  o,3x*dx;  et  en  mettant  le 
coefficient  numérique  en  dehors,  bn  obtient  3br*dx.  En 
agissant  de  même  à l’égard  de  là  constante  è9,  On  trouvera 
cftfe!  h differen  t ici  le  de  A*x*  est  iVxtfx  -t  d’nn  autre  côté, 
l’article  a 1 nous  apprend'qunè  e<  \/ x a pour  'différentielle , 

é*. — .— =.  Ajoutant  donc  ces  résultats  , nous  trouverons 
aV/x  ' ••  • • ...  ' ' • 

d^*=  3ax*dx  4-  ad’xdx  -f-  ' 

. J:  * ....  . 

* • «*4 . En  général , lorsque  dans  une  expression  que  l’on  veut 
différencier,  une  constante  entre  comme  facteur  d’une 
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fonction  de  i,  il  faut  différencier  comme  si  cette  constante 
n’existait  pas , et  multiplier  ensuite  par  cette  constante. 

?.5.  Si,  au  contraire,  une  constante  m’est  point  affectée 
d’une  fonction  de  x,  elle  ne  fournit,  comme  nous  l’avons 
fi,  vu  art.  ro,  aucun  terme  à la  différentielle. 

s *,.'*'*  • . S.  * . 

De  la  manière  de  faciliter  la  différenciation  des 
fonctions  compliquées  } et  d éviter  T opération  de 
l’élimination,  lorsque  la  fonction  y n’est  pas 
immédiatement  exprimée  au  moyen  de  la  va- 
riable x.  • * 

•aB.  Quelquefois  la  fonction  y fct  la,  variable  x ne  sont 
pas  données  par  une  mente  équation.  Bar  exemple,  si  Ton 
avait  les  deux  équations  des  formes  suivantes  ys=fu,  et 
«œ^x,  Je  premier  hloyen  qui  se  présenterait  pour  ob— 

* . ’ d y 1 * ■ c * ’ 

tenir  le  coefficient  différentiel  serait  d’éliminer  u entre 

* - • . . ....<**/•  v...y. 

ces  deux  équations  j pour  pouvoir  y appliquer  le  procédé 
de  la  différenciation  ; mais , sans  avoir  recours  à cette  opé- 
ration préliminaire,  on  peut  obtenir  immédiatement  le 


^r 


coefficient  différentiel  c*est  ce  qui  Va  être  l’objet  de 

la  dëoaonstra'tion  suivaptè.  • 

Supposons  donc  que  dans  l’équàtion  uxxfx,  on  mette 
±4- h à la  place  de  x et  qu’alors  u devienne  n'=  u-f-A, 
c’est-à-dire  se  compose  delà  fonction  primitiveet  d’uD  cer- 
tain accroissement  (art.  'n.y  que  nous  représenterons  par-  A ; 
admettons  encore  qu’en  substituant  ensuite  u-\-k  à la  place 
de  u dans  l’équation  y=fu,  la  fonction  y devienne^  si, 
én  développant  ces  fonctions  de  u et  de  X par  rapportaux 
puissances  de  leurs  accroissemens,  la  substitution  de  x -f-  A 
à la  place  de  x dans  la  fonction  u,  nous  donne 

b'  -j-  qh  -f-  4-  q’id  -f-  etc'.  ; * 
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et  que  la  substitution  de  h -f-  A à la  place  de  u dâns  la  fùnc- 
tion  ^t,  nous  donne  *-(",*  '*•  •'  * ; »?■•  . 

/ : '•*  r + pM-  4*  p***  4* 


on  obtiendra 


£~U  r=  q -f.  ç'*> f-  qr*A‘  -+•  etc.  i / 


v-  y-'fu- 


.....(10). 


"h.^P  + f*  +P**‘  • 

^ ‘ 

Multipliant  ces.  équations  terme  à ■terme,  orranra 

^ + y/d+etc.). 

v • Le  premier  iriembre  de'cette  équation,  péut  se  réduire  ; 

car  l’accroissement  de  û étant  représenté  par  A,  e»t  donc 

’ * . . « “ ».S>  , Va-.*-  uf — •« 

égal  à « — u ; par  conséquent  au  beu  de  • . — - — - 

V'-  " G.  V-V  '*  / 

nous  pouvons  écrire  ■ ; et  en'  mettent  x’ -r-  à la 

place  de  /»,  l’équation  précédente  devient  h , ' 

iJI^ç:(j-j-5-'A+/AJ4-etc.)  (p+p'A-f/>''A4-f-etc.)..,<i  i). 

-•  • y " . ••  ■) 

Lorsque  A est  nul , A s’évanouit  aussi  { puisque  icp'a  pris 
d’accroissement  k que  parée*  que  x est  devenu  x-^j-  k)  ; par 
.conséquent  dans  le  cas  où  ù=  o,  qui  est  , celui  de  là  li- 
mite,  l’équation  (t  i)‘ se- cbange.cn  . . • > . • 

:v!  .r  *' 

Pour  déterminer  p et  q , il  faut  supposer  h et  A puis  «laps 
les  équations  (to),  et  ces  équations  donnent 

, ,V\  jjr  . du  _ • .*;,  - o'> 

• . .du  . ^ . 
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Substituant  c<s  valeurs  de/»  et  de  y dans  l 'équation 


ou  obtieudra 


">*■ 


d_r_4r*<  , /.  o> 
dï“5idx”*‘  <i3)t 


Ce  résultat  nous  apprend  que  si, l’on  a deux  équations 
jr=  yù  et  u='çx,  etqu’on  eu  tire  les  valeurs  des  coeffi- 

cieus  différentiels  ^ et  “ , il  suffira  dp  multiplier  ces 

' dr 

valeurs  entre  elles  .pour  avoir  celle' de 

**  * * • V 

37.  Si  l’on  a,  par  exemple,  les  équations  j-=3«*  et 
u=x3  + «x»;  ou  trouvera'  • 


djr  ~ du 

-f-  = ou,  — = 3xJ  %ax ; 

du  - dx 


•V  * 

s - V 


doue,  eu  multipliant  ces  équations-temic 3 terme,  ou  ob- 
tiendra 


4r  = 


. dx 


6u  (3x‘  -f.  a ax)  ==  6 (x3  -f-  «•**)  (3x*+  2ux). 


. % » ^ | . 

28.  La  formule  (i3)  est  d’un  grand  uspge  pour  diffçreu- 
cier  des  quantités  .compliquées;  douupus-en  quelques  ap- 
plications. „ 

1°.  CbercH^  la  différentielle  dç. 


Yi  + ï’ 


dr 


cela  se  réduit  à-, trouver  le  coefficient  différentiel  Pont* 

vi  dx 

> , _•  . 

cet  effet , faisons  1 -+-w’  =«,  alors  y .rse  — -±  5=  u * , et 

les  équations y=fu  et  ucxpx,  art.  ?6,  sont  donc  re- 
présentées Iti  par  y e=  u~  et  par  u = t-kx*. 

Êlèm.  de  Cale.  àiff.  a 
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dp  = qdx. 
d q—  rtlr. 


30  t . ■ calcul  différentiel. 

donc  q = 6ax.  Différenciant  encore,  dy^=€j<jdx';  donc 
r=6a.  Ici  la  différenciation  ne  peut  plus  avoir  lieu, 
puisque  6a  est  une  constante. 

Les  équations 

djr 

d^«=^nkc  donnent,  eu  divisant  par  dx, 

dp  . * 

..2?  = r 
‘ * dx  — r’  v 

etc.  • r - ' . Ote. 

q étant  obtenu  par  deux  différenciations  successives,  et 
en  divisant  cbaque  fois  par  dx,  nous  représenterons  celte 
■d'jr  d‘y 

operation  et  nous  aurons  = ?>  “e  u,eme  el1 

différenciant  de  nouveau  et.  eu  divisant  par  dx,  nous 

aurons  -r-z-  — r ; ainsi  de  suite. 

CU* 

dx  est  la  différentielle  preibière  de  y\ 

My  en  est  la  différentielle  seconde  ; 

, 

etc. 


. ■fVtf  LU  LOI  *«  MIHV»  VUMVitw  y 

^ en  esi  l*  différentielle  troisième  ; 


Théorème  de  Mac-Laurin  (*). 

- 

à« . Soit  y nue  fonction  de  x • ordonnons-la  par  rapport 
à x,  et  supposons  ' \ 

r = A + Bx  '+  Cx‘  + Dx’  + Ex'.+  etc ( t6j , 

nous  aurons  en  différenciant  et  en  divisant  par  dxf 


. (*)  Ce  théorème,,  comme  le  fait, observer  M.  t'oacoèk,  avait  été  trouvé 
par  Stirliog,  dës  1717  , et  par  conséquent,  avant  que  Mac-Laurin  en 
fit  gsage  ...  . 
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jjj  = B + aCLr'-f:  3Di«  4-  4È*3  + etc. , 


d.T’ 

A 


* 1 . •*  **l  », 

. 2C'  -4-  a-3Dx.  + 3.4B*’  -f-  etc., 

js'r  ' 

=.  .v  .vi. . . . 2. 'SD  +a.3.4Ea:  -j-  «te., 

etc.  . . 

’ (•  I..'  • ••  . t,  • r »!'•'.  •..’  y "( 

Représentons  par  (jr)  te  que  devient  y quand  or  — o, 
par  ce  qu’e  dévient  ^ quand  ds±=o, 

A. 


par  ce  qde  devient  quand  x=so, 

b - 

; les  équations  précédente* 

•W-*.  ©-B.  (g)=,C, 


ainsi  de  süite;  les  équations  précédente*  nous  donneront 

..»•*#  a-  • *• 


<d?r\ 

»i , 


2.3D  ; 


. . t .1  •'  » 

d ou  nou»  tirerons  > v 

B = (|),  c=i(g);  D-J,©' 

t 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (i^'SUé  deviendra 

telle  est  Informulé  de  Mac-Lauriii.  . - 

32.  Pour  première  application , prenons  f 

>us  trouverons  en'diflferenciant  par  l’article  (t6), 


pous 


i*  * 1 ; y : . ; . C “ , 

j (<z-f:r)d.i — i.dfa-l-a:) 
. • t17'  — ■*-  ‘ 


dar 


(«  + *)' 


(«■+*)*’ 


\ » -v 


d’où»  nous  conclurons 


di- 
rons = 


d* 


’ {a + xy' 
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ce  qui  est  la,  même  chose  que  la  différejUielle  de  y = x* 
qu’on  aurait  obtenue  en  faisant  usage  delâl^glçdà  n°  r8. 
.*  Pour  démontrer- le -cas  où  d’exposant  est  négatif,  soit 

y — x~v,  ce  qui  revient  à y ==.—  \ différenciant  pair-  la 
règle  des  fractions.,  art.  16,  nous  aurons 

x?à.  i-“-t  .dar*  >'  • 


s 

dj-  = ’ 


xr^<xt' 


et  comme  l’unité  n’a  point  de  différentielle , étant  une  cons- 

..  ‘'  ■•.v'  ;vV.'v*r d'.** 

tante,  art.  10,  cette  expression  se redtu| à ûy  =»—/-—  ; 

effectuant  la  différenciation  ihdiquée,  art.  18,  on  aura 

dy~ — i et  en  retranchant  l’èxposapt  np  de 

l’exposant  p — *f.i,  il  vient  enflp^jf =-*- px~t~'dxi,  ainsi 
qu’on  l’aurait  trouvé  ep  ‘faisant  usage  dois  règle 'du  n°  18. 
Concluons  donc  que  cette  règle  a. lieu,  quel  que  soit  l’ex- 
posant de  x„  c’est-à-dire  pour  un  éxposant  entier,  né- 
gatif ou  fractionnaire.  . • <• 
ao.  On  peut  parvenir  immédiatement  à la  différentielle  de  x™  par  la 
considération  du  bicorne , de  la  manière  suivante  : faisant  xzxx+h, 
dans  y = x",  on  obtient 

y = (*-!»• 

et  en  développant  par  la  formule  du  birtomè , on  trouve 

y =:  j«d- A -fvç* . — • —y— dr  été- » 
retranchant  de  cette  équation  la  précédente , 6t  divisant  par  h y il  reHe 

4-  + etc, 

h ■ . 2 - v . t . 

Passant  à la  limite,  en  faisant  * = o , on  obtient 

j ' y i ’ - . * 

“i  — mi*-' , donc  d.7  = mxà-'d-r, 
dx 


==  nu*-1 


et  en  remettant  la  valeur  de  y ron  a 

dx"  mX“-'dx. 


.* 


DIFFÉRENCIATION  Dts-QÜANTITÉJ  algébriques.  l3 

ai.  Si  l’on  remplace  les  radicaux  par  des  exposans  frac- 
tionnaires, la  règle  du  n"  18  pourra  donc  servir  à differ- 
rentier  ces  sortes  de  quantités.  Par  exemple,  pour  trouver 

' la  différentielle  de  \/ z\ on  écrira  s1 , dont  la  différentielle 

* à ' . , . * * ■* 

sera  ' i * dz  = , ce  qui  nous  apprend  que,  pour  avoir 

W* 

la  différentielle  de  la  racine  carrée  d’une  quantité  va- 
riable , il  jaul  diviser  la  différentielle  de  celte  quantité  par 

le  double  du  radical. 

\ \ ' ; . •*,  . y 

De  la  différenciation  dune  somme  de  fonctions. 

; •.'•  . '■  . . . • -r  ' • 

32.  Pour  différentier  une  quantité  qui  renferme  plu- 
sieurs termes,  le  procédé  serait  bien  long  s’il  fallait  tou- 
jours tenir  la  marche  que  nous  avons  suivie , en  cherchant 
d’abord  la  valeur  de  y'  pour  en  déduire  ensuite  celle  de 

— y et  passerà  la  limite,  en  faisant  h=o.  Heureuse- 
h 

ment  que  lorsqu’on  sait  différentier  en  particulier  chaque 
terme,  on  peut  suivre  une  voie  plus  simple,  eu  vertu 
d’un  théorème  qui  se  réduit  à cette  proposition  : la  diffé- 
rentielle d’une  somme  de  fondions  est,  égale  à la  somme 
des  différentielles  de  ces  fondions. 

Pour  le  démontrer,  soient  donc  f,  F,  ç , etc. , les  signes 
indicatifs  de  ces  diverses  fonctions  dont  y se  compose,  et 
supposons  que  nous  ayons 

. jr=sfr  + Vx+<fx  + etc. , 

dont  il  faille  chercher  la  différentielle. 

Si  nous  mettons  i la  place  de  Sc  dans  ces  fonc- 

tions; comme  par  hypothèse,  on  sait  les  développer  cha- 
cune en  particulier  suivant  les  puissances  de  /»,  nous 

pourrons  représenter  le  résultat  par  ■ V * 


«4  . ..  CALCUL  DirtitMXTiÙ.:  ;•  " , 

< y ^ + A*  4-  A'V'4-  etc.,  ‘ * • 

•*  . ' 4,  f*  4-  JB h -f*  B**  4-  etc.,  ' 

■•fs-  ' ah  ♦*  4-  CÀ -4  C'A?  -h  été.  ; 

n rassemblant  les  termes  multiples  par  les  même»  puissances 

de  A,  et  retranchant^,  nous  trouverons 

y—  jr  (A + B + C)  h + (A'  -f  B'-h  (TvÀ*  + etc.  ; 

passons  à lalimite , ' ' • . • 

- ■ - «•'<  • V ** 

^='A+B*ht,  et  àjr  =*:  Ad* *-f- Bdx 4 Gdx.' 

A i B,C  étant  les  termes  qrui  sont  multipliés'  par  h pre- 
mière puissance  de  A dans  les  développemens  de  f (x  -f-  A) , 
de  F(#-p<A},'  et  de  p(»4- A);;  il' en  VésuUé-qtis  Àdx 
. -f-  Bdx  -f-  Cdx  représentent  la  somme  des  différentielles 
des  fonctions  proposées.  ' *■  ‘ . 

, • « * . '•  • .J  ’ . «S  ^ , ■'  4 

23.  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème,  sup- 
posons qu’on  aiï  à trouver  la  differentyslle  de  > L 

v •;  . ^ V 

nous  savons-,  par  l'article  to  rque  la  différentielle  de  ax* 
est  «d.x5;  et  en  exécutant , d’après  l'article  18,  la  diffé- 
renciation indiquée,  il  vient  d.Sx’dx;  ét  en  mettant  le 
coefficient  numérique  en  dehors,  bn  obtient  3ftr*dx.  En 
agissant  de  même  à l'égard  de  là  constante  A*,  bn  trouvera 
qtfe;  h dHféréntvéHe.dé  ê*x*  est  ai'xdx  , d'on  autre  côté, 
l'article  1 1 nous  apprend'qué  e*  (/ia  poür  différentielle , 

. dx  , . . ' V ' .. 

«*. — — =•  Ajoutant  donc  ces  résultats , nous  trouverons 
a\/x  . . » 

\i  ? • * \ • . 0 y . 

d^"*=  3ox*dx  -f-  aô.'xdx  -f-  , 

■ . j .<■•'  . w'.  « s . . . . 

* *4 . En  général , lorsque  dam  une  expression  que  l’on' veut 

différencier,  une  constante  entre  comme  facteur  d’une 
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■ * , ' l * «" 

fonction. de i)  faut  différencier  comme  si  cctBe  constante 
n’existait, pas , et  multiplier  ensuite  par  cette  constante. 

2§.  Si,  au  contraire,  une  co  as  tan  te  n-’est  point  affectée 
d’une  fonction  de  x,  elle  ne  fournit,  comme  nousl’avons 
vu  art.  io}  aucun  terme  A ïa  différentielle. 

J)e  la  manière  de  faciliter  la  différenciation  des 
fonction#  compliquées  j et  d éviter  T opération  de 
V élimination  , lorsque  la  fonction  y n’est  pas 
immédiatement  exprimée  au  moyen  de  la  va- 
riable x.  - - ...  * 

' i,  ■ •■*’. 

‘ao.  Quelquefois  laîonction  y ét  In  variable  x ne  sont 
pas  d&naéeg  par  une  meule  équation  . Bar  exemple,  si  l’on 
avait  les  deux  équations  des  formes  suivantes  y=fu,  et 
u=.$x,  le  premier  moyen  qui  se  présenterait  poux  ob- 

• . i d r 

tenir  le  coefficient  différentiel  ~ seraifd’élitniner  u entre 

. ....  . *. 

ces  deux  équations  , pour  pouvoir  y appliquer  le  procédé 
de  la  différenciation  ; mais , sans  avoir  recours  à cette  opé- 
ration préliminaire,  on  peut  obtenir  immédiatement  le 

coefficient  différentiel  c'est  ce  qui  va  être  l'objet  de 

la  dëmonstra'tion  suivapté.  1 A> 

Supposons  donc  que  dans  l’équation  h = fx , on  mette 

* -f-  /i  à la  plaée  dex  et  qu’alprs  u devienne'  n’=  u -f-A, 
c’est-à-dire  se  composé  dé  la  fonction  primitive. et  d’un  c**- 
ÿkin  accroissement  (art.  ix). que  noûS  représenterons  par-  i ; 
admettons  encore  qu’en  substituant  ensuite  u-J-é  à la  place 
de  u dans  l’équation  y— fu , la  fonction  jr  devienne  y';  si, 
én  développant  ces  fonctibns  .de  u et  de  X par  rapport  aux 
puissances.de  leurs  accroïssemens , la  substitution  de  x -f-  h 
à la  place  de  x dans  la  fonction  u,  nous  donne 

1/  zr=m  + qh  -f-  qkhl  -f-  g”hl  -j-  etc'.  ; 
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* 1 \ . 

et  que  la  substitution  de  u -f-l  à la  plate  «1e  v déns  la  fitic- 

tion.^t,  nous  donne  •(’  ’•  •’ 

f ; / ' r t p*\+p'K±ÿk*  4*  etc. , ’ 


on  obtiendra 


P 


. J .*  v 


>.  — -jp“  — q + <?'*.*+•  ÿh*  4-  etc.  | / ;■ 

« ...  , ...  il <io). 

. - 1 • J~’ï~Jr^~P  + + etc.  J t . 

, Multipliant ’cës.  équations  terme  à terme,  oh’anra 

! '■  » * * ' f 

=(  p4-/>'*-hp"^+etc<)^+5'%  +ÿ"M4-«tc.  ). 

>■  • Le  premier  trfembre  de'cette  équation p«^it  se  réduire; 

car  l’aécroisseinent  de  ù étant  représenté  par  ky  est  donc 

• . . «"  tS'  « ui—u 

égal  à u' — u ; par  conséquent  au  lied  de  y • — ^ — * 

y — V 

nous  pouvons  écrire  ■ — ; et  ep  mettant  x'  — JJ,  à la 

place  de  h\  l’équation  précédente1  devient 

Z-ZZ^q+q'h^ /ù’-l-etc.)  (/>+/>'* +f/'*1+e tc.)..,(i  i). 
X +-+X;  *'  ».  V.  > * , ' v • '»  *1  • /« 

( » , • t T» 

LorSq110  ^ fistnul , k s’évanouit  aussi  (puisque  «.Va  pris 
«l’accroissement  k que  parce  que  x est  devenu  ty;  par 
jeonséquent  dans  le  cas  où  h~o,  qui  est  , celui  de  la  li- 
■ inite,  l'équation  (i  i)‘ se-  change  ,en  . / ■ • > . 

>•  \ Hr  ' / \ ' ». 

.* y Sx ■•’T'' . 

Pour  déterminer  p et  q,  il  faut  supposer  h et  1 puis  «laps 
les  équations  (to),  et  ces  équations  donnent  ^ , 

_ _ . • 

• - . .«!«  . Pï:  Sx  , 
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Substituant  cçs  valeurs  de/*  et  de  y dans  l’équatiou  (ç), 


ou  obtiendra 


dx~~àidx''“  ( 3)’ 


Ce  résultat  uous  apprend  que  si, l’on  a deux  équations 
j"=  fu  et  u = çx,  etqu’on  eu  tire  les  valeurs  des  coeffi- 

cicns  différentiels  et  ^ , il  suffira  dé  multiplier  ces 

' -,  Af  (Jy 

valeur^  entre  elles  pour  avoir  eélle'de  -vr. 

• , . - • ••  dx 

27.  Si  l’on  a,  par  exemple,’  lea  équations  y==.'iu*  et 

u =x3  -f-  ax*\  ou  trouvera'  *•  <'  . , 

^ = 6 u,  ~ = 3a:1  -b  2axf  ,,  \ »... 

du  dx  . 

donc,  eu  multipliant  ces  équalidns-teruie  à terme,  ou  ob- 
tiendra 

* dr  "■  *'  * •'  ’ ", 

— = 6«(3x*4-  2 ax)  = 6(x3-f- *x‘)  (3x*-f-  2<xx). 

, dx'  ' *’ 

28.  La  formule  («3)  est  d’un  grand  uspge  pour  diflçre li- 
cier des  quantités  .compliquées  t.douuqus-eu  quelques  ap- 
plications. 

1°.  CliercN^fc  la  différentielle  .de 


y ■ — •• 

l/l  -+-  X* 


dr 


cela  se  réduit  à lrouver  le  coefficient  différentiel  Pou»* 

•j  dx 

cet  effet,  faisons  i-f-tr’  =jpu,  alors  Y.zst  — ==  u * , et 

y*»;-  Ai"  .» 

les  équations  y =/u  elucaçx,  art.  26,  sont  doue  re- 
présentées îfct  par  y *=  u_î,  et  par  u=ct-fr  jt*. 

Êlim.  de  C“lc.  diff.  3 


j8  calcul  mwiiiïKTiEL.  •.  - 

Différ  en  liant,  ces  équations,  art.  |8,  etJivisant  la  pre- 
mière par  du,  et  la  seconde  par  dx,  ou  trouve 

i'+**f*.  d£=***r 

du  2 a üx  f ? • 

multipliant  ces  coefficiens  différentiels  entre  eux , on  a 

— x 

Vi\ + *’73  ’ 


donc 


, ' — a?dx  . ,, 

à jr  ~ __;•«»  (>4)* 


■ .•  • • ; - • • 

Soit  encore  y = (a+bxm)*  ; pour  trouve»1  la  différentielle , 
faisons  a + bx*^u  ; nous  aurons  les  équations  yz=?un, 
ua=a  + bxm *,  donc 

— nu»-*  = n(a +bx^)m~‘ , fe=*i  bmxB~'  ; 
du  .a* 

multipliant  entre  eux  ces  coeffiçiens  différentiels , on  ob- 
tiendra • ■ 

ÿ = bmnx"-'  (o  + 

. dx.  - 4 . 

t 4 • . ' % 

29.  Pour  troisième  exemple  y soif*  • " * 

r « (*+  \A-£) : ^ 

supposons 


*>r --.==«? 


jf=(a4iVüj4....  (1 5) ; 

‘ ' ■ • • *• 

diff/rçnciant  l’équation  précédente , nous  avons 


du. 


* i acrdar 


> 
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donc 


.•  d« àc 

d*  ~ .T3  * 


L’équation  (t5)  donne 

ày  = 4 (°  -\~VU)3  ^ — 4 («+  VM3 

et  en  mettant  pour  u sa  valeur,  il  vient  ' - 

._»{«+ vA^-f »)?  "•' 


_d«_ 
a y'  u 


4r. 

du 


- V‘~.  , . ' 

multipliant  ces  çoefBciens  différentiels  ehtre  eux,  ou  a 


c 


V* 


Ou  pourrait  prehdre  enéore  pour  exemple  1- 

y—{a-\~^x)'i , èt  l’on  trouverait^  = 

* • d*  a^/jc 


Des  différentielles  successives. 

3o.  Soit  ^ une  fonction  de  ar  j ai  elle  est  différenciée,  on 
trouvera  un  résultat  de  la  forme  pix  (pétant  une  quantité 
qui  peut  renfermer  £};  si  p renfernae  x,  noùs  pourrons 
aussi  différencier  p , et  obtenir  un  résultat  représenté  par 
^dar  ; opérant  de  même  par  rapport  à f ,-  le»  résultat  rdx 
sera  encore  de  la  même  forme,  ainsi  de  suite,  pdx,  yd*, 
rdx  , etc.,  sont  Iss  différentielles  successives  de  y.  Par 
exemple , si  l’on  a ys=àx*y  oû  trouvera  ây^Sax'àx  ; donc 
p=zZax*.  Différenciant  de  nouveau,  on  a d/>=6a.rd,r  ; 

a.. 


\ 


* 
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donc  q = Gax-  Différenciant  encore,  dyî=Q<zdx;  donc 
r=s6a.  Ici  la  différenciation  ne  peut  plus  avoir  lieu, 
puisque  6n  est  une  constante. 

Les  équations  • 

. d>' 

dj-içzj) dx  donuent,  eu  divisant  par  dx,  = 

• dp  j,  * 

àp=z  qàx 


d q—  rdr.  •' 
etc. 


d?  — 

‘ dx 
etc. 


q étant  obtenu  par  deux  différenciations  successives,  et 

en  divisant  chaque  fois  par  dx,  nous  représenterons  cette 

‘ - 'd*T  ' d *y  , 

opération  par  ^T»  et  nous  aurons  = q ; de  meme  en 

différenciant  de  nouveau  et.  eu  divisant  par  dx,  nous 

aurons  — r ; ainsi  de  suite. 

dx'  • : 

dLr  est  la  différentielle  préikière  de  jr\ 

Jgv  en  est  la  différentielle  seconde  ; 

en  esdlk  différentielle  troisième  ; 
etc.  ’ ‘ .*■  ' *•  '*'• 

Théorème  de  Mac -Laurin  (*-). 

â,'V  Soit  y une  fonction  de  x ; ordonuons-lstpar  rapport 

x,' èt  supposons  “ ..  '• 


à x 


' r — A + + Cx‘  -f Dx3 4- Ex',4-  etc. . . , (i6j, 

nous  aurons  pn  différenciant  et  en  divisant  par  dx, 


. (*)  Ce  théorèm*,.  cemm«  lefaikobserrar  M.  Peacoèk , araH  été  trouvé 
par  Stirling,  dfcs  l~,V}  , et  PV  conséquent?  «vaut  que  Mac-Laurin  en 
fit  qsag*  * . ...  , . 


/ 
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gj  = B -4;  aCx'-f-  Mix'  -f-  4Ex3  + etc. , 

J’y-  • » » *» i ‘ 

j~=«...2C'  -4- a . 3Dx . 3 . 4Bx’ -f*  etc., 

= . .v  .'••i. . . . 2..3D  -4-a.3.4Ex  -f  «te., 

etc.;.  . . . 

..  -V  «v 

Représentons  par  (jr)  Ce  que  devient  y quand  x = o, 
^djr\ 


Kdi) 


. ,,  ...  dr  >f  •_  •>  — 

ce  que  détient  y-  quand  *3=  o , 

■ Cl  OC 

( \ v-par0^^  ce  qüe  devient  j^qànd  x= o, 

' * » , • 

ainsi  de  'suite  ; les  équations  précédentes  nous  donneront 

W=*.  (£)-».  (g)=,C,  (S)te,.3Di; 

,,  , . t ■>  ' - » 

d ou  noua  tirerons-  * ; v 

A*=tr),  b = 00,  c=^(d^); 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ft7)yèUé  deviendra 

■r= w + (D*  +d  (si)1’ +rï^K-  • - <.■  i>  « 

- , * 

telle  est  la-formule  de  Maé-Laui'ih.  "V  ■ .. 

32.  Pour  première  application,  prenons  , 

pous  trouverons  en 'différenciant  par  l’article  (t6), 

{i  «-  i ’ '*  : ’ v i * , ? * > 

j (a  -fx)d.i— i .dffl  + x)  . *'  dx 

, "*  'd  y , - 

d’on  nous  cbockirons  = — 


dx  H-x)‘  ; . 
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aa  cjuxth,  p)fff.»eKtiel. 

différenciant  de  nouveau , «ou%  trouverons  successivement 

• • • ■ r?r 


2 {fl  -H-  x) 2 

' drJ  (a  -J-  x)*  ~ (a  -f-  xÿ  ’ 
ds^  a.3(a-f*:r)*  a. 3 

dP-" 


etc. 


deft 


(«+*)*  ’*  (a  + i:)^ 

* # 

Faisant  doncx=o  danslesvateursde^de  de 

dV  ' ‘ \ ’ . 

jfcïi  etc. , nous  trouverons 

w=i-  (aï) — TT’*» 

' f * *■  ^ • , 

substituant  ccs  valeurs  et  celle  de  y dans  la  formule  (17), 

nous  obtiendrons 

• * . 

• i . ' , 1 a?  , **  a»5 

«■+-X  a u*  a3  zr*"4". 


33.  Pour  seconde  application,  prenons  y=3z\/aa-t-bx 
«ou?  avons  donc  V *• 

I 

y ...  '■  . 

~ scri  ’ ô==-  — « ==s==,  ‘ 

^ d*  - ■'  a 

i^V  3 * i i A» 

-, ... 

S =*  R.  î (u'+ia;)-4.  V=  -±M£=- 

A*  , ..  • ; 

«.  . » “ . 

si  nous  faisons  ar=o,  ces  valeurs  deviendront 


etc.  : 


(J) 


substituant  dans  la  formule  (fj)  ces  valeurs  de  (y),  de 
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/dy\  , /A’, 


(!)■ *  * (e)’  de  (frS) - eur  °°  ‘r0UrtVi  ■ ■ 

% 

34.  Pour  troisième  exemple,  prenons  = (a -f*  £)m  ; 
nous  trouverons  en  différenciant, 

• • • » ' 

^ .).(a  + x)— \ 

<•*  ■ 

= m fm  — 1)  (m  -r - a)  (a-f  x}m_3  ; etc. 

dxi  • * - 

Faisant  x = o9  la  valeur  de  y se  réduit  à a1"  ; donc^Jrs  am , 
et  les  coefÉicieus  différentiels  ci-dessus  deviennent 

(!) = : ■ @) =”•<"—■)«— . (g)  = 

. m(wi  — 1.)  {m  — a)a"*  3;;  etc. 

• • 

Substituant  ces  valeurs  de  ( jr ),  dé  de  ctc•, 

dans  l'équation  (18)  ; ôn  trouve 

(m  — ’ij 

(a  -f-  x)m  = am- f-  mam~'  x + m — a*-1  x* 

• . 2 

« • • 

-f.  m — — ■ a*’-3  x'  -J-  etc.  f A cte  pretniift  (*).] 

2 > J • 

. . 

De  la  différenciation  des  quantités  transcendantes. 

35,  Les  quantités  transcendantes  sobt  celles  qu’affectent 

des  exposons  variables,  des  logarithmes,  des  sinus  ^des 

cosinus , etc. 

! ! : — 

• ’ * *■  • • * . 

(*)  Y°Jcz  le»  notes  !i  la  On  de  Fo’ttvrfrçe? 
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36.  Pf  ©posons-n ü us  de  différencier  d'abord  a*.  Soit 
donc  y*=<r*,  cbarngeops  .r  en  f + i et  / «i\  y-  cette 
équation  deviendra  y f&r  ax+h  ou  plutôt 

'y  aroh ....  (ig) . [ Note  seconde .] 

U fattt  doue  développer  cette  expression  par  rapport  aux 
]>uissanccs  de  h et  trouver  ensuite  les  termes  multipliés  par 
la  première  ; or,  pour  que  ah  puisse  se  développer  par 
la  formule  du  binôme,  jp  ferai  a *=»+£, .et  par  con- 
séquent aK  deviendra 


(.  + *)*=.+*?  4- *(*—.»)  — -f-  h(h—  Ô (£—  j)  JL 

1 2.,3 

■.  1 r-  « » A4 

4-  A (A  — - 1 ) (A  — . a)  (A — 3)  _ 7 «+■  etc. . . (ao) . 


3.4. 


. On  peut  trpqver  les  termes  multipliés  par  la  première 
puissance  de  A sans  former  tous  les  produits  indiqués  par 
le  second  membre  de  l’éqnaticfn  (2<yf.  Pour  cela  on  s’aper- 
cevra d*abord.que  les  termes  qui-  contiennent  la  première 
puissance  de  h dans  l.c  üecônd  et  dans  le  troisième  terme  de 


l'équation  (20)  sotoi.^  A et  y — h.  IVçar$  des  autres  , 

noos  remarquerons  que  si  jîarts  un  produit  tel  que  h(h—  1) 
(h — 2)  (h — 3) , etc..,  la  partie  (h  — r ) <7i  — (A — 3),  etc., 
est  composée  de  n faoteifrs,  son  développement d’après  Ja 
théorie  des  équations,  sera  de  la  formé  .A*  -f-  Ahn~‘  -f- 
BA*~*. 4»  MA  -+*  5 , <’èst-ci-dife  qu’on  aum  ' 


h(h—i)(k— 2)(7t— (21), 

ou , en  exécutant  l’opération  indiquéedans  le  second  mem- 
bre , il  vient.  1 •'  v ■ ' . •.  1 •• 

% (iï—iy (A  — (fi  — 3)* "Sà  A*4"  -f  A**...  4-  Mft’+NA , 

et  l’on  voit  que  le  terme  qui  contient  la  première  puis- 
sance de  h dans  \c  produit  A(i  — -t)  (A  — (A — 3) , etc. , 


* 
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DIFFÉRENCIATION  DES  QUANTITÉ»  TRANSCENDANTES.  l5 

sera  NA.  Examinons  maintenant  comment  Se  compose  le 
coefficienfJÏ.  Or,  l’Algèbre  nous  apprend  encbre  que  dans 
un  produit  tel  que  (A' — 1)  (Ar-î)  (A. — 3),  etc.,  dont  le, 
développement  est  A*-}-  A'"^.v»  -f-  MA-}- NJ  le  dernier 
terme  N de  Ce  développement  se  compose  du. produit  des 
secondes  parties  — i,  -—2, — 3,  etc.,  des  binômes  A — i, 

A -^2.,  A — 3,  et.c.,  c’est-Mire  qu’on  a en  général, 
Nïi-iiX--2X~Sxt-4»  etc. 

■ As  . • 

Ainsi,  en  considéran  t lequatrième  terme  j-^A(A — (A  — -a) 

de  l’équation  (ao),  nous- voyons  que  le  développement  de 
la  partie  (A — i)  (A  — *)  qu’il  renferme  sera  de  la  forme 
A1  •+•  AA  -J* -N  et  aura  lé  produit  — iX  — ? pour  Jfceur 
de  N , par  couséquent  la  partie  affectée  de  la  première 
puissance  de -A  que  nOus  fournira  ce  terme,  sera 
A3  . , b3 , . 

—gX  X a)A==  — A ; . • - • 

en  considérant  ensuite  le  cinquième  terine  de  l’équa- 
tiou  (20) , on  verra  de  même  que  le  terme  affecté  de  la 
première  puissance  de  h qu’il  reuferme,  doit  être 

- A' ' . ••  - . . 1 .. ..  • A*  • 

et  ainsi  de  suite , de  sorte  que  nous  aurons 
/A  A*  • A3  A*  \ 

(i  + A)A=»i  — etc.  JA -(-/<?  rrher  en  h*,  en  A1,  etc. , 

• . » f ' > , 

et  en  remplaçant  (1  -f-  A)  par  sa  valeur  a,  00  aura 

(b  b*  * b*  b*  • \ 

- — — +y — , etc. J A -f-  termes  en  h*,  en  A3,  etc. 

n • /A  A*  .A3  b*  \ „ ...  . 

Représentons  etc.^,  par  A-,  QU  obtiendra 

ah  ='  1 -fi  AA  -f-  termes  en  A%  e>»  A5,  etc.  ;* 
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• 39.  Lorsque  la  tas»  quelconque,  a j»t  remplacée  par  U baie  du  sys- 
trme  népérien,  ^équation  précédente  devient 

1 ' . dé*  s=  c'tLr.Lé 

et  comme  en  changeant  a eue  dans  l'équation  (27),  il  en  résulte  que  Le 
çst  égal  & l’unité,  l'équation  précédente  se  réduit  i ' ' . 

dé*  e s é*dx. 

L équation  (a5)  nous  fournit  les  moyens  do  trouver  lo  développement 

de  e*.  En  effet,  lorsque  o = e /l'éqtiet io^  (26)  se  réduit  à 
• • 1 

A = 1 : 

«•  ♦.  ■ * ‘ 

substituant  cette  valeur  de  A dans  l’éqiiation  (a5) , et  changea  ut  ne  ne, 
on  obtient  ’ . " ■ * 

* 1 • • , ■ 

s X X*  X*  • » * 

ek='+: + -*+7ir3+ -m-  •• 

* • 

• » »•  ti  • . • y ' t ' ÿ* 

Des  différentielle#  logarithmiques. 

4®-  Spit  x le  logarithme  de  y dans  le  çjatèpie  dont 
la  baâe  est'û,  o'4  a yt=a*  ; et  réqualion'(22)  nous  donne 
<l^'  = Atjfdn?i,  d’où /l’on  tire  • . . • 

* f * , *’  4' 

dJ-i-  4r ■ 4r  _ 4r  ipge  . 

Aax  l°ga  _ a^logst’ 

tp*  • *■  • , ; 

et  comme  «*  3 yi,  et  que  ar  rm  }0g^, i’éqnatron  précé- 
dente devient  -,  \ ■ o . -,  . • . . .*• 

’ . y Joe* 

• ^ * i i ’»  *»  * ' 

Dans  le  cas  où  l’on  prend  les  IdgaritlmjÂ  dans,  lç  sys- 
tème ne'périen,  l'a  base  a devient  le  jionibre  e (art.  38), 

par  conséquent  l’on  a = , . donc  alors 

log<*  /-  log  e 

y ■ 
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*9 


, ( , I ».  T 

Des  différentielles  des  .sinus cosinus  et  autres 

lignes  trigonométriqùes , Ou  des  différentielles 

des  fonctions  circulaires.  i 

* • 

• * . < 

4i.  L’arc  çft plus  grand  que  le  sinus , et  plus  petit  que 
la  tangente.  , ..  " 

Pour  le  démontrer,  soit  AB,  fig.  2 , ûn  qrc  qui  a BE  pour  Fig 
sinus  et  B A pour  tangente.;  et  prenons  l’arc  AB'  égal  à l’arc 
AB.  E11  considérant  la  corde  BP  comme, une  ligne  droite, 
on  eu  tire  la' conséquence  qu’elfe  est  pjus  -courte  que 
l’arc  BAB'.  Dont- la  droite  ËE,  moitié  dé  là  corde  BÇ', 
eàt  plus  courte  que  Tare  BA,  moitié  de  l’arc  BAB';  d’où 
il  résulte  qqe  le  sinus  esttuo^adre  que  l’arc.  ' ■ , 

Pour  démontrer  que  la  tangente,  est  plus  grande  que 
l’arc,  nous  ayons  ' . . ' 

Alra  du  triangle  DiyC]>  airé  du  secteur  BAB’C;1' 

• v.  ' • • * , 

ou,  eu  mettant  les  expressions  géométriques  de  ces  aires, 

' DD’ X*  i AC  > arc  BAB' X*  AC;, 
supprimant  AC  de  part  et  d’autre , il  reste 
DP' > arc  BAB', 

' \ r . • ! ■ 

etf  en  prenant  la  moitié , 00  a 

- DA  > ârc  BA.^ 

• >.  « 

42.  11  résulte  de  et;  qui  précède  que  la  limite  durapport 

du  sinus  à l’arc  est. l’imité;  car  lorsque  l’arc  h représenté 
pàr  AB  devient  aul , le  sinus  se  confondant  avec  la  tan- 
gente , à plus  forte  raison  le  sinus  se  confond  avec  l’arc  qui 
est  compris  entre  la  tangeute  et  le  sinus;  par  conséqueut 

on  a,  dans  le  cas  de  la  iiitiite,  ou  plutôt  ^^=i. 

43.  Pour  trouver  la  différentielle  du  sinus  dont  l’arc 
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30  . • CALCUL  BlFFi^ENTISt,. 

donc  q — 6 ax.  Différenciant  encore,  dq  — §aàx  ; donc 
r=:6û.  Ici  la  différenciation  ne  petit  plus  avoir  lieu, 
puisque  6a  est  une  constante. 

Les  équations 

. , d y 

àjr&zj. jtlor  donuent,  eu  divisantpar  dx,  p> 

• d B; 

àp=qdx '•••*»•  gj— Ÿ» 

d q _ 

d$=rdx.  ai  — r’  v 

etc.  • ••  • ' . * ^*c‘ 

q étant  obtenu  par  deux  différenciations  successives,  et 
en  divisant  cbaque  fois  par  dx,  nous  représenterons  cette 

• • -d’r  * d“r  , 

opération  P®1-  et  nous  aurons  = 5;  de  meme  en 

différenciant  de  nouveau  et.  eu  divisant  par  dx,  nous 

aurons  ^-=7  = r;  ainsi  de  suite. 

dx'  * : { 


est  la  différentielle  préifeière  de  y, 
, en  est  la  différentielle  seconde  ; 

* A* y en  esdfci différentielle  troisième; 

\ * » « ' , <S  1 , 

.1 1 e\  • . • 


À 


’ Théorème  de  Mac-Laurin  (**). 


3,-.  Soit  y une  fonction  de  * ; ordOnnons-lstpar  rapport 
à x,.  et  suppnsous  • 

' A + ®x -f  Cx*  -f  Dx3  + Ex',4-  etc.. . , (t6j , 
nous  aurons  çn  différenciant  et  en  divisant  par  dx, 

. ■ , ' . t j-~- 

, (*)  O théorème,,  cemrae  le  faivobserw  M.  Peacoèk,  avait  été  trouvé 
par  Stirligg,  dès  1717,  et  pur  conséquent,  avant  que  Mac- Laurin  «» 
fit  qtage,  . ..  , 


TiiéonùtoB  de  mjWC-laubik.  ai 

^ = B + aC*'+  ^Cii*  -f-  4ÊX3  -f  etc. , 

^ — • . . . aC  ' f a .3Dx . 4^  f «te.  » 

2.3D  +a.3.4E^  -f  «le., 

etc.  . 

* ' . H *.  f''  » «>  i ’ * * f • * . • lOf-l.  ^ 1 

Représentons  par  Ce  que  devient  quand  x = o, 

par  (g)  ce  que  devient  ^ quand  xe=o, 

par^jÿ)  ce  qüe  devient quand  x=o, 

< 4 

a\nsi  de  suite  ; les  équations  précédentes  nous  donneront 

W<W» 


[jr)— A»  (â^13,  G5)- 2C>  (dS)x=3!,3D; 

,, . . .»  • ’■>  ” •- » 

d ou  nou»  tirerons  < • . > v 

A=w,  .-(£).  c=î(i); 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (17) , elle  deviendra 
telle  est  la  formule  de  Mac-Laurih. 

v<  ' • | j 

3î.  Pour  première  application,  prenons  jr~  —— — f 
nous  trouverons  en 'différenciant  par  l’article  (t6), 


J>i,. . y. 


» 


. («  + x)  d . 1 — 1 . d (a  -f  x)  dx 

. ' «/  = —■-  — 


(«+*}•  - (a+xr 

dr  . 

d’où  nous  cbnelurons  = — - — - — r-  :• 
u.r  (a 


Digitized  by  Google 


32 


. CAI. Cia.  DlFFÉBEfiTlEL. 

différenciant  de  nouveau , 000%  trouverons  successivement 

■ ‘-f,  • *»' 

djjr a (a  -f-  x) a 


- efcr*  ~~  («  -f-iy  “ (a  -f  a:)3’ 

d^jr  ___  a.3  (a-4-g)* a. 3 

’ " ■'  ‘ ' («  + *>4 


* 

, etc. 


d?  . . ‘ (a  -f-  .r)6 

Faisant  dèncx=o  dans  les  valeurs  de  j^de  ^ , de 

' dV 

ÜC  düT33  etc‘»  n0us  troUTcrcra9 

substituant  ces  valeurs  et  celle^de  y dans  la  formule  (17), 
nous  obtiendrons 

■i  1 1 1 i‘  ^ 1 

a-fc-x  a a‘  ’ a3  a**"  .e  C* 


33.  Pour  seconde  application,  prenons  y =*z\/a*+bx 
noue  avons  donc  « 

o‘  • * « 

y . 

~ aer^  (•*«+■**)'’  b = - -7-^--  -, 


1 i 
ï * t1 


.-U’ 


'■  ni-  M<*+W  ,4,=  ... 

si  nous  faisons  x=o,  ces  valeurs  deviendront 

©>=4£w 

substituant  dans  la  formule  (17)  ces  valeurs  de  (y),  de 
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til£(jbèm£-dk.  mac-laurin. 


a.) 


(s)’  * (B)’  * (aï)-  * . 


2 a 

- - - - — s ; * • % 

34-  Pour  troisième  exemple,  prêtions  jr  = (a -f*  *)m  i 
nous  trouverons  en  différenciant,  . •**  • * • 

,'i  if»  mr'!  «1 

ti  ‘ it.;  , 


■ ; ’.v  • , , 


dr 

■-  =m  (a , 

S = ”*(»»—  «)•(«  + f)"_! “ » 

U**’  / ...  - ,, 

= m (>n  — i ) (m  — a)  (a  -J-  .t}1"-3  ; etc. 

dr.'  • 

• ? . ■ . . . . • . ■ 

Faisant  x = o , la  valeur  de  y se  réduit  à a1*  ; donc(^-)=  a™ , 
et  lès  coefficieus  différentiels  ci-dessus  deviennent 

(aD=*”.<"— (g)  = 

m[m  — r)  (m  — 2)0"*  etc.  . 

• • 

Substituant  ces  valeurs  de  ( y ) , de  de  Qj-^> etc., 

dans  l’équation  (18)  on  trouve 

•-  • *•  ' ' - '* 

(m — • 1) 

(a  -f-  x)m  — am  -f-  7rmm~l  x + m — aw~a  x* 

• . 2 


+ m 


(m — t\  (m — 2) 


■?  x1  -f-  etc.  [Note  premitre  {*).'] 


, ^ * r » » « » • .✓  \ «_  -a 

0 

De  la  différenciation  des  quantités  transcendantes. 
v * . * ■ 

35,  Les  quantités  transcendantes  sobt  celles  qu’affectent 

des  exposans  variables,  des  logarithmes,  des  sinus  Kdes 


cosinus,  etc.  .. 


% 

-,  *i 


(*)  Vo/rr  te»  notos  !»  la  fin  de  Fonrr»(;c: 
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différen  ovation  des  qua-ntités  transcendante».  ?5 
sera  NA.  Examinons  maintenant  comment  se  compose  le 
coefficient  N.  Or',  l'Algèbre  nous  apprend  encbre  que  dans 
un  produit  tel  que  (A' — t)  (A*— a)  {A. — 3),  etc.,  dont  le 
développement  est  A1*  h*~*.'*.  -f- MA-J-NJ  le  dernier 

terme  N de  ce  développement  se  compose  du. produit  des 
secondes  parties- — i,  — 2,  — 3,  etc.,  des  binômes  A — 1 , 
h — . 2-,  A — 3,  et.c.,  c'est-à-dire  qu’on  a en  général, 

Nïïir— llX — 2X — 3x  — 4»  etc- 

. . , ,£>  . 

Ainsi,  en  considérant  le  quatrième  terme A(A — 1)  (A  — 2) 

I • TL 

de  l’équation  (20),  nous  voyons  que  le  développement  de 

la  partie  (A — 1)  (A  — *J  qu’il  renferme  sera  de  la  Corme 

A*  -f-  AA  -J- N’  et  aura  le  produit— -r  X — a pour  valeur 

de  N , par  conséquent  la  partie  affectée  de  la  première 

puissance  de  A que  nOus  fournira  ce  terme,  sera 

b>  ■ , b3 

^-jX  (—  t X — a)A=--A  ; . • “ - 

en  considérant  ensuite  le  cinquième  terfaie  de  l’équa- 
tion (20) , on  verra  de  même  que  le  terme  affecté  de  la 
première  puissance  de  h qu’il  reuferme,  doit  être 

b ^ , b^  / 

,^~X  (— «?<  — aX— 3)A  = — ^ A ; 

et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  nous  aurons 
/b  h 9 * b^  b^  \ 

(1  -f-  A)*=oi  — -J— ^ y.etc.^A  -t-lertnesen  h*,enh3, 

et  en  remplaçant  (1  -f-  b)  par  sa  valeur  a , oa  aura 
/b  b'  .b3  A»  -\ 

o = 1 -f-  — — — |-— , etc. J h + termes  en  h % en  A’,  cto. 

(b  b * b ' b*  \ 

- — — +-J — etc  .J,  par  A-,  00  obtiend 

n*  = i 4-  AA  termes  en  A*,  e>i  A5,  etc.  ;* 


etc. 


ra 
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a6  . Calcul  biffèbkm'iiîl. 

par  cetlè  valeur,  l’équation  y'  — a%ak , de  viendra 
y r=  ax+  Aaxh  -\-'termef  en  A*,  eii  A3,  etc; 

Si  nous  en  retranchons  l’équation  primitive  y=zaxt  il 
restera  y — y — kaxh  -f-  termes  en  A*,  en  h ?, . elc.  ; pas- 
sant à la  limite,  on  trouvera 

. • • £ -a**....  t**l 

et  en  mettant  la  valeur  de  y,  ou  obtiendra 
d . a*  . „ 

-•  •>  ~fa~  — A«* <a3  )■  •• 

A * , t 

3 La  constante  A dépend  de  a;  car  si  dans  l’équation 
. V 'Ab  b*  b3  â*  \ 

on  met  pour  b sa -valeur  a — t , on  trouvera 
A = 


(a— »)  ,(»—»>*  4 (a— i)3  (a^— 1)+  __ 

— *— * — ' V - — 7 — > etc.. . . (24). 


38.  Pour  déterminer  la  valeur  de  la  constante  A , cher- 
chons , par  le  théorème  de  Mac-Lamàn  et  4 l’aide  des  équa- 
tions (22)  et  (23),  le  développement  de  ax  jnoasavons  donc 

y=bx,  ' ' * 

!=*-•  - . 


djy 

dx3 


, j = Asax , etc. 


Faisons,  art.  3i,x=o,  nous  trouverons  (y)  = a0  ±=  1 , 


(c)  =-*'.©)  = *■’  (37)=*’’ 


ces 


4 
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DES  DIF{£rBNC1ELLES  successives. 
valeurs  dans  l’équation  (»8),  nous  trouvons 


v Ax  A’x* 

' i + — + -7T 
1 v.  1 


, 'AV  , 

4-  + ctc — C*5)  ; 


I .2*3 


i * * r ' » * * * 

faisons,  x==  — , cette  équation  deviendra  • 

A 


= « + *•+- 


-f  etc,.; 


donc 


A . . . (a6). 

log  e . , ' • 


na  ' 1.2.3 

• 

nommons  e le  second  membre  de  cette  équation,  elle  sc 
* . • ■ » •'  • ;•  - 

change  en  aA  ae;  d’où  l’on  tire  a=  eA  ; prenant  les  lo- 
garithmes ,i  on  a 

k>gas=logeA=  A loge; 
loga 

îo&< 

Le,  nhtnbre  e,  dont  la  valeur  est  donnée  par  l’équation 

e =s  î 4- 1 + — — I - — 5 -f-  etc. , est  la  base  qüe  Néper 

1.2  1.2.3 

choisit  pour  calculer  ses  tables  de  logarithmes. 

- . j 

Comme  la  série  i ■+■ 1 -L  — •+■  etc. , est  assez  conver- 
> . r.2 

gente,  oa  peut  se  borner  à prendre  les  douce  premiers 
termes  de  cette  suite,  et  alors  on  trouve  que  e vaut  envi- 
ron 2,7182818.  Si  nous  représentons  par  La  le  logarithme 
de  a dans  le  système  népérien  , nous  aurons  donc  a = 
(2,7182818.  ..J1** , ou  plus  simplement  a ^se1*0; donc loga 
= loge^*etloga=:Laloge;  jl’où  nous  tirerons  _ 
loga 

ce  qui  réduit  l’équation  (26)  à A = La , et  par  conséquent 
l’équation  (a3)  donne 

dar  = a*  dx . La . . . . (28). 
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a8 


cm-cül  nirrÉBENTHti, 


* 39'  Lorsque  ]a  Las»  quelconque  a est  re(npi«céc  par  U base  du  lll- 
lème  népérien,  ^équation  précédente  devient 

f , ‘de*  = e»dx/l>  f. 

et  comme  en  changeant  a en-  e dans  l'équation  (27),  il  en  résulte  que  Le 
çst  égal  à l'unité,  l'équation  précédente  se  réduit  à * * , 

de»  cr  e»dr. 

L équation  (a5)  nous  fournit  Içs  moyens  do  trouver  le  développement 

de  <?».  En  effet,  lorsque  o = e ,1’équatiüVi  (26)  se  réduit  à 
• • ' 

A = 1 î 

substituant  cette  valeur  de  A dans  l’équation  (a5)>  et  changeant  a t ne, 
on  obtient  * . * •'  • * 

. • ' • \ . - é * t • 

* . « . x x*  X*  à * 

e= ,+ r+  7^ + ro +et*- - 


dont 

donne 


Des  différentielles  logarithmiques. 

4<>.  Spjt  x le  logarithme  de  y dans  le  qystèpie  di 
la  baSe  est.û,  cfn  a y=ax  ; et  réqualion(22)  nous  doi 
ùy  * Aaf dtr  ; d’où<4’on  tire  * ’ . . « 

d.r~  ^ ^ _dy  loge  ... 

A ax  loga  aTloga’  • 

rogxr--  ;; 

et  comme  a*  =r  y i,  et  q»e  x=  , Téqoatron  précé- 
dente devient  \ . 0 . ■ . /»  : . * t 

<SoV" 

Dans  le  cas  où  l’on  prend  les  ldgarithirçA  dans.  10  sys- 
tème népérien,  lk  base  a devient  le  nombre  c (art.  38), 

par  conséquent  l'on  a — , . donc  a)01.s 

loge  loge 
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DIFFERENCIATION  DES  FONCTIONS  CIftCÜLAIRSS.  Oq 

Des  différentielles  des  sinus } cosinus  et  autres 

lignes  trigonométriques , ou  des  différentielles 

des  fonctions  circulaires.  ‘1 

* » 

4i.  L’arc  qst plus  grand  que  le  sinus , et  fjius  petit  que 

la  tangente.  . , 

Pour  le  démontrer,  soit  AË,  fig.  2 , lin  arc  qui  a BE  pour  Fjg  3 

sinus  et  DA  pour  tangente.;  et  prenons  l’arc  AB'  éga)  à l’arc 

AB.  En  considérant  la  corde  BB*  comme,  une  liguye  droite, 

on  en  tire  la' conséquence  qu’elfe  est  pjus  *courte  que 

l’arc  BAB'.  Dont- la  droite  BE,  moitié  dé  la  corde  BÇ', 

eàt  plus  courte  que  l’arc  BA,  moitié  de  l’arc  BAB';  d’où 

il  résulte  qqe  le  sinus  est  «induire  que  l’are.-  ' • 

Pour  démontrer  que  la  tangente',  est  plus  grande  que 

l’arc,  nous  ayons  “ - 

Airain  triangle  DD'C  ]>  air<i du- secteur  BAB'C;:' 

* V.  * , 

ou,  en  mettant  les  expressions  géométriques  de  ces  ajres, 

Dl/x*  { AC  > arc  BAB'  X i AC 
supprimant  ~ AC  de  part  et  d’autre , il  reste 
DD' > arc  BAB', 

' I ■ 1 ; . • : 

etf  en  prenant  la  ino.itjé  , ou  a t- 

• DA>ârcBA.- 

• . # 

42.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  lirai  te  du'rapport 

du -sinus  à l’arc  est-l’unité;  car  lorsque  l’arc  A représenté 
x pàr  AB  devient  nul , le  sinus  se  confondant  avec  la  tan- 
gente , à plus  forte  raison  le  sinus  se  confond  avec  l’arc  qui 
est  compris  entre  la  tangente  et  le  sinus;  par  conséquent 

1 « 1 • ,iV  sin.A  , . sin  A 

on  a,  dans  le  cas  de  la  limite,  — ou  plutôt  —^—=1 . 

i • * , * * % . 

43.  Pour  trouver  la  différentielle  du  sinus  dont  l’arc 
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3o  CALCUL  DlFFfRENTlEL. 

«st  x,  supposons  donc! que  cet  arc  reçoive  un  accroisse- 
ment A ; nous  savons  par  la  Trigonométrie  que 

' . *•.  ■ ? * . V 

sin(a:-|-A)  = sinxc<JsA  4.  sinA  ççsx. . . . (3i). 

Retranchant  de  cette  fonction  son  état  primitif,  et  divisant 
par  (‘accroissement  A de  la  Variable , nous  aurons 

sin  (x  4-  A)  — sin  * sin  x cos  A ■+•  sin  A cos  x — sin  x 
T‘  —r.  “ • h " * 


Rassemblant  entre  des  parenthèses  les  termes  qui  sont  mul- 
tipliés par’sin  ar'dans  lq  deuxième  membre , on  trouvera 


sin  (x-\-h) — siux, siox(cesA-r-i)  sin  Acpsx- 


A 


.(33t) . 


Quand  A devient  o,  cos#— - >i  devient  aussi  nul,  et 

c<^  se  r^guit  à Il  convient  donc  de  mettre  «e 
A o . 

terme  sous  une  autre  forme  : pour  cela  l’çqpation  cos*  A -f- 

sin* h — i me  donne  cos*  A — a = — sin’  A,  ou  (eos  A — 1) 

• • • * glu*  ^ 

(cosA-4-i)  = — sin* 'A  ; d’où  je  tire  coS  A — *= — , 

' ' . * .*  cos  A -4- 1 * 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (3a),  cette  équa- 

. , . • ••’■•  ».  " * 

tion  devient 

■ A 

A 


ïïî<î±fc!iîî=-.in^-i^-^  + eo.xïîf . .. . (33). 

cos  A + * A *A  v ' 


Dans  le  cas  de  A=o,  l’arc  et  le  smns  se  confondent,  c’est- 
* -*jn  h 

à-dire  qu’on  a — = 1 , d’un  autre  côté  cos  A = 1 , 

* . • « V 

gonc  bo -t=oi  et  l’équation  (33)  se  rédoit  à 

cos  A+ 1 a -, 


^•sin*  -s  cos  x ; d’où  l’on  déduit  d.sinx  = dp  cosar. 
ni  : . 

44.  Dans  cette  démonstration , le  rayon  des  tables  a été 
pris  pour  unité  ; mais  si  l’on  voulait  la  différentielle  d’un 
sinus  dont  le  rayon  serait  a,  au  lieu  d’employer  l’équa  ; 


* 
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DIFF KRENCI ATION  DES  FONCTIONS  CIRCULAIRES, 

tiou  (3i),  on  sè  servirait  de  celle-ci  : 


3t 


sin  (x  + A)  : 


sinx  eosA 


sin  Acjosx 

* • • • • m). 


ou 

donc 


Dan?  le  résultat  précédent,  il  faudrait  donc  restituer  la 

existante  a,  ce  qui  donnerait  d.gin  x ==  —COS5poUr  }a 
. . '•:*«  •"  ■ <* . ■ 
différentielle  du  sinus  d’un  arc  dont'le  rayon  esta. 

45.  On  peut  parvenir  \ la  différentielle  de  <in  x par  des  considérations 
géométriques;  car  sQit  AB,  fig.  3,  l’arc  x;  BM,  l’arc  A;  la  perpéndicu-  Fig.  3. 
lair<*BP  sera  donc  sinx,  et  la  perpendiculaire  MQ  sera  sin  (x  + 4); 
cela  posé, plus  larçBM^Adimimm,  plus  l’angle'  MBC  tend  V devenir 
droit;  par  conséqnènt,  dans  le  cas  de ‘la  limite,  on  peut  considérer 
l’angle  MBC  comme  droit  ; alors  le  triangle  MBD  devient  semblable  au 
triangle  BCP,  puisque  dans  cette  circonstance  ces  triangles  ont  leurs 
côtés  perpendiculaires;  d’où  il  suit  qu’on  a la  proportion 

' . BC  : CP  ::  BM  : MD, 

’r  : cosxV:  BM  ; sin  7-r-q.i)  — sinx;  ' + 

sin*(x  *4-  fc)  — sin  x cospr 

. 7 - >-•  * 

Passant  à la  limite  et  observant  que,  dans  ce  eas,  la  corde  BM  peut 
être  remplacée  par  l’arc  BM  = A,  l’équation  précédente  deviendra 
d.sinx  co»x  ; 

~~ST~  ~ ~r~’  et  en  Pr8nant  ,0  ray°n  égal-*  Ptonifé, 
t 1 d.sinx  =pdx  cosx. 

46.  Pour  trouver  la  différentielle  de  cosx,  l’équation 

sin,1  x -f-.  cos*  x =t  ou  plutôt  (sin  x)*  + (cos  x)*r=  1 étant 
différenciée  (art  18),  donne  asinxd.smx-f-a  cos  xd. cosx 
— o ; d’où  l’on  tire  , • . 

...  . cos.x  ’ 

é1  , T*"  • • » ' ».  * 

mettant  pour  d. sinx  sa  valeur  dx  cosx,  art.  43,  et  rédui- 
sant, on  a d,.eosx=±s— . dx  sinx.  . 

47.  On  obtient  Ta  différentielle  de  tàngx.eu  considérant 

sinx  . 

que  tangx  = ^— j-;  différenciant  cette  équation  par  l’ar- 
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CALCUL  DIFFÉHENTJÏK. 


ticle(i6),  on  trouve  * j .. 

cos  x d . sin  x — sin  x d . cos  x 
J.tanèx^- êci'^ ! 

mettant  les  valeurs  de  d.sin  x et  dé  d!cos  x , on  aura' 

Jf 

d.tangaf  = ^ J ax  ; donc 

d.tapg  x-ü  cps ~~x , puisque  cos*x  4*  srn*  x sa  1 . 

48.  On  sait  par  la  Trigonométrie  que  le  rayon  est  une 
moyénne  proportionnelle  entra  la  tân^ente  et  la  cotan- 
gente , et  entre  le  cosinus  et  la; sécante,  ce  qui  donne  •• 


col  X = 


tangx 


, sec  x 4 


cosx 


En  différenciant  la  première  de  ces  équations  (Art,  16) , on 
Trouve  * . 

I a . tang  x _ dx dx 

tang*  x • cos* 4?  tang'  x sin*  x ’ 

• *’#'  . .»  ' A ’ , 

• • à a, ■ , mu  j* 

car  de  l’équation =±j  tang,  oq  tire  cos.  tang 5=  sin. 

■*  cos  - , 

49.  L’équation  sécx  as  étant  différenciée,  donne 

d.cosx  sin  x dx  .sin,X  1 , 

d .sec  x ~ — — — 1 — ■ r- — — *> — — dx  ■ 

cos*x  cos*xr  CO6X  cosx 

= tang  x séc  xdx.  • 

50.  On  déterminerait  de  même  la  différentiéHe  de  ta  co- 

■ ' . 1 , • • 

sécante  ; car  cosécx  = — — s différenciant,  on  a 
• . sin  x i 

cos  xdx  . cos  x 1 , 4 

d.CQSéCX  = r- •- -=  — * -T— T- — dx 

sin*x  smxsuix 

* * * ’ 4 

coséc  xdx  = — cot  x coséexd  - 


tang  x 

’ï 
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ülFE^BE.HCIATIOI»'  »JB  rouirions  TRAVSC..  COMPUQPÉSS.'  33 

5i,  Jüjfcard  dusinu^.veri&j  ëndi|CéFejK'f&nt  l*équation 
sin  ' vewïft:‘-J-  ços  x h=  < , "ou  trouve  d.  «inverse  x == 
d.(iTT-WisÆ)T  .ét.ep' .effectuant^  différeircft'tion , d.siu 
verso  x ==sinxdx.  •*  ••  î f . 


'*j  * ^ • •*?  . 

r nçüons,iràns-* 

? • ■ * ♦ ? . 
c»  . ^ * ’ 


De  lu  difféieriGlulkm.  de  q 

. : cendantcs  i 

*'  #*  * * • ■ *V  9 • it 

ci?.  Les  piinoipes  prétédens  suffifhiejTt  '.pour  pouvoir 
différencier  .toute  -expression  affeçtfe'e  de  quantités  trans- 
cendantes.' • , . • •*  • • , 

Soit  y<==  À^*;  faigidfsi'ââi/'ÿ  nOt^s  a.ut'ônS  y—au  ; dif- 
férencions par  i’arf.  (88)  (équation  2$),jtous. trouverons 

*#.  "•  *•-'■%*  • rt  • Y • , •*  ***  f-'*"  -® 

*•  • -^^=.c“L<ï  e=i  œ b*Xjb'ïw:  . .*»  J" 

donc  - y * ' , ■ *•*.'  \ ■ " ?•  »• 

53.  Sbit  entore  prenant  les  logafitTiinèsj.ô'ii  a 

IpSY*34*.  *;  tfenc  -dd#g  y atdocMeg  «..q-  ta;  adv; 

mettant  poü*  les  différentielles  logarithmiques  leurs  ta-  '• 
leurs -(afiff.  4b) ; cous  trouverons 


‘V  • #,di  ,.i 

* -K-  =5  v — *4-  Ion': 

r; 

,d*> 


* «x  .. . s'  , " ' »•.:*,  . .... 

. ? -r-  *+■  logadv,  et  par  conséquent. 

^7  * , r 


-f  logzdvY  ou  plutôt  i\y—s.'(-v-  -f  las  z&A. 

.7  <Yu  *Y  . Yv.;.:  ” Y./.  • * .1/ Y 

^U-jcPyeftîde  cette  tiifiéren  litlle  ^ on  t couvera  iacil^nieqÿ 
c«U«  f=»>,  l’^^ôn 

y*=f- * lès  e'^iiatiou»  St  y*f,  qui  sont  de 

• mémfe  fei-fnc  que  lequatiou  dont- nous  venons  de  troQver 
là  différentielle,  donneront  îf'V»  'Y.  •*; -Y  > >♦*  •. 

£«*  ./•  £*  le.  diff.-  ’ • " 3 


%•' 


4 
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34-  - . . Mum;,  ttirtJSONTniu; 

V.  ••  * 'W***  («~ -f  ïqg jj^v  ' 

■ Av  ^16%, tduÿ.-  ’y'‘f 

# ,*  ' > 

' Substituant  daiys  la  valeur  de.dj'-  donnle  par  cette  avant- 

<l«ï’»ière  équation  tel  le  s de  ck’  et  de  f , nous  aurons' 

djr  = s‘*  |T<“  Y>j-ftg  J + log  r 

+ U log  S y -h  ïog  * I°s  % 

•, ; Théorème  de  Taylor.  ' ■ [ 


, , ^ ,tr  *>*  * -..il  t 

54.  Avant  que  d’aller  plusloip , noqs  remarquerons  que 

' * r « . ; 1 

dans  le  calcul  différentiel  une  expression  .telle  que  , 

signifie  qu*une  fonction  y d’une  Ou  de  plusieurs  vâriablés 
a été  différenciée  j)«r  rapport  à la  variable  ± et  djviséè* 
pat  dx  ; par  exemple,  si  Ton  avait  j-pc.aa!tu^^  l’expres— 

fion  ^se  déterrninet>aU  en  regavdamt.u  et  i comme  iona- 

tans et  en  différenciant  par  rapport^  et  divisant  ensuite 

pàr  d.r  : ainsi  pù  aitridt  ^ ;t=“  .Ou  tjnAvçiah  de 

même  ^ =s  ÇfuPxhfl  et'  ^ pî  3i  j{t>n,  avait 


4r 


- A 


yW’c'"^~  ** V 3i  serait  qjr. 

AJ.  &’  daAs  une  fonction  y.  dp  x , lé  vajytblex.se  change 
onàlengême  cdeJ/^^trt'éj^rentidb  Uurfgije  x 
Àit ‘ityrMle  efh  coqsLànl,  que  lorsque  li  eii  variable  et  x 
constant.  «'  * -,  :•  » '*  ""V  ’*  ^ » 


' i*»qr  lé  déiwontrejr,  si  dans  l’équation  s*t/r  * nos* met-  • 
tcrfrt  or  p /»  — af'  à la  placé  dé  aj.  nqns  s*froi*e  da 


' ,1 
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différenciation  de  fonctions  #ransc.  compliquées'.  35 
différentielle  ècfx'  sera  éfeale  à une  autre  fonctioii.  de  x 
représentée  par  <pxr  et  multipliée  par  dr',  par  conséquent 
d/'  ==  ipx'dx' , ou  en  mettant  pour  x1  sa  valeur  x 4.  A,  oh 
aura 

ff  = t (*+.&)  d(x+ A).  / 

Or,  le  seul  changement  qu’apporte  dans  cette  différentielle 
1 liypotLêse  de  x variable  et  de  A constant,  n’est  que  dans 
lefacteur  d(x  -f-  d);  qui  ge  réduit  à dx  quand  x est  var 
riable,  et  A constant;  on  a donc  alors  • 

.....  . ' *b/  = *(x  + A)d*.  ■ ? *'  ‘ 

d ou  1 on  tire  , % ■ 

g^(x+A)....(35). 

Si,  au contraire,  on  faitxconstantet-A  variable, le  faeteur 
d(x*-4-A)  se  réduitâ  d A ,et  l’omd  , 

. . dÿ,  —ç{x  + h)  dA, 

. • . ■ ■ ■ - . , 

et  par  topUqptpt ^ T . ' / \f  . ..  • 

égalant; cçr  de  ux  va leur*  de  ft* + il  nous  vienX  ! 

A < ' • • v*  t ‘ •.  * ► . 

■*  ’ r -i}.  -.s#  dr*'  • -,  v v‘  • ..v  *' 

' • , ’ d*.  .^\  'v  . : . \ 

Par  exemple i;  î*bia  avait  çn  mettant  x,-f-  A J la 

place  de  off  trouverait  • V*  ' ‘ ;*»  * 

# Vï* 

et  par  conséquopê’  • *•  . . '•*  . . 

' " Va  ■ V.  V'  ; 

ég  t ^ »’  . ' *&&•» . *'  v 

» V^djjWtions  (36)  étan  t .diffère  n crtTes  par  rap- 

pçrt  i x 4.  douuçn  t doéore  les  résultats  éganx  '*»  >' •/' 

3.. 


•-  " A. 


% • 
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ay. 


CALCÿX,  DIFïéltENTlEL. 


r •'  ’ =v  V 4-  *)  d (a- + 


.T 


Faisons  ^constant  dans  la  première  équation , et  a:  constant 
daùs  la  sëtoudé,  nous- aurons  ' *'*  u 


! %<***+ 

d’où  nous  tïreroils 


tyte,  «'  Çr4-  *)  dA,  . . * . 


dy  dy - 


On  conclura  parlemente  raisonnement  cfUe 
. * • * 

/aV  • ay  ,t:'  ■■  T G \.  . 1 V-  " • 

r»up  çt  aurai  de  sujte.'  . ' - ' ; : ; -y 


dy^lTe t 

~ çür3^  d/»J 

dy  y dy  .:.ry  V.‘  y- 

qMe  djc*  “ dùl  ......... 

..Cela  posé , soit -y'  une  fonction  de  i + A;  cette  fonc- 
tion étaht  développée  par  rapport  aux  purissaficés  de  A, 
supp'ospns- qu’on  * . .. . . ^ ..r . ; * 

J’  = y + AA  -j-  ÉA'VÇA»  + etc (37), 

, ,«  » v ;*  • • ’ y , a.  *,  » *•  ii’ y* % 

À j B,  C,  ètc.  \ étant  des*  fbnctîbns  iiicorjnues  de  oç  {Ul 
s’agit,  de  dëterÿiiper.  Pour  cet  effet,  on’  djfférentiank  par 
rapport  à h } et  en  dLvisàiflLpar  d/r,  ôn  aura 

':y  ^=AiaB^:3€Ar^et 

. i * ‘ • ■ * * I »"  •*. 

différenciant  ensuite  pat  rapport  à x et  divisant  par  dx , 

nous  aurons 

&lx4r  -frfefikft. 

. . ' dx  dx  .ajx  ^ tlx  \ ^ 

• t v.  *.fyT 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  étant„égaux , en 
vertù“de  l’art.  55,  les  seconds  membres  seront  identiques; 
égalant  donc  entre  eux  les coefliciens  des  mêmes  puissances 
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de  A,  on  trouvera 

a st  R — r — t,B  n—  a# 

, dx  ad*,  3d*  4dx’ 

Substituant  la  valeur  de  A , donne la  première  de  ces 

équations,  dans  la  seconde,  ou  aura  B = . -r^j  ; substi- 

- * ....  , .j  y 

tuant  oette  valeur  dans  celle  de  C , on  aura  G=  — . — r : 

i .2.3  do:3 

ainsi  de  suite.  v 

' ♦ «f  • 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  À,  de  B,  de  C,  etc. , l’équa*- 
tion  (3y)  deviendra  ' *•  < •- 

' . y=y+& h + f§&  , , el 

i*'  ^_djr»i.a^d**i.a,3  + ’ • 

ou  en  mettant  pour  y sa  Valeur,  * ’’  • . 

/(X+S^+^  + g^+g^  + CU...  (38î> 

ce  qui  est  la  formule  de  Taylor*  . 

• • ■;*  v.  4. 


58.  Soit  y on  a donc  jr  =±}/x=x*. 

Donc  ' ; . ' ‘ 

d.T  — 1 

- àx~'*  *Aî^‘  g ' V 

S dx'  v • ~ V*3’ 

• te— Vç-fc-  3 

. ' • • 4"y  * 81/x*^  •••  Wi  . • • 

etc.  ; . . . . . 

' * # * * * r»  p ’ , .!' 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  do  Taylor,  on  a 


S . / <•  1 
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•VsîSiw*+^4.-{-4+4^i.  «.• 

; y • *»- . ,j „ ’.yf  k*1'  ...  k*5 
,«5g.  Soit  ^ te  sip^ar  -4-  A) , 'd'où'il  suit  g ne  y= 
on  formera  ainsi  le«^fllciens  différentiels  successifs  , 

j§ ÿf# 

* * * : d^- 

• . è?-™*’  étH  ' , ; 

substituant  ce*  Valeurs  dans. la  lormblç  de  Taylor,  on  a 

...  , , • * ,>  . 4‘  ' . *ï  . 

sin  (x-f-  A>=  «n.r  -f-  cosxT  — sinjr-*—  v-  Cosx— ^ 

. a.  3 

Vv  hi 


..  -f-  sin x — ^->.^-È6S «• 


1^43’ 

• ’ . • • » 

côsx  = 

,-K 


etc.  ; 


. . « ,..••! 

faisant  ïs=*j  alçfrs  sin,xpeo  ét  cûs  x==  et  ce  déve- 
loppement *e  rêdüîk  à ” * • • / • 


••  a5  ; -..  . 

sin  A.±=.n  -r  -r-g -f-  — ■ y-s,  etc.  • • . ' 

Si  Ton  pstspait  jf's^cos  fr-f-  ft),  on  trouverait , en  opérant 
comme  dans  f exemple  précédent,  que  * ‘ , 

v ‘14  ' - V 'y  . **r . ■*•  - ‘ 

ços  n — i — 1 — — etc.: 

•v  * ■'O  «.3*4.  • 

6o.  Développons  •encore  log  (*-+rï)  ;.nous  avons 
. -.  ‘ r • 

yaiqlogCx-h  A),  dp  ne  ^-  = Log:r; 

«r-4**?*6?*  d“f;$=ï- 

* • d ^ * 

On  obliendra-ensuite,  par  dçs  différenciations  successives^ 
d*  r i * d3  r 2x , a 

....  ^rrv; üï7 ~~ ^ f®*5’  eî** * . 
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» • ' . ♦ • 
substituait  ces  valdbrs  dans  la  fornuiie'de  Taylor,  <»»:»  _ 

6t,  Si  celte  fprmule  e'taît  trouvée  autreirrcnt  que  par  la 
différentielle  d’un  k)gqrttlime.'(«<We  troi&i'ente) , on  pourrait 
en  déduire  tettfc,  différentielle  d’une  maeij^ré  différente 
que  fions  ne  l’arqna  ïait  ar^»  40,  effetj  elle  donne 

■ «>  ‘ «v  - s * i-  " •*.  • •»  *■ 


lpir<xAfc),^-,lQga:_rt, 


passant  à' la  limité,  6n  a" 


•i/.rità*  JQ»  !h-j±Si-x Lfl,1^  -, 

et  en  différenciant , . ‘ . ; 

^ ±=  dafXdÿ 

• . . • • ■ ..  y :■  •;• 

d’dù  l'on  tire  < . " * ■ * ' • ' - < . •”* 

\i-.i  • *•;*'  , •/  /,*' 

eu,  en  Bifettant  lavstîeur  dfe^  i,  ’*•  . ’ 

‘ 'i 

da*  = à*dxLa, 


équation  qui  est  la  même  que  celle  du  n°  28  (art.  38).  k 

6a.  Ota  peut  dédutre'io  théorème  de  Mac-Laurh)  de  cetSi  de  Taylor, 
nte  : on  a,  par  le  théorème  dp  Taylor, 

- . « . - 
& +~&h +-5*  73+ .« 


/[jt^yuzfx 
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'À. que  Sérient /x  quand  on.y^-fcit  x=p  a,  ce 


* , • , ■ <1  /Ai  , • '*  *. 

que  devient^  quand.on  .y  fait  a~  O.  ainsi  de  .suite  pour  Jes  au- 

trea.coefflcicfis^iiféreatiels  j la  formule  de  Taylor,  quand  on  fera  j>=  o, 
deviendra  donc :•  ■■■  ■>.  • -•'  V -*  , T<  *V  • 


deviendra  donc 

<* 


' \ 


■ Dans  eettê  équation,  A entré  dans /R  de  fa  mène  manière  que  x 

entrait  dans;/>  (*),  de  sorte  que  sî  l’on -change  ^ qn  deviendra 

JSr;  flt  comme ü-mreste  plus  de  tracjsdèj^  pürèçJJu’on* fait  xi=o, 
ce  changement  est-permis, attendu  qn’il  Importe  peu  de  substituer  une 
lettre  ou  une  autre  é A : en  faisant  donc  «c  changement.,  op  troQva 

/,=wt(¥)'+  (lp)  ftfX&r)  S + 9B» 

ce  qui  est  le  théorème  de  Mac-Lqurip. 

• f ’ ' *î  i 

• • • 

Zte.  la  différenciation  des  équations  à deux  va- 
riables. — Expression  générait!  de  la^différèn- 
. ' f/c/fc  f/e  f/eî^r  variables.  — Expression  gétié- 
\yr  raie  de  la  différentielle  de  trois  variables  parmi 
■lesquelles  on  en  prend]  deux  pour  variables 
indépendantes . v - 

« . ••  

63.  Soit  v ®£»‘,  r=  o * ■ • • ' (4°)  » 

utie  équation  entre  deux  variables.  Én  résolvant  cette  équa- 
tion par  reppoft  à jr,  antrouvera-Jc  p=  im^gijons  que 
Ton  ait  substitué ‘cette  Valeur  dgus  l’équation  cêlle-c» 

■ 1 ‘ 1 11  1 - ■ 
(*)  Oa  peut,  observer  que  si  Ton  fait  x — O dans'  f A),  c’est 

remplacer  x + h par  A (lins  ((*.+  h)  } et  que  de  ttifinie  si  PonsfaiMlxao 
dans-f  (x-f,*)  j c’est  remplacer  x-Ç-h  paradons  f (x  -f.  A).  Or,  U est 
évident  qbe  lés-deux  résultats  fh  et  ^ qu’on  obtient. dans  aes  hypo- 
thèses, nq-  différant  entre  aux  que  .par'  les  lettres  A et  x,  qui  y entrent 
dq  la  mêüic  œsnièro.  ’ •'  *J  ’ ;»*  \*  s ’ ^ 
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Reviendra  F — o , ou-pbür  plusde'simplicité 

# ■ ■ . *'  . • - * . ■ * * ■ * . % 

équation  identique , et  dans  laquelle  tous  les  termes  doi- 

veo i se  détruire , quelque  valeur  que  l’on. donne  'x.  Par 
exemple,  si  cette  équation  me  monte  qu’au  troisièmede- 
gré , on  pourra  la  représenter  par  , . . . \. 

r . ;.t.  . ^ Cx-f  D = 0,  . 

et  en, mettant  une  valeur  quelconque  pour  X,  qlle  sçra  tôp.- 
jwUr^satisïait^  ; donc , en  mettant  x-j~h  h la  place  dex , 
on  aura  /eheorè • . "•*  " •••*’ 

A (x  + kf  -f>B  (i  -fA)‘  q-  G'(x,+Ji)  +*I>  =c  o , 

« . , v « 

‘c'est-à-dire  que  si  Fqn  a fx  — o , quel  que  sçit  xfton 
aura  encore,  f(x  -}-  A)  =?o  ; retranchant  de  cette  équation 
celle-ci  ■ ’•  ..  •#-«f 

/x=o,  il  restera  j{x  -}*  hy — Jx  o j 

1*  ««'’•*•  ^ • y *•  • ,*u.  ■ • N * * t 

doaç  aussi  *•  • o . • 

Or*.  *•  - r •>  • ; . .*  * *.r  .*r'  - * » * 

•J f(is? 4*  ‘zzz^fx  4 4 B A*  4 ■ ®tc«  ) 

d’oit  ljon'tiré  ‘ * êr  . ‘ 

. . tl  % - I •'  • 


/ ✓ 


v 4 - 

le  premier  membre  de  cettç  équation  'étant  nul , on  a 

donc  / ' J ' . * 

* - d 7*  ' 

À + B^4-etc.  = o;  et,  passàntà  lahufife,  sAqêo, 

’ * ‘ 

et  par  conséquent  <$.fx==Aix 9=  p,  ou  en  restituant  y, 
d .‘l^x,  y)  ycé  Ad-*'  —.0.  . 
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Ceci  uous  apptBhd  qu’en  regardant»  j*  comme  une  fonfc- 
tion  de  x,  si  l’on  différencie  l’équation  F(x,  y)  =ss  on 
pourra  égaler  Te  résultat  S zéro  ; ce  qui  servira  à détcr- 

'*  * < ■ . . * (|v  • • t ' 

miner  la'valeur  du  coefficient  différentiel  comme  nous 

allons  lé  v^k  dans  l’exemple  suivant.  ; - • 

Soit  donc  • ' " ; 

F (* , J5)  = x*  -|-  3ojr  — jr*<=z  o . . . . (40; 

différenciant  par  les  procédés  ordinaires , et  Observant  que 
par  Ta  démonstration  précédente  6»  doit  égalèr’çe  «ééültat 
à zéro,  on  à ‘ ' ; 

. 2xdx-f-  3«4r  — • • • <42)î 

d*.  cette  équation  on  tire,  * • ' ’ 

' - - J *.  *'  . , * V V 


dx 


ix 


(4*)- 


sr.-rH  ; 7 : • • 

’ • . 

64.  St  l’on  -Compare*  le.  procédé  qui'nous  a fait  obr- 

tenir  cette  valeur  avec  .celui  que'  npiis  avons  employé 
jusqu’à  présent  J on  verra  qU’ett  - opérant  d’après  çptte 
première  méthode, ' if  aurait  fallu  d’ahord. mettre  l’équa- 
tion (4i)sous  la  forme  y—fx etpar  conséquent  la.ré- 
sondre  pat  rapport  à ÿ,  poUr  en  déduire  ensuitd  par  la 

différenciation  la  valeur  dë  En  suivant  patte  marche, 

• ' d*  . 
nous  .trouverions  d’aboird  . 

et  ensuite , par  la  ffifférènciation  , 

■*''  •.  4rii  • 1 * • ' * ■ * •• 

dx 


v/f“- 
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Cettè  valeur.de  rj^  se  présente  sou  S une  foénie  différente  de 

celle  qüi nous  est  offerte  par  l'équation  (43).;'  mais  en  mu- 
tant dans  l’e'quation  (43)  la  valeur  de  r,  cette  équation 


l’équation  (43) 

deviendra 


_i. , 

dx 


O.V. 


~ = — : 


v/|«‘+ V* . \f\a'  + x * 


comme  nous  venons  dp  ^trouver.  L’équation '.(42Yest  4* 
différentielle  première  ded’éqitation  (4*)-  *<  ' 

Pour  obtenir  l’équation  qui  donne  Le  coefficient  diffé— 

rehtiel  du  second  étdré-  c’est-à-dire  , en  divisant  Pé- 

“•».  » !'v.  • • : ' . ' '••*** 

quation  (4a)  partir,  et  en  faisant—  = p , cette  équation 

deviendra'  * ..  ' 

. ax  -f-  3qp  -—  y p 3=  o ; 

* , * * 4 

regardant^  et  p comme  de?  fonctions  de  x , nous  .aurons, 
eu  différenciant , „•  t 

,2<fr  4-  3adp  > — zjrip  — ipàjrxz  O ; ■ , 

♦ * „ . * +*  r * • % • 

• ; ^ 

divisent  par  dtr  et  mettant  p à la  place  de  ^ ( il  viendra 

s * , ‘ • 

? + “ 2p'~  °’ 

r A , , •«  • » 

A * . 

d’où  «Aïs  tirerons  • • » • . ' . . • • 

0 •-  a 

• •*!£—  =9»**-*  . Ÿrxv  ’.  • 

d*  ~ 3ù-v'^'™ 

. * * . i * * 

. ’ dr  ’ * • dp  d’J" 

Or,  puisque /j  , nous  aurons  mettant  ce» 

valeurs  dans  l’équation  (44)  > et  faisant  évanouir  les  déûcf- 


44  -,  CALCUL  DtPF&EpTIEU  ...  - j ' 

• ’ t ..  ‘ V ‘ ‘ • I 

minuteurs,  nous  obtiendrons 

• ‘ V * " * ..*•.•••  ’.ù' 

d’y  (3<2  — a y)  = — lix' . ... . (45)  ; 

telle  seVa  là  différentielle  seconde  de  l’équatioi»  (4i). 

' ■ ■ » ’ ’’  ’ \ . ' ' dl 

Pour  avoir  la  différentielle  troisième,' on  fera 


?» 


et  l’éqUation  (44)  deviendra ,. après  avoir  fajt  évabOuir  le 
dénominateur,  ■ .«  - •’ 

‘ • 5o?  — a jq  ==  2p*  2î  . 

Onydiflerenciera  en  regardant  y,  p,  q comme  des  folie-» 
tions  dt  x , e.t  d’on  trouvera  1»  différentielle  troisième, 
ainsi» de  suite.  - •.  «■  • , 

65.  Au  lied  d’employer  les  lettres  p , q ,»ç,  etc.}  pour 

effectiier  les  opérations,  on  parviendrait  au  même  résultat 

en  différeqeianr  l’equatfon  (4a)  et  en  mutant  dy  pout  la 

différentielle  de  y,  d’y  pour  celle  de  dy,  d ]y  pour  céHe  de 

ày,  etc.^  et  çn  regardant  dx  comme  eonstant^on  trou» 

verait-  de  cette  manière  » . ' ‘ ’.  î; 

^ * • * • 

.•  adx’  4-  3<kUj*  — ady*  — 9ydy*=^*>,_  .. 

équation  qui  cgt  la  même  quç  l'équation  (4.5). 

66.  Donnais  main  tenant  l’expréSsioo  générale  de  la  dif— 
férenlielle^une  fonction  f(pc,y)  de  deux  •variables.  Pour 
cela  représentons  f (x  , y)  par  û;  nous  aurons , en  dififêren- 

du  , 

c.iant  cette  fonction  par  Apport  à Xj  le  terme  ^dx,  et  en 

’ * ' * » [i*" 

la  différenciant  par  rapport  à y , nous  aurons  ce  second 

terme  ^.dy;  en  sorte  que  d./(x,j-)  oud«==-j|ax4-^d^; 

mais  si  y<esl  considéré  comme  une  fonction  de  x,  nous, 
aurons,  en  la  difféiehciant,  . . ’ 


Jr'  \ 

#* 

JJ 


d^=^dxr 
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substituant  cette  valeur,  noué  trouverais 

. ' ; -V-iîte+éfrAr:-'" 

. »;  dx.  • üjr  dx  t • 

67. '  Si  l’on  se  rappelle  lelheorètne  de'raontre  article  (l6),' 

on  verra  que  u étant  60’nsidéré  comme  une  fonctionne  y , 

• *.  * \ * ; dii  dy  • 

et  y coipuiéune  fonctiou  déx,  le  produit  j-  -p  dx  n’est 

autre  cliose  qùela-diffôrçntielle  de  a prisé  par  rapport  à x 
renfermé  dan». y.  ; ..  - • --^.V  ' 

68.  Lié  différentielle  totale  d’une  fonction  de  x et  de  r 
étânt  donnée  par  Inéquation  da  s=  ~ dx  -fi  — dj-,  on  a 

>,  ' 9*  % *+  % î ••  ■ #.  ' 

nommé  les  expressions  ^dx,  -p  ày  les  dif^rentiellVs 

» . . ' • % J •" 

partielles  de  a. 

De  même , si  a est  une  fonction  de  tfois-variàblesfx,  j;,  a, 
indépendantes , nous'aurdâs  ■ *■  * ' 

‘ • -4  ■■ .V  ; • • 

. . * du  ..  d«  , da  _ . ' 

et  les  termes  -j^qx  , ^ l 4*  serpjit  leé  differén-. 

tielles  ^àvt^eHçB. de  if.  ..  V....'.  ■ • ./  4 .J  .v  . 


69.  Passons  & une.  fpncjinndeçp-oh  variable»  x.,x,jr,  pahui  tes* 
quelles  on  Al  choisît  ’dtfux  pour  variables  indépendantes.  ün-étempl# 
de  «cas  se  présente  lorsque  -dW  l\iqnqtf*^jt{r;  ÿ,  r)Wo  d’imesrf- 
6roe  courbe,  on  détermine  ta  variable  1 on- dônpanl  dçs'vilj^arh 
bilraîresatri  déqx  autre»- varia  blés  ,‘qni  par  cela  mèmè  •devienpent  dés 
variables  indépendante».  Dans  cetlp.  circonstance,  ■*  dcpehdant  de  *•- 
et  <ta  y , est  une  fouctiep  iniptiçite  de  oès  variable?  il  -fiut  avoir 
égard  à ceta  dabs  la  différdnotafmn.  Ainsi,  en  représentant  par  a 
oetto  .fonction  de  trois  variables,’ x,  r et  s,  si . i’on  veut  -on  avoir 
la  différentielle  par  rapport  à x , cette  différentielle  né  se  cûm- 
, * ^ do  > ».  • . 

peseta  passeuiotneatde  ^dx,  mais  i|  &u3r»  «f  ajouteé  ta  tertio 

t 
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35‘  £r  > Pour  mar^“er  qù’on  regarde  * comme  dépendant  de  r.  La 

différentielle  totale  par  rapport  à * sera  donc  exprimée  par 

* du  . du  dx  * 

" . dxd*+di 

* <•  -,  ■ ■ • • « « 

La  différentielle  totale  par  rapport  kj'  aura  de  môme  pour  çxpression 

' » do  i . du  dp  , • . 

Si  !’dn  ajoute  la  différentielle  prise  par  Apport  & U variable  ind<^- 
pendante  x,  à la  différentielle  prise  par  "rapport  à l’autre  variable  in- 
dépendante j-,  pn  trouvera  pour  1#  différentielle  totale  » ' '• 

• t t 

. P“  . . du  du  fù  * , d*  ■.  \ 

^dx+ÿdr  + ^(\^dr+5~d^,...(58); 

et  comme  la  quantité  renfermée  entre  ltÿ  parenthèses  n’est  antre  chose 
que  la  différentielle  totale  de  t,  l’expression  que  noua  veuonade  trouver 

se  réduira  k ' ' . . 

^ * ’ • * , ' . 

du  . du  ' du 

» » i , » *i  1 ■ • 

^ Si  cette  différentielle  totale  était  égnljMfcïérej^len  serait  dd  même  de 
l'expression  (48),  qni , à cause  dé  l'indépendance  dp»  variables  x etj-, 
se  décomposerait  en  ces  deux  autres  éqilatinxtà  * • 

" j’f  * • ♦ # * * "T; 

du  , du  dx  , dû,  du  dr  ' . 

dx.  ^ds  dx3*-0*  drC^4'J*  dr  dr>=  r:-  ( Noie 'quatrième.  J 

. • ,•  a * • • ,ff  . < ’ • * . 

7°-  cuisons  mairï tenant  tjne  rentarque  utile  sur  le  coeffi- 

• » * J „ ’ . * 4 

cient  différentiel  g—  s nous  avons  vu,  (àft.  54} , qu’une 


et  qu’on  en  tire  V . 


.«•  vt , 1 


:*.t  i’ ■■■>**. 


. ■ • -,  .V.  v.u  - .-M  . ^ ^ ' '•  • . • 

ou  né  peut , -sans,  denjonsi  ration , en  conclure  que 
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rar,  dans  cette.nèuvelle  équation,  la  différenciation  n’est 
plus  faitepar  rapport  à x,  mais,  par  rapport  à y,  et  l#on  ne 
sait  pas  si , dans  cette  nouvelle  hypothèse  dé  différenciii- 
tierr,  le  résultat  est  le  mê,me.  \ * • f ■ 

Pour  lever  çètle  difficulté,  qd  a de;mQntre''(art..-2hj  que 

do  dv.  dj-  i 

• ' • : dx  dr  cbc*  • 

, * ...  • ' • . • < 

Si  dans  cette  équation  on  fait  v = x , elle  devient 


d’où  l’on  fire 


^ djr,'dx* 

dx  i 

«tf  = dr’ 

» * ' • • dr 


4 


ce  qui  JaLf  voir  qpe  le  changement  d’hypothèsç  dfe.  diflç- 
re nciation  s’accorde  avec  l’AJgèbre.  (Note  cin^i^ne) 

. . De  la  méthode  des  tangerUes.- 

• ’ , • ’ % » ‘ 
y i..  On  Appelle -ainsi  1a  méthode  qui  donne  les  expres- 
sions differçrtti elles  «îe*  tangentes  j sous-ta'ngentes , nor- 
male» et  soosrnormales.  -Soient  x et  j le?  coordonnées 
d’qti  point  M,  fig.  4;  ptjs  aur^e  cqurbeq  Wgméntoos  Fic.  s. 
l’abscisse  APù=x  d’une  quafUitePP'='4,  an  en  o ns  Poi’- 
donnée  P'M',  et. par  les  points  M et  JK'  faisons  passer  üne 
sécapte  M'§.dl  est  certain  que  plus  PP'diniLnuera , plcts  PS 
tendra  àt«q'  confondrè  avec  la  sous-tangent*  PT,  jusqu’à 
ce  qu’ enfin  PP' = h devienne  nul’  PT  sera  donc  la  limita 
vêts  laquelle  tendra  PS.  t 

Cherobons  maintenant  l’expression  analytique  de  PS 
pour  en. prendre  la  limite  :1e*  triages  semblables  M'MQ. 


. CALCUL.  DIFFÉRBKTIEL, 

litsp  donneht  la  proportion  • . 

M\)  : mq  ::  mp  : ps', 

ou.  • K&i-:  * 'y.?*  î-çsk> 

donc-,  i . * ==  ^ 

, * , , t ..  . k*  t " 

Fournie  terminer  M'Q  , pçu*  avoua  *• 

* ■ *•  M'QrziliVP'  — MP;  . 


*»•  .•  .* 


* r 


or. 


donc 


•.  - m' p' =/ =/(?+•/'); 

. * * *• 


iEinê  autre  part  * • 

^ . MP=vr. 

Si  nous  retranchons  çes equàljdn»  l’une  <îe  l’autre , il  nous 
viendra.^ ' *•,'  *.■  •;./  * 

wi'-  w rh  * **•' 

Substituant  Mu  valeur  dans.eelle  dé  PS, -nous  trouverons 

. j-â-  t/ -J  V»  • * • 

• ‘B?— ■ <*r , ’ A'y  A»‘  . ■ '*  fV  • . ; \.  ' 

* » • • — — A 4:  *|r  C f C.  , i 

* '«  , d*  4afW  <■*>*  - -y;  -‘C  * ♦ ‘ ' 

et  eu  dirVitilrfieÿdefflt  t*™  ^ ..  • 

. ’ " y .'■/ '*  - * 

• ••; . v-  ?Si= 

. . -,  ;e  ^«4*  - "• 

.-M'  a’’- 

À la  lintUtf,  &==»,  et  PS  'se  change  en  ÇT,  c«  qut  nous 
donne  PT  =±  *>u  (jjt.  *>) °*-^tÔV>  ' 

• '35  *f  * • t , ••  *- 


•‘*r 
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en  r 
point 


par  x et  ptrr  jf  lies  'coordonnées  du 


point  ^ „ - * 

75.  Si  i ce>polnt  M,  fig.  S,  «tons  lhenons  une  perpendi-  Kf . 3» 
culaire  Jtfl  snr  MT  J-  la  eous -rionnale  sept  PÎL  Pour  la.  , 
détermfOertriH>uS  aifrows 


on 


pt  : pm  :âJm:ipNv  - 

Ax.  1 ■ 


donc  “ - 


dr'1 

- Pif  = r'  V^r  s=  sous-normale.  • 

•' d5? 


ou 


A l’égard  de  la  tangente  et  de  U -normale  , nOws  avohs 

‘ ’ ■ MTV  v/TR-.+  PAP, 

iangénie  p=  \f  /'X^+  S*  = .r'  i *• 

• M»=|/PJï«-f.  PMe,  * 

• » 1 7.  f ^ 

■**  + ’ * 

73.  Pmk  trouver  Péquatron  de  la  tangente,  «oient  sr' 

et  rVles  coordOntiœe  dti  ttWnt  tfe  tanaena^M;  IYanatio* 

j-  -i.  mt? ^ .^'4. a»  ^ j i / 


ou 


que 


* • * •,  • • c « , . 

Dans  cet^e  équation , IL  ‘étant  la  tangente’  trigonométri-  > 

w de  l’angle'  MÎT , cette  tangente^  tcigoftonietrique'rîftfî 


pouï  expression  -j—  ; car  on.  a ? 

6lém.  Je  Cale,  itff. 


.1  . 


«r  • , '*  . M , • « / . ^ 

de  la  diroite  MT,  qui*  passe  par  le  point  Mi  pourra  donc 
être  représentée  par 


’H 
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r jUfc.v.V,  - 


5o  > 


,«*>i.ouù  qnàtyitVTirit 

’ PM 

PT.  : PM,:;  I tang  MTP  = pY  ; 


donc 


PM 


Jang  MTP  = pijr  =. 


v :,Y 


_•  Y 


Oki 


sous- tang.  , 4# 

•*  i4  . • V * • • v , 

substituant  cotte  valeur  de  A dans TëqOationd.e  1*  tangente 
cette  éqdation  deyiqnt  . 

i * r *■  *•  j,  ( 

J _1  y , — — jt'j , équation  de  la  tangente. 

,-ÿ  j V >•  : dx'  / ,> 

Celle  delà  normale  sera  donc  y—, y — — yy,  [X—x  b 

Application  des  JorinuleS  prëcédeiÙci  à des 
exemples • • 

• 7^.  i°.  Trouver  la  soits-tàtigenlê  4è la  parabole.  L’équa- 

tion  de  la  pajaboleeUpit  y =»-px , on  en  tkera  , en  la  dif- 
férenciant» * ■ ...  • x - - '•*  **'  •/» 

xydy  =c’/jdx,  c 

et  par  conséquent 

■ . *-Y  friii'z’V*' 

Or>  a/ et  j".  étant  lps  coordonnées  du  point  de  tangence,  il 
•faudra  donc,  povji\avoir  le.coefik*ept  dilEfreqtiel qui' cor- 
^respond  à ce  point , accentuer^  et; y ; ,eiw  pous.qutons 

■ : i.vVv^>  "X  . 'àj£LX, JL.:’’  -S"'/ 

*?  , • , dar*  : 

. « “ > ■ ^ 

substituant -cette  valeur  flans -collé  de  PT,  nous  obtien- 
drons ' v v * -♦*'  .•<*••>* 

et  en  mettant  />x'  à la  place  de  y'*,  efctte  .équation  de 
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5r 


viendra 


PT  ou  sous-langentè  ix  . 

aV  Trouver  fa  soirs-noymale  de  Y -ellipse.  X’ég  nation 
b'x'+  de  Feilipse  rapportée  au  centre  tétant 

différenciée , donne  , 

I,.  . * ai^tda:  4?  T.ç'jày  x^o,  ...  ■ 

d’où  l’on  tire  • ■ •• 

‘ t \§y bi^_ . ■ ' • 

• dxr  . a‘  P;  ' .. 

mettant  cette.valeur  dans  celle  de  la  sous-normale  PN,  oh 
obtient  * , 

j?  ■ ‘ PN  où  swiS’-hormale  3=  — — 

.....  . a , ' . 

3",  Trouver  t expression  de  fa  tpngente  au  cergfe.  I/a- 
quation  x’  4-^’=; r’,‘  qui  est  celle  du  cercle,  e'tant  diffé- 

renciéfe,  on  trouve  pour  le  point  de  taqgence  x',  y,  * 

• ; • ' • " .'v  , • > • t . • | • 

- ; ■ £ - * 


Au  tnpyen  de  cette  VUleqr,  on  réduira  L’expression' de 

MT.â  • ; . ; v*-:‘.  v '/  ’ _ •"  1 v ; . 7 . 

tangente +’ te/. ^/JlïZ-^y  y/ 


£)er  asymptotes  des' courbes,’ 


75.  D’pp1*ès  les  traités  <rapplication.4’Algèbre  à la  Géométrie,  on  sait 

-que'les  asymptotb»  pont  dçs  lignes  qui  s’approchent  «ôlitipuclUsujent 
effine  éourÉe  sans  l'atteindre.  Spit‘  donc  y=ÿx  l'équation  de  cette 
courbe  ; poor  qu'élle  soit  susceptible  d’avoir  des  asymptotes , il  faut 
qu’pprès  avoir  Ordouhé  le  développement  de  ^ aqivapt  les  puissances 
descendantes  de jr,  on  tombe  sur  des  qxposans  négatifs.  A'iors , Te  dé- 
veloppement de  r,  dans'  fgquçJ  le6.eiposans»«  ^ C,  >»  etc. , iront  en 
diminuant  et  finiront  par  dévenir  négatifs,  sera  de  cette  forme 


52  . CALtVL  turrÉRZtJTtKL. 

>-A** +Bxc 4-0?...  + 4”^ +¥«>••*•  (49)- 

‘ - . * * - , 

Or,  il  e*t  facile  de  démontrer- que  si  les  elpotans  a,  Ç,  yr  etc. , restent 

des  qualités  finies,  Péquatiôb  * . • ' • 

‘ ..  r^Ai*  + Brf+0>...+jCx'.-.-(5o),- 

sera  ceUe  d’sne  asymptot*  Jt  la  cotu-be  centtruite  d l’aide  de  l’éqpa- 
Fig.  6.  tion  (48).  Pour  cet  effet,  soient  PM  et  PN,  fig.  6,  les  ofdonnèes  cor- 
respond Jntcs  1 une  mêifte  abscisse  déterminée  par  les  équation»  (4g)  et 
(5o) , la  différence  de  ces  ordonnées , positive  Ou  n^ative  , selon  celle 
qui  surpassera  l’autre , sera  êaprimée  par 

* r MTÏ  =—  -1^—  4-etc;;‘  " , 

* ar 

quantité  qui  diminue»  & mesuré  que .*  augmentera,  et  qui , paç  la 
raison  quepltw  le  dénominateur  d’une  fraction  s’accroît , plus  elle  d,- 
minue,  s'approchera  indéftnirfent  de  «éro,'san*  jntfiais  y atteindre; 
d où  il  sait  que  Véqttation  (5b)  <*He  d’une  -asymptote  à la.çowbe 
correspondante  à r équation  (4s)r  _ 

*.  Cherchons, par  e*^le,  «Wq-elc  le.  courbe,  fiu  second 
ordre  sont  snaoeptibleS  d’avoir  des  asymptotes.  L’équation  generale  de 
ccs  courtes  est  y'  = r*x*rnx*\  en  lq  résolvant  on  trouve 

ïÇ'  v y tac  St  (/mx  + fut*. . . (5r). 

prébons  Aébora'le  «igbe  supiciénr  et  développons  cette  équation  selon 
j — o«s.v.  nuAconir  à oc  bat  x nous  ai*»- 

réduira  à 


xrcutmo  u-  • . 

les  puissances  descendantes  de  x.  Pour  parvenir 

serons  î’éqnatkfttr'=^a:-+-nxv  pbr  x>,ce  qui  la 

ra  JL  *,•  • 

,•  . • . — = OT"-  -f1;  n : 

.*  ••  -«1  x 

• , ' - * % 

tirant  1»  racine  carrée  ét  faisant  l =^=  ê , non.  1»  mettrons  sou. 

cette  forme  . . ,T;. . . . - 

• - — « ra  \^n  + çf*  ; . ' - t 

oomparant  ce  radial  à eeWi  dô>équ.«ô«(l8),.(pa5e  a3)J  non.  wrow 

,mt  = k r,\***±«,’.etj  ,V-  • 

•«bstituantoet  vajeiw»  dahê  Péquetlofi  (t8) , nous  e“bÜ«tdron.' 


niz  '■>»**’ 


an»  e«- 


i6«’ 
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remettant  les  valeur»  de  u et  de  * , et  tirant  celle  de  Jr,  on  trouve 


58 


y = x'V n -f-  - 


a V^» 


m*  m*  * 

— i'#** — 1— etc- 

•8xa.»  i<$x’n* 

• i. 


Dans  ce  développement,  on  voit  gue  x passe  au  dénom  irroteyr'  dè» 
le  Second  terme,  co  qui  est  un  indice  que  la  courbe  est. susceptible 
d'avoir'  des  asymptotes.  Lui  mi  non  s donc  dans  quel  cas  elle  -en  com- 
porte. Pour  cela  , nous  rehiarqucrons  quo  quand  n est  négatif,  ce  dé- 
veloppement renferme  des  quantités  imaginaires,  et  par  conséquent 
devient  impossible  ; mais  on  sait  quo  quand  tPest  négatif,  la  qourbo 
appartient  à «ne  eUipüe  [ThêoHe-drs  Courbes  du  second  ordre,  pdge  |53  . 
D’où  il  suit  que  l'ellipse  n'a  point  d'asymptotes;  il  en  est  do  mémo 
lorsqu’on  a n-=Oj  oar  dans  co  cas  le  premier  ternie  dp  dcveloppe- 
mènt  s'évanouit,  et  tous  les  autres  deviennent  înfibUt  Ce  cas  étant 
celui  de  ta  parabole , nous  ponclurAmi  encor*:  que  la  parabole  n'a 
point  d'asymptotes.  Endn,  il  nous  rMi  considérer  le  cas  do  n po- 
sitif, qui  est  cel uVdo  l’hyperboj*  ; alors  le  développement  'étant  pos- 
sible , neus  prendrons  les  termes  qui  no  renferment  point  de  x au  déno- 
minateur j et  noue'aurobs 


T = * V'h  + 


f5a>. .. 


V . • 


r.  . a V*  - t 

Cette  équation  pourra  être* regardée  comme  celle  d’une  asymptote  à 
l’hyperbole  à laquelle  sa  rapporte  alors  l’équation />=*r  +nx’'.  Pour 
donner  à celle  équation  une  forme  plus-  convenable  à ce  cas , faisons 
.y  a=o,  nous  trouverons  mx-f.nx*  = o;  ce  qui  nous  donnera  r = o«t 

x = — - pour  les  abscisses  des  points  A et  if^ig.  y,  où.la  courbe  ren- 

contre  l’ave  des  x.  La  droite  AB  est  une  constante  que  l’on  désigne 
par  la  dans  l’équation  de  l'hyperbole  rapportée  au  sommet  B.  ( Théorie 

Ms  Courbes  du  second  ordre,  page  i .;2.  ) Faisant  donc  — = a«,p’est-à-dire 
; » • •*  * : 11 

m^=an<i,  l’équation  j'*  = mx-f-nx»  se  ohangerâ  8n,!ré-=«(aax -4-x*^; 
et  Sous  cette. forme  on>econbalt  encore  daOs  la  constante  n celle  que, 
par  analpgic  avec  l’équation  de  l’ellipse , on  est  contenu  de  représenter 

A » * • ^ % 

pbr  — . Pœant  donc  les  équations  • • * 

Û*  , a 

. m ‘ H 

n = aa  Ct  " = ^* 

si  l’on  multiplie  terme  & terme  la  première  par  la  racine  carrée  de  la 
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seconde,  c'est-à-diro  par  \/  n = - on  trouvera 

a 

■■  - 4 

' ‘ * ^==a». 

'.  . . * 

Celte  valeur  et  cellj}  de  J/n  étant  substîtu&s  dans  l'équation  (Ça)  Ia> 
changeront  en  <'  ■ , ’’  * . r • 

4 ■ \ •'  •*.'  *•  . 

I . • f , ..44 

Fig-  7.  et  l’on  voit  qnct<3elte  équation  sera- celle  d’une, droito  OK , fig.  7»  qui 
coupera,  l’afa  des  jr  en  un  point  C,  et  que  pour  en  ii%T  la  position , U 
s 1 1 fTi jra  de  /uener  par  le  contre  O de  l’hypferboje  et . par  -J’orîginn  4 les 
•droh.es  QA  = a c^  ACæ;4.  t.  ’ . .,  . . 

A l’égard  d^  la  seconde  valeur  du  radical  de  l'équation  (50,  il  est 
évident  qu’elle  détermine  lStsy^mtote  OK'.  - • , ' 


% 


fie  l’ÈyVolion  du  pian,  urgent'  à une  surface  cçurSe,  et 
• . de  celle  de  la  uarntale  à céttè  surface. 

77.  Soient  f’xt  ,,  z ) = O,  l'équation  d’une  surface  courbe,  et.. 

Fig,  8.  A’x-d-Hr-t-Cs -f-£)  :j=  o,.  celle  d’un  plan,  Si  le  point  de  tangence  M 
a pour  coordonnées'  x’,  y,  &,  ces  coordonnées  devront  satisfaire  à 
l'équation  *2 u plan  ( ma  Théorie  -des  Courbes  du  second  ordre, 

pajjt* 2^5), ’et'l’oii  aura  par  conseillant  # " •*■.»  * # 

...  . ."  Ax'-j-.By  -f-,  Gs'  -f^JDrxoa  ■ , «’é 

' ’ • fc  , 1 * 
éliminant  P eptreéetti^éqjmtiQn  et  la  précédente,  oh  trouvera,  pour 


l’équation  du  plan  asÿuj^i  à passer  par  le  point  -d,  y\  1 , 

4 ’■*■  B -rf-  C (v  ■—  o.’. . .(53). 

Menons,  par  lo-pointde  .tnngértce  x'p'',  Vj  un  plan  parallèle  à celte 
Fig.  8.  des  x,  Bfcil  fcoqpora  la  surfaçe  suivant  une  courbe  MC,  4g.  8,  W 
le  plan  tangent,  suivent  fine  droite  ML;  cette'  droite  MR  devra  ètré 
tangente  à la  courbe  MC , autrement  le  plan  tangent  couperait  la  surface 
courbe.  * # • 

• L’cqualîon  de  là  droite’WL  peut  se  déduire  dè  l’équation  (53),;  oar 
cette  droite  ML  étant  l’intersection  du  plan  tangent,  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  des  x,  z,  a dans  tçus  ses  poihts  des  valeurs  égales  pour  j-  ; * 
et  comme  le  point  M est  sur  cette  droite,  on  a donc  y=^y,  ou 
y y zs  o.  Ce  qui  réduit  l’équatîon  (53)  à 

A x—*') -j- C (*  — *’)=;  o.  , 
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Celte  équation  exprimera  donc  la  relation  qui  existe  entre,  les  roordort» 
nées  t et  x d’un  point  quelconque  pris. sur  la  droite  ML  ,■  et  par  consé- 
quent sera  l’équation  de  cette,  droite.  (în  pourra  l’écrire  ainsi  : 

• . . .<  . A 

c > ./  . • • 

D’une  autre  part,  l’équation  de  la  ’qourbe  MÇ  s'^ttrendra  de  mémo 
en  regardait  y comme  constant , dm»  l’équatiun  dp  la  Surface  courbe 

/(*,r.é)==».  v . t .. 

SI  l’on  veut  exprimer  maintenant  la  Condition  que  la  droite  HH.  soit 
tangente  à la  courte  MC,  il  fout  donc  (art,' ;3)  que  le  cooflirieni  de 

(x  — x')  de  l’équation  (54)  «oit.éga'1  à la  valeur  de  ^ tirée  dp  Péquation' 

xrr  • f'  • 9F. . - , 

de  la  courbe  MC,.  > 

Or,  l¥<|iuitioo  de  celte  cojirbè  étant  cjdle  de  la  surface  dans  laquelle 
on  forait/ constant  j fl  suffit  de.difo'rencicr'l’cqnatiqn  vie  cettq surface, 

et  d’en  tirer  ; car,  d’apéès  l’art.  5j  la  notation  Suppose  qu’on  a 

• , s ■ * • 

regardé  y comme  constant  danfc  ld’dMWrérieiàtion.  ' 

Il  suit  de  là,  qu’en  accentuants  et  x, après  aVoir  opéré,  on  a , 
la  condition  que  SlL  soit  tangente  à jVIÇ , ■ 


A1  di',  ... 

— C ~ dP’  011  P”1*®1 . A = — C 


dx'" 


(35). 


,'i  . v •..•t  • - 

Si  l’on  mène  ensuite,  par  le  point  M,  un  plan  parallèle  au  plan-des 
a,'/,  ce  pljn  coppera  la  surface  suivant,  une  courbe  -M D , et  lu  plan  lan- 
gent suivant  une  droite  MS.  . k ... s.  . 

On  démontrerait coifimé  (irécédcmment,-  qae-cettç  droite  MS  doit 
être  tangenleà  la  ooprb't  d'intersection  MD,  et  que,  pour  tous  les  points 
de  cetto  droite  MN,  loi  abscisses  étant  égalés , on, doh  avoir  x — x'  = o, 
ce  qui  réduit  Léquation  (33)-i  * ; • . ; 


d’où  l’on  tirera 


B.(r  — /)  ■+*  CXp— ^c')=io,  • ’ • A' 


B, 


a-*-*'  — — 7 1 tr  —y). 


Cette  équation  étant  «elle  de  la  droite  M JJ , on  exprimera  la  condition 
que  cette  droite  est  tangente  à la  courbe  MD , en  cgalaift  le  coefficient  do 

Y — y au  coefficient  différentiel  —v'tiré  de*  l’cquation  dé  la  surface  , et 


l’on  aura 


dx/ 

B 

C 


de' 

d/’- 
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•épar  conséquent  » .*• 

^ ■ , * * * ’ i»  ^ -d/  1 * . > ■ ' . k 

. '•  . 

«I  Fo»  substitue  dHi  l'équation(53)  ; le»  r^eura  de  A.  et  do  B.  don- 
née* par  lé«  équation* (55)  et  (56),  on  trouvera 

~'c  & c ^ (rjjn) + g {#  -4^  » *, 

d>ù  l’on  tire,  pour  l’équation  du  plia  tangent  lu^blpt  r/,  y,  yy 


* ~ * = 5?  <'“*>  + ^ 0 . (5«. 

58.  Cherchons , par  exemple , l’équatiod  d’i/h  pipa  taogpnt  i 4 sphère, 
te»  coordonnées  du  centra  étant  q,  i , 'e,  la  sphère  aura  pour  équation 

(*  — «)r+(j^*)?4Vrc^t=r»;  . • . - • 
on  trouve,  an  différenciant , J _ . 

(r— a)dx  + i/  — "•A)4rp-f~(i-*-c)d*£=  o, 

^oft  l’en  déduit,  d'après  ht  notation,  convenue  (art.  54), 

d*  a— jt  d*  b — y ■ 

••  d*r  * — «*•  dÿ 51  * — .c'  • • 

’ • ! • . . 

Dono  l’équation  du  plan  tangent  à la  sphère,  au  point  dont  Je*  coor- 
donnée* sont *Vy» sera  , 

• . . v 

<*•■ 


as 


*-V: 

V 


79.  Si  ce  plan  passait  à l'extrémité  du  diamètre  vertical , on  aurait 

, V • • 7 

^ = »)  y = b,  y^c  + r. 

• Ce*  valeur*  réduiraient  l'équation  dû  plan  tangent  $ * = e + r,  ce  qui 
est  l’équation  d’un  plan  pàraMèle  au  plan  des  * , y. 

. 9o:  Les 'équations  de  la  normale  au  point  y,  /,  S peuvent  se  dé- 
duire facilement  de  l’équation  du  plan  tangent.  En  effet , par  la  Géo- 
métrie analytique  (Voyez  ma  Théorie,  des  Courbet  du  1 econd  ordre, 

page  a;Ç),  oû  sait  que  si  l’on  a le*  équations 

«*  <*  . * '*  • . , 

&*  + $/  + (58), 

jt  = a*  4-  « 1 ... 

v y^bz  + c /”■  (59)’ 

la  première  étant  celle  d’un  plan,  et  le»  deux  autre*  celle*  d’un*  ligu* 


f 
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roite , les  conditions  nécessaires  pour  que  cette  droit*  sofg  perpendi- 
culaire au  plan  , Sont  qu’on  ait  ’ 

__  >c=uG,  B = *G. 

SI , après  avoir  fait  passer  tous  les  termes  de  l’équation  (07) , du  plan 
tangent  dans  le  premier  mopibre  , on  la  compare  à l’équation  Ç58) , on 
trouvera , en  égalant  entre  tint  le»  coeflïciena  de  x , de  7 et  dé  * , 


Donc 


. . 4*'.'  B d/’  C-“*- 

A-  dP’  *-“3?» 

■ . . ' . m - 

substituant  ces  valeurs  dan»  les  équations  (5y) , on  obtiendra 

. dï'  • 


-d»'  ,,  , 
/=-$>*+* 


Le  point  efj  /*»  e'- devant  satisfaire  à ces  équations,  puisqu’elles  ap- 
partiebnent  à un  point  de  la  droite , on  a encore  ' 


ï'=s-|^a'  + «,  y=— 

« * * » ■ * 
éliminant  a et  f entre  ces  qudtrn  dernières  équations , 00  trouvera.,  pour 
les  équations  de  la  normale  au  point  3?,/,  d, 


As' 


-d*' 


de' 


Des  Jonctions  qui , pour  One  valeur  de  la  variable , 
deviennent^. 


"Sx  o 

8t.  -Lorsqu’une  fraction  telle qHe — devient  - en  y substituant  un# 

valeur  de  x quo  je  représenterai  par  *,'q|est  un  indice  que  les  deux  termes 
de  cette  fraction  ont  x — a,  Ou,  eh  général , (x  — a)"  pour  facteur  com- 
mun ; si  l’on  pouvait  l’dter,  on  aurait  vraie  yaleur.de  la  fraetion. 

Supposons  donc  que  4 — a soit  m fois  facteunrdans  Fx , et  «fois  fac- 
teur dans  <?x  (f.au  £ , si  le  cas*  l’exige  , à supposer  que  m et  n soient  égaux 
à l’unité  ou  à zéro) , nous  pourrons  écrire 


done 


Fx  = P(x  — a}»,  »x  = Q(x  — a)-; 


« 
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Par  la  difÿrençiation , nous  trouveras.  . ; 

. _ * • * • * 


d.Fx  dP 


dx 


(x  — ay*  -t-.OiP{*  — a)»-  ■ . 

d.Ftr 


Remarquons  que  Cette  valeur  de  se  compose  de  deuj  termes, 

dont  IHnr  contient  une  puissance  de  x — a,  moindre  d’unq  unité  que 
ccjle  qui  entre  dans  la  fonction.  Par  la  mêmeTaison, en  prenant  le  coelji- 

cient  différentiel  de  - ^ -■ , on  trouvera  un  terme' affecte  de(x  — a)",  uu 

aptredo  (x — n)"-‘,  et  un  troisième  de  (x — a]"*-*;  ce  dernier  terme 
sera  m (ni—  i).P(x. — a, mr? . En  continuant  ainsi,  on  verra  que  chaque 
nouvelle  différenciation  reproduit  des'termes  affettea  des' mûmes  puis- 
sances-de  — a)  , quo  celles tqiri  étaient  renfermées  dans  la  fonction 
différenciée , plus  un  terme  dans  lequel  la-puissance  de  x — a est  dimi- 
nuât d’une  unfté  ; ainsi, -en  prenant  l6s.coeffidkms  différentiels  succes- 
sifs, le  ternie  qui  conticpt  la  moins  haute  puissance  (le  x — a sera 

, • ■ * ,i  1-  • • . . 

à la  première  différenciation,  y mP (<é“—  a)”1- ' , 

ii  la  seconde.  ......  y-.,/ m (m — l)I*(x — «•)“"’> 

à la  troisième..  • ,» m (m  — i)  (rn  — -j}P(x  — a)™-*, 

. 4 * .* 

................ 

à la. n1»*"*.'. ..... .V. . I ; ...  w. m (m^ — *j, P Çr — a)*—. 

De  sorte  que  le  coefficient  différentiel  de  l’ordre  r de'Fx  sera  de  celte 
forme , / ' , ' . 


-h  XTfcr 


~ = X (x  - a;»  -b  X'  (x-  a;—”  -f-  X"(x  — a)—' 
dxr  ■ -•  - , . * 

+ m(m— i)(m— «a)  .. ».f,(x  — a)™-'. 

Ce  que  nous  disons  de  Fx  pouvant  S’appliquer  h fx , nous  trouverons  , 
pour  la  différentielle  de  l’ordror  de' la  fraction  proposée,  un  résultat  de 
cette  forme-, 

. . . - . - ' 

d'.Fx  > t . 

dxr  Xjx— a)">-*-X\i— a'r~r  ' 

(F.7^  ^ VJx-ar  (x— «;— ■ . . .-)-  n(A  — r)..,<v)x-a;— ^ • 

H • » • ' • ; 41  'ttf 

..  . * , # : t ' 

82.  Cela  posé , considérons  trois  cas  : 

i°.  m ==  n;  2n.'  m ti  ; m <i  n. 

Si  m = n , et  que  le  nombre  r $e  différenciations  effectuées  soit 
égal  à m,  les  binômes  (x  — a)V-r  et  (x' — 'a)n-r  so  réduisent  chçcun  à 


4 
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(x  — a)°,  c’est-à-dire  à l’enitc  ; à l’éjjard  de*  autres  binômes  (x> — «)“, 
(x-o)»-'  , etc-. , (x—ié)»-*  ,.'ete.<  jls  sont  nuis. -dans  l'hy- 

pothèse de  x = a ; ainsi,  tous  le^  termes  ,4ors  le  dernier  du  nuitiérftteur 
et  le  dernier  du  dénominateur,  s’évanouitspnt , ett  l’équation  (61)  "de- 
vient _ . i „•  • \ . • ‘s  i'*'  s 

. •'  • Ce  * • 

dx"  -v'>  xi  (>n— »i)'(m  — a)t . P P 1 Fr  i , • „ 

d'*,‘<r  i*  T « (ri  à-I)'(n  — àj. V.Q  Q _ é-r 

• Ve.  ' «M*  ' • 

Dans  t!e second  c$s , qui  est  nrlui  où  Fort  a si  lfc*nombre  r de 

différc’rfciatîonsVîfllfctn^esest  égal  à n , le  binôme  (x*— *0"#"r  réduit  à 

l'unité , parce  que  son  exposant  jx  — r est  nul.  T ijhj/tft n — i, 

n — ‘2  , etc. , m — i,  m—  a j eic. , cfës  autres  bin6mô?J%tant  plus  grands 
que  n — r,  sont  positifs;'  par  conséquent  »*  ces  bilicipça  se  “néduisent 
chacun  à zéro  lorsqu'on  fait  xj^za  j,  tous  les'termes  s'évanouissent  donc, 
dans  cette -hypothèse,  hors  çeluUpù  çntre  (j ?~a)n-r7  et  l'équation  (61) 
se  réduit  à » 

s . > 


d*.Jx 

dx* 


. v ...  . . »-r- - >v  _ 9 , 

"7R<px  n n i ) . . . Q (x  — a.y-r  n(n — x)...Q 

4 Td ,.«•  J .*4  * * ‘ ' t 

• • . ‘ 

Cette  valeur Jést  donc  un  indice  qu'on  a m>  n , casf  où  l’équation  (60  ) 

se  réduit  à zéro.  Enfin,  si  l'an  a m le  nombre  r de tfifférenciations 
exécutées,  étant  pris  éçalùm/tous  les  termes  s’évanouissent , hors  le 
terme  m (m — i) . .\-P  ( —*0)°,  e*t  il  rèsier  * 


ô. 


m (m — r V : . P 
— — = oc  : 


dm.Fx' 
dx"* 

* dm^x 

• dx"»  * \ ■*  * * * * ; 

cette  valeur  annonce  donc  qu  c m sfurpasse  n,’  cas  où  le  seeond  nombre 
de  l'équation  (60)  est  infini.  ^ # * 

83.  De  ce  qui  procède,  résiste  cettç  règle  : Lorsqu on  • veut  dé- 
terminer la  vraie  Vqleur  d'une  fraçtiôn  qui  devient  - par  une  va- 
leur  donnée  à la  varldbh e.  on  différenciera  séparément  les  deux  termes 
de  cette  Jr action,  et 


• , . 1 d.Fx 

itc  on  examinera  si  les  résultats  — r — - .et 

dx 


— ; — te  redutsent  aussi  à $cio , par  la  valeur,  hypothétique  de  la  variable  ; 
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d.r* 


ti  cela  et/,  on  prendra  let  .coefficient  di  fférentiels  dis  expressions 

d.AX  * , * J i 

et  et  l’on  'verra  si,  dans  là  memç  hypothèse  de  la  variable,  ces 

coefficients  différentiels  se  réduisent  chacun  b téro  ; en  continuant  ainsi 
cette  vérification , si  l’on  trouve,  apçès  un  certain  nombre  de  différen- 
ciations, que  les  deux  termes  de  Infraction  ne  i’évanopissent  point  par  la 
valeur  donnée  b la  variable , cette  dernière  fraction  sera  la  vraie  va- 
Fx  * 

leur  de  — ; mais  Si  le  numérateur  seulement  devient  o par  la  valeur  de  x, 

px  _ 

l expression  — sera  nulle ; enfin,  si  ce  n’est  que  le  dénominateur  qui 

s’évanouisse  par  la  valeur  de  X,  l’expéession  ^ sera  Infinie. 

84.  Pré»*»1*  pour  exemple  la  fraction  * . • 

fi  _ xi  — h*  ' *' 

. — — 

cette  fraction  devenant  ^lorsque  x—b  , si  nous  voulons  en  avoir  la  vrai» 
valeur,  nous  différencierons  ses  deux  termes,  et  nous  obtiendrons  — : 

4 

et  comme  les  deux  termes  de  cette  fraction  ne  deviennent  pas  nuis  dans 

l’hypothèse  de  x = b,  la  vraie  valeur  de  la  fraction  proposée,  lorsque 

, . 3&»  » 

xœ  b.  est  donc  '7-. 

4 

85.  Nous  prendrons  encore  pour  exemple  la  fraction 

• ; x*  — 3-r-f-a 

xt, — &r»  -f-tix  — 3 


cette  fraction  se  réduisant  à - , lorsquQ, x=i,  nous  différencierons  ses 
deux  termes  pour  eo  obtenir  la  valeur,  et  qo us- trouverons 

3x?  — 3 **  . 

• 4**— rax-t-8’  ‘ 

les  deux  termes  de  cette  fraction  pétant,  encore  nula  dans  l’hypothèse  de 
x fax,  nous  différencierons  encore,  et  nous  obtiendrons  - - 

6x  '•  .M K 


iax*  — ra 


Le  dénominateur  séul  se.  réduit  à zéro  lorsqu’on  fait  ici;  dons  la 
fraction' proposée, 'dans  l'hypothèse  de  x‘=u,'est  infinie. 
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80.  Si  l’on  appliquait  la  mèjnt!  règle  à la  fraotioa 

'•  * a»  -Lf  a*  . - 


61 


qui  devient  -,  dans  l’hypothèse  dë.j>r=o,  ou' trouverait*,  en  différen- 
ciant les  deux  termes  de  cette,  fçtctiom,  . . i- 

a*  log  a — 8»  1og^~ 


expression  dont. le  numérateur  ne  devient  pas  mil.  lorsque  x O,  et 
qui , par  conséquent , donne  log  a — log  b pour  la  valeur  que  prend  la 
fraction  proposée  lorsque  x = o.  • _ ..a.  " 

Il  est  bien  évident  gue  he  facteur1  commun  anr  deux. termes  de  la  frac- 
tion proposée  etit'x  — o c’est-i-dire  x;  mais  comment  Teoonaaltre  ce 
facteur  dans  a*  6'  ? Pour  y parvenir,  nous  remarquerons  que , d’après 
l’article  (3ç),  ^ . ••  • 

o»  a=  1 + A - — — + et«,; 

donc , en  prenant  la  différehoe  , 


a*  — *«==  (A  — B)x  + 


(A»  B») 


1 in 


x'  +«tc.; 


et  l’on  Voit  que  x est  facteur  commun  de  a‘  — b*. 

7 ■ • t • 

87.  Il  «e  faut  pas  cependant  croira ‘gue  la  règle  que  nous  venons  de 
donner  suffise  pour  tous  les  cas'  : la  démonstration  précédente  eat  fondée. 
«Or  ce  que  les  exposans  m et  n sont. des  .çomhrei  entiers)  mais  s’il* 
étaient  fractionnaires,  es  ne  posfir&it  obtenir,  par  des  différenciations 
successives,  un  terme  oi  x— ÂSe  trouvât  élevé  à la  puissance  e;  par 
conséquent,  op  no  pourrait,  par  le  précédé  que  nogs  avons  employé, 
dégager  là  fraction  du  facteur  commun. 

Soit, donc  pour  plus  de  généralité , l'expression 

* * .4 

Fx  ^ ..  P(*x— a)*  -1^  Q (irr  ç/yd-  R (*  r-  a)7  4-  ètc. 

**'  + yy,-af  + B^x-ta^ * 

dans  laquelle  a,  “C,  y,  etc.,  sont  positifs  et  croissant,  ainsi  que  a', 
C,  y',  etc.  Cette  expression  se  réduisant  à - lorsque  a=c,  noos  pour- 
rons» au  lleods  changer  x en  a , changer  Ven  <r-f-&,ea  nsas  réservent 
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de  faire  A = o , après  avoir  réduit  ; alors  l’bypotfièsc  sera»  la  mémo  que 
sf  nous  eussions  fait  immédiatemeqt  x==  a,  et  nous  aurons 

Fx  Pfc*  + .Q)ÎC+ et'e. 

— — ' , . — p i (6al- 

**r-  .FA*  + QHT.+tk*  -P  etc. 

En  considérant  acta',  qui  sont  les  plus  petits  eiposans  dons  cha- 
cune de  ces  suites  , fl  peut  arriver  troi&xas  : 

iO.it>*';  a°.  *— «';  3°.  *<*'. 

' ‘ ' ' ; . * 

Dans  le  premier  tas , en  divisant  par  A*  les'deui  termes  de  la  frtiction 

(62)  ,,"06  a * 


Fx. -PA* 

V t T rt 

* . F -HQ'A1 


QAC  — *'+•  «AV^-sf-'ete.  ,’/C, 
— « • • (fi3/  ; 


-P  R'AV  ~ * -p  etc. 


par  hypothèse , * surpasse*',  pan  conséquent  le  nombre  * — *'•  sera 'po- 
sitif; à plus  forte  raispn,  f — ,*' , etc. ,'  y»  — *'  le  sont  aussi  , puisque 
a , C,  >,  etc. , vont  en  augmentant;  C — tr,y' — a',  etc.,  seront  aussi 
des  quantités  positives,  pSr  is  raison que'les  p^pressipns  a'.  B',  y',  etc., 
allant  en  croissant, , a'  est  moindre  qtie  C,  que  y',  etc.  Gela  posé,  si  l'on 
fait  A = o,  tous  les  termes  du  second  membréd®  l'équation,  (63)  s’éva- 
nouissent , hors  F ; donc  cette  équation  se  .réduit  alors  à 


Fx 

f-r 


1 ÿ=  0. 


’ ’ J 

Dans  le  second  cas  , oit  le  terme  PA  ' -se  réduit  à PA»  = P ; 

donc , d’après  l’inspection  de  (l'équation  (63) , on  volt  que",  lorsque 

Fx  ’ .P  . 1 

*: —a.  se  réduit  à.  tt-.  • 

' F ' . - 

' 1 • ’ ■ • ' ••  *♦  > 

Enfin , dans  le  ty>igjème  cas , où  l’on  a ’a  <«'■,  en  divisant  par  A* , nn 

écrira  ainsi  l’équation  (6^)  : % • .•  *»  •*  > a* 


Fx 


P -P  OACr  “ f4-  RA*—  * -P  etc. 


, P'A*'“f£  -f-Q'*£'~at-+R  A>''1“'-f»etc.  ’ 

. o .4  . 

• . » 1 . * 

et  l’on  voit  que  l’hypothèse  de  A = 0 réduit  cette  équation  i 

v-  Fx’  P-."-’  14  **••• 

' , — 1—  xa  — t=  QC. 

. . *r  r ■ • o<  7V  U • > 

68.  Prenons  pour  etemplq  la  ireotion  ri  U.  V .’  ' 
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i * fat* 3ax  + -la’)?  . . 

• . . ' _i.  ? 1 

- .•{r3.-r ;<»*)»  •’ 

qui,  lorsque  x'=3  a,  se  iéduità~.-6i  dans  celte  fraction  on  Inet  a-f-A  h 
la  place.  deJt,-elle  devient 


(A»  — aft)3 • (A — a)3y 


(3a«A  -+-  3aA»  -+•  h >)»■  (3a»  -f,  3oA.-4-  A») 5 H i 

(A  — a}1  A5 


a i __  t 

(A  — «)*A~*  ~ * 


ü 


J -1  • 

(3a»  4-  3aA  4-  A»)’  ' (3a>  -f.  3aA  -f.  A»)*  , 

faisant  A = 0,' on  offtient  * \ ‘ 

î.  • • 

Fr  o 

s-* — 1=°-  ••  • 

' **  1 (3«»J*  • * 

8g.  Si  une  valeur  do  x rendait  infinis  les  deux  termes  de  la  frtetion 

v • 1 * , *•»,  ^ ' i 

-,  ôn  diviserait  <*es  deux  termes  par  Fr  x et  Ton  aurait 

* * f‘t  * • * *v  • . * . 

* \ =Ç  ’ 

• . **  . AX  l o J» 

••••:-  • K ' V *•  ^ / " 

90.  Enfin,  si  l’on  avait  un  .produit  MW,  dans  lequel  l’hypothèse  do 
1=0  rendit  l'un  des  facteurs  nul  et  l’autre 'infini  ; soit  M le  facteur  qui 
devient  nul  par  la  valeur  de  x qui  fend  N infini  ; on  écrirait  ain6i  ce 

préduit;.-.  ' > • ’>  . T/- 
MN = . 

N. 

si.-  4 . . , 

r ^ s ^ ^ 

«t  comme  alors  serait  o , l’cr^ression  — se  réduirait  à 
y . 1 o 

• V-  • ' .....  • - / 'N  ‘ •' 

rJi*  '•  '*•  *•  - /. 


4* 


. t g 

V.-^Ë 

Y v L*  . 

■ . iffî&rïï- 


4. 
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CALCUL  DIFFERENTIEL. 


Des  mcixima  et  minima,  dans  les  fonctions  dune 
seule  variabie. 

qi.  On  peut,  dans  la  série  de  Taylor,  donner  une  valeur 
à l'accroissement  h , telle  que  l’un  des  termes  de  la  série 
devienne  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  le 
suivent.  En  effet,  cette  série  étant  représentée  par 

r ^ Jr  h +£r  £ + £r  Jt  , etc 

y ~ àx  ^73?  2-  dx32.3^etC'’ 

si  l’on' veut  que  par  exemple,  devienne  plus  grand 

que  la  somme  de  tous  les  autres  termes  , écrivons  ainsi  la 
partie  de  la  série  comprise  depuis  ce  terme  ; 

+etc-)A‘"  (64)- 

Orpquandon  fait  h =b , la  partie  g \ + etc. , 

s’anéantissant,  on  conçoit  qu’elle  peut  être  rendue  aussi 
petite  qu’on  voudra , lorsqu’on  préndra  h très  prés  de  zéro, 

et  être  alors  surpassée  par  qui  est  indépendant  de  h. 
Soit  donc  Z ce  que  devient  dans  ce  cas  ^7?  - 4.  etc  • la 

série  (64)  se  réduit  à (jt  s et  comme  alors  on  a 

^ 

JJ  Z , ou  j^A>  KL , en  multipliant  par  h , il  en  résulte 

dr 

que  le  terme  jj  h est  plus  grand  que  la  somme  de  tous 

les  suivans.  On  démontrerait  la  même  chose  pour  tout 
autre  terme  à l’égard  de  ceux  qdi  le  suivent,. 

9*.  Soitj'ssîfx  une  équation  entre  deux  variables.  On 
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peut  touj  onrs  considérer  eclte  équation  connue  celle  d'une 
couVbe  dont  les  dillerentps  valeurs  de  la  fonction  y se- 
raicnt^es  ordonnées  ; on  c|.it  que  cette  fonction  y est  à son 
minimum , lorsqu’après  avoir  diminué  successivement , 
elle  est  sur  le  point  de  recommencer  à croître. 

Soit-,  par  exemple,  la  courbe  MBN,  6g.  g,  qui  a pi(r 
pour  équation  y ~ b -f- ex*  ; on  voit  que  les  ordonnées 
mp , m'p',  etc. , vont  en  diminuant  jusqu’au  poiut  B ; 
niais  que  depuis  ce  point , les  ordonnées  qn  , q'n\  etc.  ,- 
vont  toujours  en  croisssant  : ainsi  l’ordonnée-  AB -est  le 
minimum  de  la  fonction  y. 

g3.  On  dit  de  même  qu’une  fonction  y est;  parvenue  à 
son  maximum  , lorsqii’après  s’êtrc  accrue  successivement, 
elle  est  arrivée  an  point  passé  lequel  elle  commencé  à 
décroître.  . , . 

La  courbe CDE,  (ig.TO,  dont  l'équation  tsiy=b — ex*,  j?;,, 

nous  présente  un  exemple  de  ce, cas- au  .point  1),  puisque 
les  ordonnées  .qui  suivent  çt  qui  précèdent  immédiate- 
ment AD  sont,  pltjs  petites  que  AD  : cette  ordonnée  AD 
est  donc  un  maximum. 

94.  Il  y a des  courbes  qui  n’o»t  qu’un  maximum, 
d’autres  qu’un  minimum  ;■  quelques-unes  ont  l’un  et 
l’autre  ; d’autres  n-’en  sont  pas  susceptibles. 

On  voit,  par  ex«^p]e,  que  là  courbe  MBN,  6g..g,  dont  Fi„  , 
l’équation  est  y=  b ■^■cx,i  ne  peut  avoir  un  maximfm^t 
puisque,  d’après  la  nature  de  son  équation-,  les  ordonnées 
vont  toujours  -en  croissant.  -,  , 

Le  cercle  CBD,  fig.  11,  dont- l’équation  est. 

«*  = (y  7-fr  -f  (* —* y » ! 

» * . • 

a un  maxirt»|.m  et  un  minimum,  qui- correspondent -à  la 

même  abscisse  AP  : le  maximum  est  PD,  et  le  ùrinimUm 
est  BP.  ...  ... 

Êlcm.  de  Cale.  diff.  5 


V 


, * • 

• -v 

j 
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•t  par  conséquent  ■ . -*• 

' ’ ' B = ~c:jp  -'tô-  • ; . - • 

61  **o»  substitue  dans  lVlqdat*«n-(53)  ( les  valeurs  de  A.  et  de  B,  don- 
née» pu  les  équ«igns'(55)  et  (56^,  on  trouvera 

- , r&i  '.'S;  _4/;  a'_^.  _ 

. ~~C  fr-^70  + C(*-si7sao, 

s • 4 . . » (»  * ^ a 

d’edl’on  tire,  pour.l’éguation  du  plan  tangent  aufblnt  t".  s(. 


• ; • (5j)- 

58.  Cherchons , par  exemple , l’équatiod  d’tfb  pipa  tangent  h 4 sphère. 
Les  coordonnées  do  centre  étant  a , b , c,  la  sphère  aur»  pour  équation 

(*— (,?.**)• -f- 4*,^.  c^ts**;  . ' . 

• ^ * » *•  * , , 

on  trouve , en  dtf$ren«iant , . _ . 

i*  — a)  dx  4. 4/  — *4)  iy  -i-(t  -r-  c)  de  = o , 
dfoft  l’en  déduit,  d’après  tu  notation,  convenue  (art.  54),, 

ds  a — j de-  b — y 

. *•  ' djr  t — eK  d/’  * z •— -c " 


1 / ’ . • 

Dono  l’équation  du  plan  tangent  à la  sphère , au  point  dont  Jes  coor- 
données sont  x',-y,  s',  6<5ra  , 

’ ■ / t "X  ^ b — r* 

a-*  = rz-c(*-*[+zzrfi  trS). 

\ V *'  • . - * V » t 

Si  ce  plan  passait  à l’actrémité  dp  diamètre  vertical , on  aurait 

*'  = »,  y —b,  s*s =c  + r.  . * 

• Ces  valeurs  réduiraient  l’éqsalion  du  plan  tangent  i s = c + r,  ce  qui 
est  l’équation  d’uh  plan  par a Hé  le  au  plan  des  x , .y. 

. 80:  Les'équatiens  de  la  normale  au  point  ■*',  y,  t peuvent  se  dé- 
duire facilement  de  l’équation  du  plan  tangent.  En  effet , par  la  Géo- 
métrie analytique  ÇVoftz  ma  Théuri?  des  Courbes  du  second  ordre, 
page  ajÇ),  Où  sait  que  si  l’on  a les  équations  '• 

■d*  + Çr  + G»  rt-‘D  =q  ci-, . (58) , 
x = as  4-  « 1 ,,  , 

v ïz-bz  + C /•••  (59)' 

la  première  étant  celle  d’un  plan , et  les  deux  autres  celles  d’uns  ligua 


* 
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roite , lea  condition»  nécessaires  pour  que  cette  droite  >o|f  perpendi- 
culaire au  plan-,  Sont  qu’on  ait 

K 

^ 'âe  «0,  B = *G.  * ' . 

Si , après  avoir  fait  passer  tous  lea  termes  de  l’équation  (Sj}  , du  plan 
taqgent  dans  Ifi  premier  mepabre , on  la  compare  à l’équation  (58),  on 
trouvera,  an  égalant  eut»  eux  les  coeiKciens  de  x , de 7 et  de  r , 


Donc 


4 .• . 4x?  B “ dj"  Q “?*• 

.A  — — £ — — 1 - 


’ 3P’  .37’ 

substituant  ces  Taleurs  dans  les  équations  (5g) , on  obtiendra 
• ^ , . ■ds'  . 

■r“-d7*  + “*  /--$>•+*,  % 

Le  point  xf*  y,  V- devant  aatisfiire  à ces  équations,  puisqu’elles  ap- 
partiennent à un  point  de  la  droite , on  a encore  ’ 

■K'**' 


x'=!-^s,  + «,  y=- 


éliminant  « et  ! entre  ces  qifdtre  dernières  équations , 00  trouvera  , pour 
les  équations  de  la  normale  au  point  i',/,  s', 


A/ 


(*—/)>  — — 


Des  Jonctions  qui,  pour  une  valeur  de  la  variable, 
deviennent 


'Fx'  o 

ÿi.  lorsqu’une 'fraction  telle  que  — devient  - en  y substituant  une 

. ^r  4 o 

valeur  de  xque  je.représenterai  par  u ,'<^est  un  indice  que  las  deux  terme* 
de  cette  fraction  ont  x — o,  Ou,  eh  général,  (x— a)"  pour  faeteur  com- 
mun ; si  l’on  pouvait  l’Oter,  on  aurait  la,  vraie  valeur.de  la  fraetion. 

Supposons  donc  que  x — a soit  m fois  facteuivdans  Fxfet  n fois  fac- 
teur dans  <fx  (^auf , si  le  cas'  l’exige , à supposer  quem  et  n soient  égaux 
à l'unité  ou  à zéro) , noua  pourrons  écrire 


done 


Fx  = P(x  — a)»,  cx  = Q(x  — a,*; 
Fx  P 

^ = q(x-u)— ...  (60). 


I 
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Par  la  différenciation  , nous  trouverons.  . .■  _ 

a.Fx  ‘ ,dp  . ; , jL*  ’ ; 

■ = (x  — «)"  + .OtP(x  — • . 


d x 


,,  , ■ £ IJVç  . . ( 

Remarquons  que  cette  valeur  de  • se  compose  de  deux  termes, 

dont  IVif  contient  une  puissance  de  s? -—a,  moindre  d'une  unité  que 
celle  qui  entre  dans  la  fonction.  Par  la  mêmeraison,  en,  prenant  le  coefji- 

cient  différentiel  de  , on  trouvera  un  terme' affecte  de  (x  — a)",  un 

autre'de  (x  — o)"-‘,  et  un  troisième  de  (x — a]"-»  ; ce  dernier  terme 
sera  m (m — i),P(x  — En  continuant  ainsi,  on  verra  que  chaque 

nouvelle  différenciation  reproduit  dej-termes  affefclés  des' mêmes  puis- 
sances -de  (X — a),  que  celles 'qui  étaient  renfermées  dans  la  fonction 
différenciée,  plus  un  terme  dans  lequel  la.puissance  de  x — a est  dimi- 
nué d'une  unftéjdinsi , «n  prenant  lès.cçe(U<Stens  différentiels  succes- 
sifs, le  terme  qui  contient  la  moins  haute  puissance  de  x — a sera 

à la  première  différenciation.  „ mP(e“-o}“— 1 , 
à la  secondé i,; m (m  — l)l*(x  — *)— » , 

h la  troisième..- « m (m  — l)  (m — ’t)  P (x  — «)“-* , 

. « * 

à la.n'»<"».'. V.  .i; ..  . — ..J  m (n^ — fl, P (x — a)*-*. 

De  sorte  que  le  coefficient  différentiel  de  l’ordre  r de'Fx  sera  do  cette 
forme , 

’ ‘ t 

= X(x—  «)- + X’jfx- a)— ' ■+  X*(x  — •)*•-■  ■+. 

dxr  n * ...  * * ’ 

-b  m (m,— i)  (m  — • a)  . . *.  F (x  — a)m~r. 

Ce  que  nous  disons  de  Fx  pouvant  S'appliquer  à fx , nous  trouverons  , 
pour  la  différentielle  de  l'ordtof  dé*  la  frattion  proposée , un  résultat  do 
cette  forme-, 

, M * t 

il'.Fx  t ; ••  . 

!>■*.  4‘V-ar— • > 


dxr  X(x — aj1»  -J-  X'(-i— ip» 

dr  ■ *x  ^Z (x— a)“  -\-7J (x — a)* 
dxr 


. . -+t  n (A  — r} . . .Q  x — a," 

$ 


82.  Cela  posé,  considérons  trois'  cas  : 

i°.  m = n;  2°.'  m h \ 3&  m<n. 

Si  m ■=.  n , et  que  le  nombre  r <}e  différenciations  effectuées  soit 
égal  à m,  les  binômes  (x  — et  (x — ‘a)n-r  se  réduisent  chacun  à 


4 
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(x  — c’est-à-dire  à l’en i té  ; à l’égard  de»  autres  binômes  (•» — a)™, 
(x— a)"-» , etc; , .(x— a)»,  (x  — «)“— * ,.'et*-î  jls  sont  nuis. dans  Vhy- 
polhèse  de  x =.  a ; ainsi  , tous  le^  termes , ^îors  le  dernier  du  numérateur 
et  le  dernier  du  dénominateur,  s’évanouissent,  étt  l’équation  ((>i  ) "do- 


viqnt 


N 

■ •<'r> 


i'-'i 


• . d”CF*N  V • 

dx™  jp()n— »t)(»n — a)t..P  P __  F.t-  i , •'  , 

d™, ’qé  ’n[n  — *)7.  ’•  Q Q ?x 

• 

Dans  ,1e second  cas , qui  est  celui  où  l'orf  a u>>g.,  si  lé” nombre  r de 
différcrfciations'efïictu^es  est  égal  à n,  le  binôme  (x*—a)‘~r  se  réduit  à 
l’unité,  parce  que  son  nxpusant  Ji  — r est  nul.  Lqs^étjlposans  n — i, 
n — a,  ctc.,m—  i,  m — a,  etc. ,’ des  autres  bïnOmés^Wtant  plus  grands 
que  n — r,  sont  positifs  par  oquséqucnt  ,•  ces  bipomes  se  déduisent 
chacun  à zéro  lorsqu’on  fait  x—  a tous  los’termes  s'évanouissent  dono, 
dans  cette  hypothèse,  hors  çeluh où  entre  (x  — a)"-r,  et  l’équation  (61) 


se  réduit  à 


d*-^Tx 

dx»  , o • 1 

<1  ^çx  n;n — l). . .QJx  — a)“-r 

^cÜri-  * 


9 


nfn— i).  ..Q 

,..ax«  . . . ••  - ! > , 

>4  •’»*/#  •"  « , 

Cette  valeur Jést  donc  un  indice  qu’on  a m n , caïoù  l’équatiotn  (6o  ) 
se  réduit  à zéro.  Enfin,  si  l’en  a m <q,  le  nombre  r de  différenciations 
exécutées,  étant  pris  égal é m,'tous  les  termes  s’évanouissent , hors  le 
terme  et  il’ifatè  •'  < 

d™.Fx'  . 

dr-‘  ^ m(m  — t) . : . JP 

; • d-qx  "~Z  ~~  » , 

. ' dx"*  ' \ • * 1 * . 

cette  valeur  annonce  donc’quc-m  surpasse  n,'  cas  où  le  second  iqembre 
de  l’équation  (6o)  est  infini,  t * 

• * * < , 

83.  De  ce  qui  procède,  résiste  cette  règle  : Lorsqu’on  ■ veut  dé- 
terminer la  vraie  Vqlçur  d'une  Jraçtiân  ^ t qui  devient  ? pafune  va- 
leur donnée  à la  vartdbl ^ on  différenciera  séparément  les  deux  termes 
de  cette  fraction,  et 


r-  ...  d.Fx 

itc  on  examinera  si  les  résultats  ■ — ; — .et 

dx 


d.ex 


-jj"  14  réduisent  qtfUi  à epro , par  la  valeur,  hypothétique  de  la  variable  -, 
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d.fr 

dbr 


fi  cela  çit,  on  prendra  les  coe  fficient  différentiels  dis  expressions- 

d.«  . • * ‘ - / 

et  -jj*»  et  *on  Verra  si,  dans  id  mémt  hypothèse  de  la  variable,  cet 

coefficient  différentiels  se  réduisait  chacun  4 zéro  ; en  continuant  ainsi 
cette  vérification,  si  l'on  trouve , apçès  un  certain  -nombre  de  différen- 
ciations, que  les  deux  termes  de  la  fraclUtp  ne  V évanouissent  point  par  la 
valeur  donnée  à la  variable , cette  dernière  fraction  sera  la  vraie  va- 

Tx  * 

leur  dq  — ; mais  si  le  numérateur  seulement  devient  O. par  la  valeur  de  x, 

F*  •- 

V expression  — sera „ nulle;  enfin,  si  ce  n'est  que  U dénominateur  qui 

*.*.*•  jv 

s'évanouisse  pop  la  valeur  de  x,  V expression  — *er*  Infinie. 

VN  ' * ’ •'  •* 

«4*  .Pignon*  ptfar  exemple  la  fraction  • . . * 

fx  __  X* J * v* 

. "5*  ~ «t  ’ 

cette  fraction  devenant  - lorsque  x—b , si  nous  Voulons  enavoir  La  Traie 
O » 

valeur,  noua  différencierons  ses  deux  termes,  et  nous  obtiendrons.^-  ; 

et  comme  les  deux  termes  de  cette  fraction  ne  deviennent  pas  nuis  dans 

l’hypothèse  de  x — b,  la  vraie  valeur  de  1«  fraction  proposée,  lofique 

j 34’  ..  * 

xcsz  b,  est  donc  — • ^ 

85.  Nous  prendrons  encore  pour  exemple  la  fraction  , 

• ; j*  — 5x-f-  a 

x4, — iùr’-f-;#»  — 3 

cetto  fractidn  £c  réduisant  à lorsque»*  = i,  nous  différencierons  ses 

deux  termes  pour  en  obtenir  la  valeur,  et  qous-  trouverons 

' 3x?  — 3 ' . 

• . £t*' — rax-f-8’ 

les  deux  termes  de  cette  fraction  ..étant,  encore  nuis  dans  l’hypothèse  de 
x'bi,  nous  différencierohs  encore,  et  nous  obtiendrons  - • 

\ 

6*  v 


Le  dénominateur  seul  te . réduit  à zéro  lorsqu'on  fait  zei:  dons  la 
traetioa'proposée,'dans  l'hypothèse  de  *'s=i,-est  infinie. 
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8C.  Si  l’on  appliquait  la  mftrae  règle  à la  jfraottoa 
a»  -U  »*  ... 


O i , 

qui  devient  -,  dans  l’hypothèse  dé.  xs=o,  ou  trouverait,  en  différen- 
ciant les  dent  termes'  de  eette.  fraction , . . 1- 

a*  log  a — i*  log^* 


expression  dont. le  numérateur  n»  devient  pas  mil.  lorsque  i^o,  et 
qui , par  conséquent , donne  log  a — log  b pour  la  valeur  que  prend  la 
fraetion  proposée  lorsque  * = o.  ■ ^ -A. 

II  est  bien  évident gue  le  facteur*  commun  *nx  deux  terxnee  de  la  frac- 
tion proposée  ‘est  » — o ,,  c’est-à-dire  * ; mais  comment  réoon  naître  ce 
facteur  dans  a1  i'  ? Pour  y parvenir,  nous  remarqperons  que,  d’apria 
l’articla  (3$,  ' • t j 

«’*i  + A-+  — — + etc-:  ' ' 


doue,  en  prenant  la  différetioe  , 

a»—  b*  =r  (A.  — B)*  -fr 


(A*  - B») 


1.2 


x»  -j-ctc.. 


et  l’on  Voit  qnç  x est  facteur  commun  de  a*  — b*. 

87.  Des  faut  pas  cependant  croira “gne  la  règle  que  nous  venons  de 
donner  su  (Esc  pour  tous  les  cas  : ladémppstç'ation  précédente  est  fondés, 
enr  ce  que  les  exposons  m et  n sont,  des  nombres  entiers;  mais  s’ils 
étaient  fractionnaires,  «a  ne  poaHrait  obtenir,  par  des  dittërenciaüons 
successives,  pn  terme  oi\  x—Jt^a  trouvât  élevé  à la  puissance  o;  par 
conséquent , ot>  pe  pourrait  , par  le  procédé  qae  nof»  avons' employé, 
dégager  là  fraction  du  facteur  commun.  _ 

Soit, donc  pour  plus  de  généralité , l'expression 

■ ■ . ' 

F*.  Pfj1 — Q (T-r  UT  yt-  R fx — aŸ  4-  *tc- 

**'  F (x*-  a/  -f-  Q'f*  -a)f-+.  R^-sa#  * 

dans  laquellâ  a,  C,  7,  etc.  , sont  positifs  et  croissant , ainsi  que  a', 

. -W . 

C,  etc.  Cette  expression  se  réduisant  à - lorsque  »=  o ; nous  pour- 
* â ® „ . . 

sont, an  lieu  4«  ehangw  * on  a , etanger  y en  a-fJk,'  eu  neas  résrrvunt 
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de  faire  A = o , apiès  avoir  réduit  ; alors  l’jrypo  thèse  seras  la  même  que 
sf  nous  eussions  fait  immédiatement  x — a,  et  nous  aurons 

Fx  _ l'h*  -b  Q%C  + + otc.  /(h) 

.Fi*' 4-  Q*Aff  +W&‘ +ttc.'-- 

En  considérant  a et»',  qui  sont  les  plus  petits  exposans  dans  cha- 
cune de  ces  suites , fl  peut  arriver  trois eas  : ‘ 

i“.  *>*';  a» .*=*';  3°.  *<*'. 

' • ‘ , . • , ' 

Dans  le  premier  cas , en  divisant  par  ha  les' deux  termes  de  la  toction 


F.r  -PA* 


, Qhc  — ' +■  VhT~<~  +*tc.  ,;c, 

7 — « -•••  i 


b'.4o'*c#  “ v ■+• R'*0'’  + «*b-  • .t 

■ " * *, 

par,  hypothèse,*  surpasse  a',  pan  conséquent  le  nombre  a — a'- sera 'po- 
sitif; à plus  forte  raispn,  C—  etc. , y — «'  le  sont  aussi , puisque 
a,  C,  y,  etc.,  vont  en  augmentant;  C — x’,y' — etc.,  scrçnt  aussi 
des  quantités  positives,  par  la  raison  que  les  e.\presaipns  ff',  y , etc., 
allant  en  croissant , est  moindre  que  C,  que  y',  etc.  Gela  posé , si  l’on 
fait  A = o,  tous  les  termes  du  second  membre  4e  l’équation  (63)  s'éva- 
nouissent, hors  F ; donc  cette  équation  se  .réduit  alors  à 

* ■ . , i 1 • ' ,■  4 

Fx  o 


= p- 


' ' j . ‘ . 

Dans  le  second  cas , où  letermePft  , -se  réduit  à PA®  — P ; 

donc,  d’après  l’inspection  de  aFéquétion  (63),  on  volt  que,  lorsque 

Vx  ' .P  ; . : 

*—«»  — *9  réduit  V p»  . 

■ t • ’ • • .*  ■ •'  '-S  ' , * 1 ' * 

Enfin , <Ians  le  tçdsième  cas,  on  l’on  i i <«',  en  divisant  par  A“,  on 
écrira  ainsi  l’équation  (6j)  : 


Fx 

V ex 


• * 1 > 

P + QAl“art-  RhV  — K -f-  etc. 

J „ a r>  ~t.  \*  r~r~.  i 

FA*  * -t-  QV-“*’+  R A>  -fwetc.  ’ * 


et  l’on  voit  que  l’hypotheâe  de  h = o réduit  cette  équation  S 


" Fx  F - . • • 

— *—  ' E—  op. 

P*  v-.i-oa  • r 


8.  Prenons  pour  exemple  la  fraoüoo  n 


Digilized  by  Google 


. 


DM' MAXIM  A ET*  MINIM  A. 


G3 


i • A _ • . » — 3ax  -4-  a»’)?  ' < ’ « ... 

’ . H-1  7 * • 

gui,  lorsque  x=a  a,  se  véduit  à ~.  Si  dans  «ette  fraction  on  tnet  a-f-A  k 
là  place,  de  J-, «elle  devient 


(A*  — afc)3 


• {A  — a)3V 


(3a’A-t-3aA«+ A»)*  (3a* -f,  3aA.-f-  A’)’ A’ 

9 5 _ I * i ' 

(A  — g)^A*  * (A  — «Q1  A6 


. J 1 

(3a’  4-  3aA  4-  A*)’  ' (3a’  -f-  3aA  4>  A*)* 


faisant  A = ù ,’ot»  ofitient  ' 


F.r 

ïr 


(3  “T 


89.  Si  une  valeur  de  x rendait  infinis  les  deux  termes  de  la  fraction 
, on  diviseraitces  deux  termes  par  Fx  x t*,  et  l’on  aurait 


Ff  a*  _ o 

<ÿx  1 o' 

K 'V 


go.  Enfin,  si  l’en  avait  un  .produit  Mit,  dans  lequel  l’hypothèse  do 
1 = 0 rendit  l’un  de»  facteurs  nul  et  l’autre  infini  ; soit  M le  facteur  qui 
devient  .nul  par  la  valeur  de  x qui  fend  K infini;  on  écrirait  ainsi  ce 

pradaU;.',  h '■*  • ' • ' * 


MN  = — ; 

1 '•  .■ 


et  comme  alhrs  4r  serait  o , l’eVbressidn  — se  réduirait  k 

î<  . .JL  0 

. •<  . • •'  ■ * 'N  ’ " 
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Des  mdxima  et  minima,  dans  les  fonctions  d’une 
seule  variable. 

91-  PeuG  dans  la  série  de  Taylor,  donner  une  valeur 
à 1 accroissement  A , telle  que  l’un  des  termes  dé  la  série 
devienne  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  le 
suivent.  Es  effet,  cette  série  étant  représentée  par 

r+.j^ï+g^+W. 

• r»  d r 

si  1 on  veut  que  ^ h , par  exemple,  devienne  plus  grand 
• « • • « 
que  la  somme  de  tous  les  autres  termes , écrivons  ainsi  la 
partie  de  la  série  comprise  depuis  ce  terme  ; 

- Mr  . d\r  fl  . A3 y A*  \ - 

Cd5  + d^ï+dF5^  + etc-)^*'- (64)-, 

Or^quand  on  fait  7*  = o,  la  partie  etc, 

s’anéantissant,  on  conçoit  qu’ellé  peut  êtTe  rendue  aussi 
petite  qu  on  voudra , lorsqu’on  prendra  A très  près  de  zéro, 

et  être  alors  surpassée  par  qui  est  indépendant  de  A. 

Soit  donc  Z ce  que  devient  dans  ce  cas  - ■ ^ etc.  • la 

série  (64)  se  réduit  à 4*z)a  * et  comfae  alors  on  a 

^>Z,°u^A>AZ,en  multipliant  par  A,  il  eO  résulte 
. dr 

que  le  terme  h est  plus  grand  que  la  somme  de  tous 

les  suivans.  On  démontrerait  la  même  chose'  pour  tout 
autre  ternie  à l’égard  de  ceux  qdi  lé  suivent. 

92.  Soit  y=s?x  une  équation  entre  deux  variables.  On 
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peut  touj  oms  considérer  ectte  équation  comme  celle  d'une 
courbe  dont  les  diiFereàtjeà  valeurs  de  la  fonction  y se- 


V 


pour  équation  jr~b  + a ra  ; on  voit  que  les  ordonnées  9' 
mP , m'p',  etc. , vont  en  diminuant  jusqu’au  point  B ; 
mais  que  depuis  ce  point , les  ordonnées  qn  , q'n\et c.\- 
vont  toujours  en  croisssant  : ainsi  l’ordonnpe  AB-est  lp 
minimum  de  la  fonction  y. 

' * • * x | i 

g3.  On  dit  de  inertie  qu’une  fonction  y est»  parvenue  à 
son  maximum  . lo'rsqtf après  d’être  accrue  successivement, 
elle  est  arrivée  au  point  passé  lequel  elle  commence  à 
décroître.  ...  • ' ..... 

La  courbe  CBE , fig.x  o , dont  l'équation  esty=è cxs,  Fi 

nous  présente  uû  exemple  de  ce,  cas- au  .point  B,  puisque  ^ ° 
les  ordonnées  .qui  suivent  <jt  qui  précèdent  immédiate- 
ment. AD  sont,  plqs  petites  que  AD  : cette  ordonnée  AD 
est  donc  un  maximum.  '•  . • -j 

• • *.»•*•'  1 * ■ • s 

94.  Il  y a des  courbes  qui  *’o#t  qu’un.  maximum, 
d’autres  qu’un  minimum  f quelques-unes  ont  l’im  et 
l’autre  ; d'autres  n-’eri  sont  pas  susceptibles. 

On  Voit,  par  ex^tple,  que  là  courbe  doptFi,  ; ; î 

l’équatiop  est  y=sb^cx* , ne  peut  avoir-un  .*****  £ 

' * 


est  BP. 


Êlcm.  de  Cale.  diff. 


1 


Digitized  by  Google 


/ 


• .V 


% 


fig. 


gjj,  CAUCÜL'*DIFïi«»BNTlTX. 

95.  f,ors^u'une  foTfctioii  ^ «i’an^  variable  x a un  maxi- 
mum où  un  imuiYnum  ,-  ce  maximum  ou  ce  imâiùrnm 
stemrt  détèwnméi  si  IV»  â connaissait  Î’abêeu9e.«fl|r  y 
çpmêspeùd  : par  exempte , « dans  «me  courbe  dont  Pé- 
quation  est  ycs^x,  on  connaissait'  la  valeur  a de  l aits— 
V'cisSe'je1,  qui  correspond  W maximum,  ou  au  minimum, 
il  suffirait  dé  faire  x=e  dedans  l’équation  > = **,  pour 
déteftminee  la  Valeur  de  j-,  qui  est  le  maximum  ou  le 
-minimum  demandé. 

’ia;;  96/'  Soit  «Jonc - J— fil  une  ordonnée  PM,  fig.'W,  qui 
est  parvenue  à son  maximum;  si  l’abscisse  AP  reçoit  un 
at^st  h yeprésent^  par  PP',  et  qu’on. porte, aussi  h 
de  P eû-P",  *op  aura , pour  les  conditions  que  PM  soit  un 
maximum. 


P'M';<  PM,  • 


Ou 


P'M"  < PM, 

*><  /*■ 


„ .•/(*+  h)<f±„ 

l3  ÿi  aq  C0mtawePM,.fig.-  «.SC'fHP»  mminmih  , en  repré- 
sentant la  vaW.de  x,  qui  correspond  au  minimum  par 
AP , et  en  prenant  PP'  — PP"  = A,, nous  aurons  pour  les 
eoiuVitionS  <“ïù  mirvîmtftn  , ■ 

‘ ' ' P'M'  >PMr  r P’M">FM,  • 

^ ' /(•*  + *)>•/%*;■  _ /(x%A)>/x. 

Jkqsi,  lorsque  etvftx— A),  seront  en  même 

petits- que/x,  jly  auïa  ûn  maximum, et  si  ces 
«letiN  fonctions  sont  eu  même  temps  pljis grondes  que/x, 
Î1  y aura  un  miniroûm  ; enfin sj  l’une  de  ces  fonctions 
est  pKis  grande  et  Vautré  moindre  que  /x,  il  n’y  aura  ni 

inaxknuwi  ui  minimum;  ■ 

* Cherchons  donc  dans  quel  cas  ces  eùnditions  peo-. 
y en t eue  remplies  : pour  cet  effet,  nous  avons,  par  le 


1 ■> 


* 
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théorème  de  Taylor,  '• 

ffx+/4=r4-^^^  Al  » 4 !r  as  ; , 

da*  dx’ r . 2 "^"dx0  2 . J e*e' ‘ ’ (®5). 

D’une  autre  part,  si  dans  cette  formule  ou  change.^  en  — * 
on  trouve 

f{x-h)=j-'}£h+'}£]L , etc  m 

dx  ^ dx’  1 , 2 dx32.3^e  c (bb^’ 

Pour  que  y~fx  soit  un  maximum  ou  un  minimum  , il 
faut  dont  que  ces  deux  développetnens  soient  tous  deux  * 
plus  grknds  ou  tous  deux  moindres  que  j-  or,  cela  ne 

peut  être,  k moins  que  ~ ne  soit  nul.  En  effet,  si' l’on 

donne  une  valeur  très  petite  à h , ou  pourra  toujours  faire 
djr 

en  sorte  que  h surpasse  la  somme  algébrique  do  tous 
les  termes  qui  lé  Suivent.  Dans  ce  cas^  le  signe  qui  aflTei^ 

tera  dix  h Sera  ,e  ,nêlne  <lue  celui  de  ^ h,  j°*nt  aux  tel-* 

mes  qui  le  suivent  : ainsi , dans  cette  hypothèse,  si  ^ A 

dx 

est  positif  dans  l’un  des  développemens  (65)  et  (66).,  ce 
développement  sera  plus  grand  que  j,  et  sera  moindre  - 

que  j-  si^fi  est  négatif.  Le  signe  qui  affecte 4^ fi  étant 

% » CISC 

• -1  t ”î 

contraire  dans  ces  développemens,  il  faut  que. Si -^A  est 

\ dx  ^ 

positif  dans  l’un,  il  soit  négatif  dans  l’autre;  d’où  il  suit 
que  l’une  des  quantités ■/(*+  h)  et  /(x  — fi), sera  plq^fc» 
grande  que  fx,  et,  que  l’autre  sera  moindre  que  fx. 
c-  d_y  ' m 

di  A n est  Pas  nu*»  **  ne  pourra  donc  y avoir  dé  maxi- 
mum ni  de  minimum  ; mais  si  ^ = oj  alors  les  dévelop- 

5..  ’ 


'■ir- 


.* 
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pemeus  (65)  et  (66)  se  re'duisént  à 


.....  , ô3x  h ’ . 

/(x+/o  = j-  + + etc* 

,,  i d*y  h 1 d3r  h ? 

. /<•?•’-*>=  .r  +5? -j  — 3PÏ3  + «“• 


Dans  ce  cas,  le  signç.des  ternies  qui  suivent  y dépendra 

de  g , si  l’on  prend  Ji  assez  petit  pour  que  ce  terme  sur- 

* • *■  * • _ .. 

J'v 

passe  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  ; et  co^inie  g— 
a le  même  signe  dans  les  déux  développenxens,  il  en  résul- 
tera  que  si  est  positif,  les  deux  fonctions  de  (x-\-h) 

et  de  (x—h)  seront  plus  grandes  que  fx;  dans  ce  cas,  fx 

_ _ (ly- 

sera ùn  minimum.  De  meme,  si  -r--  est  négatif,  on  voit 

da:1 

^ tyiù'fx  fera  un  maximum. 

■ 98.  Pour  compléter  cette  théorie,  nous  remarquerons 

djr  • d’j"  ' , 

que  outre— •=  o,  on  peut  avoir  encore  — = 0:  dans  ce 
^ dx  dx* 

cas.,  il  ne  peut  y avoir  maximum  ou  minimum  que  lorsque 

d*r  ‘ . 

- -L  — o.  Alors  le  signe  des  quantités  qui  suivent  y dé- 

• • ^ 

pendra  de  quand  on  prendra  h très  petit;  et  l’on 

I . . . ' ' 

prouvera  que  sj  g est  positif, „/x  est  un  minimum,  et 

5 V «que  si  est  négatif,  fx  est  un  maximum  ; ainsi  de  suite. 

En  général,  lorsque  le  premier  coefficient- qui  ne  s’éva- 
nouit pas  e6t  d’ordre  pair,  il  y a un  minimum  s’il  est  po- 
sitif, et  un  maximum  s’il  est  négatif.  o 

gg.  Pour  premier  exemple,  prenons  la  fonction 


V 
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, ^ 

a — bx-\-x2  ; nous  aurons  donc  ' > 

y = a — bx  4-  x’  ; 

différenciant  et  divisant  par  dx,  nous  obtiendrons 

d Y , , à'r 
-f  =-4  + 2»,  -f»  = 2- 
dx  dx1 


d*y  % 

Cette  valeur  positive  de  nous  apprend  que  la  fonction 

a un  minimum.  Pour  déterminer  l’abscisse  qui  correspond  , 

; ; . dr  • 

à ce  minimum , nous  égalerons  à zéro  la  yaleur  de  , ce 

b 

qui  nous  donnera  x=-;  si  l’on  substitue  cette  valeur 

J,*-' 

de  x dans  celle  de  y,  on  trouvera  ys=a  — --  pour  le  • 

minimum  cherché.  • 

too.  Soit  encore  la  fonction  ai-\-b'lx~c'x'‘;  différen- 
ciant l’équation  y = a<4*  &3x — c’x",  et  divisant  par  dx, 
nous  trouverons  * 

ÿ=i >_w,  £=-*•. 

A r w A Y* 


dx 


dx’ 


S* 


à'X  \ 


Par  la  valeur  négativede-g^,  on  voit  qu’il  y a un  maxi- 
mum dans  la  fonction  ; l’équation  P — ac’x  = o nous 

P 

donne  x = — pour  l’abscisse  qui  correspond  à ce  maxi- 
mum; et  en  substituant  cette  valeur  de  x dans  celle  de  yt 
ou  trouvera  . . > .' 

■r=«'+jp 

iot.  Soit  encore  l'équation 

y = 3 a’xJ  — Px  4-  cs; 
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nous  trouverons,  en  opérant  comme  ci-deSsus  , 

dy 


Ajr'  , 

= ga***  _ Ai, 


dx‘ 


= i8a‘x  ; 


égalant  à zéro  la  valeur  dé  —,  nous  avons 
• dx 


Ç)a’x*  — b\  = o,  d’où  x = ± — ; 

' 3<z  . 

ces  deux  valeurs  de  x étant  mises  successivement  dans  celle 
de^gy;  i nous  apprennent  qu’il  y a dans  la  fonction  Un  mini- 
mum et  un  maximum.  Le  minimum  correspond  à l’abscisse 

■l>*  . ’ - b * 

x—  + et  le  maximum  à l’abscisse  x = — ^ ; en 

mettant  ces  valeurs  dàus  cellexde  jr , nous  trouverons 

s 2Ù6  , . aùs 

y = — pour  le  minimum,  et  j-  = c5  -f- pour 

. , * **  9^  9^* 

le  maximum, 

! ‘ ' ■ 

• •ri  i ' i j . - . . 

Application  de  la  théorie  des  maxima  et  minima 
^ à la  solution  de  divers  problèmes. 

PROBLÈME  1. 

• • I . 

» • 

102.  Partager  un  nombre  en  deux  parties  telles  , que  le 

produit  de  l’une  par  l’autre  soit  le  plus  grand  possible. 

Soit  a ce  nombre,  et  x l’une  des  parties;  l’autre  sera 
a — x.  Doncx(a  — x)  est  la  quantité  dont  on  ^eut  cher- 
cher le  maximum;  différenciant  et  divisant  pardx,  l’équa- 
tion y—x  (a — x)  = àx — x’,  nous  trouverons 

dp  - , dy 

J-  = a — 2X,  —z-= — 2. 

dx  ’ dx* 

(1* jr  ’ • 

La  valeur  de  nous  montre  que  la  fonction  renferine 
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effectivement  uti  maximum.  'Si  ce  coefficient  se  fût  trouvé 
d’un  signé  contraire,  le  problème  durait  été  impossible'.  En 

égalant  à xéro  la  valeur  de  nous  trouverons  x — ^a, 

ce  qui  nous  annonce  qu’il  Faut  qiml^ nombre  a soit 
partagé  en  deux  parties  égales  pouf  que  leiroduil  soit  un 
maximum-  • 


PROBLEME  II.’ 
V 


to3.  Entre  tous  les  cylindres  inscrits  dans  un  cône  droit, 
déterminer  celui  qui  a le  plus  grand  volume.  * * . 

Soit  a,  fig.  1 4 , la  hauteur  SC  du  cône,  b le  rayon  AC  de- Fig.  14. 
sa  base,  et  aria  distance  SD  du  sommet  au  centre  du  cercle 
supérieur  du  cylindre. 

Les  triangles  semblables  SAC,  SED  nous  donneront 

sc  : AC  ::  sd  : ed, 

ai  b ::  x : ED;* 
bx 


ou 

donc 


ED  = 


Soit  1 :,5r  le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence;  on 
sait  que  le  cercle,  dont  le  rayon  est  r,  a pour  surface  »/•’. 

fox 

Donc  le  cercle  EGF,  qui a — pour  rayon,  a pour  surface 

Q • 

oc*  ; multipliant  cette  surface  par  lal\autour  DC  du  cy- 

b^ 

lindre,  c’est-à-dire  par  a— x,  nous  aurons  — — x*(a — x ). 

pour  le  volume  du  cylindre;  ainsi  l’équation  à différencier 
est  t 

■xb* 

Jr  = -—T  (ax‘  — * ) ! 


on  déduit  de  cette  équation 


; •*  : - 


dj"  rb‘  d *y  *b‘ 

— =— — (o.ax — 3x)  et  — ^ fan  — 


.«  lUPWAXCiU 


dx 


dx.‘ 


f (an  - 6x)  ; 


V 

1 
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» ».  d,i» 

égalant  à zéro  la  valent  de  on  a 

irA*  V • ‘ 

— P (îoj  — 3 J1)  — o,  ou  plutôt'  lax  — 3,ra : 


équation  qui 
donne  par  corisj 


produit  des  facteurs  x et  ta-—  3x, 


ta 


nt.x=o,  oar=— . La  valeur  rso 
/ 6 


ne  peut  correspondre  h un  maximum,  puisque,  dans  cette 

• d*r  * • 

hypotlifcse,  se  réduit  à — — , nombre  positif.  Cette 

-»  * J*  y t i 

valeur  indique  un  minimum;  eu  effet,  quandx=o, 

le  cylindre  se  réduit  à l’axe  du  cône  (car  plus  le  cylindre 
est  liant,  plus  il  est  mince). 

* . » t 

2/2  * 

La  valeur  x = -i-  est  donc  la  seule  qui  puisse  répondre 

• d*  y 

à la  question.;  et,  dans  cette  hypothèse,  se  réduit 

à , hoinbre  négatif.  Si  l'on  retranche  donc... 

a 

SD  = x — -t  SC  de  la  haQteur  du  cône  , il  restera 

J • * * # 

CD  = ^ SC.  .Il  résulte  de  ce  qui  précède , que  le  cylindre  le 

plus  volumineux  inscrit  au  cône  a pour  hauteur  le  tiers  de 
celle  du  cône. 

PROBLÈME  lit. 

Fig.  i5.  104.  Partager  une  droite  AB,  fig.  i5,  en  deux  parties 

AC  et  CB , de  maniéré  qne  le  produit  AC3  X CB  soit  un 
maximum. 

Représentons  par  a cette  droite  AB,  et  par  x la  partie  AC 
de  cette  droite;  l'équation  du  problème  sera  donc 
y — x3  (a  — x) , 


Digitized  by  Google 


APPL1CAT.  UK  UA  TH^On.  DÛS  SIAXIMA  ET  M1KUUA.  ^3 

d’où  l’on  tire 


dx 


ixx’; 


^ = 3ax' — 4X3 , = 6 ax  — 

n dx1 

•*d  y '■> 

en  égalant  à zéro  la  valeur  de  —,  on  troave  x = o,  ou 


3 a 


x =-7-.  Cette  seconde  valeur  est  la  seule  qui  résout  le 

4 • ; • = , ' 

problètbe,  puisqu’elle  réduit  celle  de„  , résul- 

tat négatif. 

io5.  Observons  que  lorsque  dans  la  valeur  du  coefficient 

dr  • 

différentiel  il  y a un  facteur  constant  positif,  on  peut 

( * ' V 

Te  supprimer.  En  effet,  si  nous  avons 


dx 


= Açx, 


on  en  tire 


d\r_  . d.px 
dx*.  dx* 


Cette  seconde  équation  ne  servant  qu’à  -nous  faire  con- 

* j y 

naître  le  signe  de  la  valeur  de  ce  signe  ne  dépend 

que  de  celui  qui  affectera  p^rce  que  A est  un  fac- 

teur constant  positif  : donc'  A peut  être  supprimé  dans 
cette  équation.  11  peut  l’être  aussi  dans  l’équation 

dr  ■ ' 

— = A ç>x  ; car  puisque  nous  devons  égaler  à zéro  le 
dx 

second  membre  de  cette  équation  pour  déterminer  x, 
l’équation  Apç=o  nous  donnera  £x=o;d’où  il  suit 
qu’on  a droit  d’omettre  la  constante. 
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PROBLEME  IV. 


106.  On  veut  faire  entrer  dans  un  vase  cylindrique  une 
certaine  quantité  d’eau  dont  le  volume  est  connu ; on  de- 
mande quelles  dimensions  il  faut  donner  à ce  vase  pour 
que  sa  surface  interne  soit  aussi  petite  qu’il  est  possible. 

Soit  Y le  volume  d'eau  donné,  et  x le  rayon  de  la  base 
du  cylindre  ^ sera  l’aire  de  la  base  du  cylindre.  Et 
puisque  la  hauteur  de  ce  cylindre , multipliée  par  sa  base, 
est  égale  à son  volume,  on  aura 

hauteur  du  cylindre  X *x%  — V • 


d’où  l’on  tirera 


hauteur  du  cylindre  sa  — 

s srx1 

En  multipliant  cette  hauteur  par  la  circonférence  de  la 
base  qui  est  mx,  on  aura 

V aV 

— - X 

II*  x 

pour  la  surface  convexe  du  cylindre.  Si  a cette  surface  on 
ajoute  *x\  qui  est  celle  de  la  base  du  cylindre,  l’équation 

à différencier  sera  • 

aV 


et  l’on  en  déduira 


y = — + 


dy  aV 

~ = -J-  2TX, 

dx  x1  ’ 


d‘y  4V 


dx1 


- = r.  -f-  2* 

* «J 


dr 

La  valeur  de  -r~  étant  égalée  à zéro,  donne 
dx  ° 
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0n  voit  que  cette  valeur  répond  -à  un  minimum , puis- 

d°Y  [ * 

qu’elle  rend  positive  celle  de  : le  rayon  de  la  base  du 


cylindre  cherché  sera  donc 


Si  ï5 


ou  met  cette  va- 


leur dans  l’expression  de  la  hauteur,  on  trouvera,  pour  la 
hauteur  du  cylindre , 


•rVï  -»  V 


V , ' V* 


PROBLÈME 


•t 

Lf. 


toy.  Entre  tous  les  cônes  inscriti  dans  une  sphère , dé- 
terminer celui  qui  a une  plus  grande  surface  convexe. 

Supposons  que  le  demi-cercle  AMB,  fig.  16,  fasse  une  fig.  ,6. 
révolution  autour  de  l’axe  AB,  la  corde  AM  engendrera 
un  cône  dont  AP  6era  la  hauteur,  et  PM  le  rayon  de  la 
base.  i > ’ . 

La  surface  convexe  de  ce  cône  aura  pour  expression , 
circonférence  PM  X *AM  = 2îtPM.|  AM  = jrPM.AM. 

Il  ne  s’agit  donc  que  de  déterminer  PM  et  AM. 

Pour  «et  effet,  soient  ÀBsasao,  AP=sx;  MP  étant 
moyenne  proportionnelle  entre  AP  et  PB,  on  a 

x : pm  ::  pm  : 2a  — x; 


donc 


PM  = }/  o.ax — je*  j 


«a  s#« 


AM  étant  moyenne  proportionnelle  entre  AP- et  AB,  on  a 
donc 


x : am  ::  am  : 2o  ; 


AM  = 2 ax  ; 
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substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  la  surface  du 
cône,  on  obtiendra, 

surface  convexe  du  cône  zss  ar^/ 2<z,r — x‘  y/ a ax 
= *■  ÿ 4<*’x»  — a ajc*  ; 

l’équation  à différencier  est  donc  (art.  io5)  " 
j = l/4a*x1— .aajr3, 

d’où  l’on  déduit 

djr  4aJx — 3ax* 

dx  ^ \a'x' — aax3* 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  x, 

^ 4a*  — aax 

égalant  à zéro  cette  valeur  de  dx,  nous  obtiendrons  . 

4a*  — 3ax  =s  o. 


équation  satisfaite  en  supposant 


_ ka 

x—  3’ 


Cette  valeur  appartient  à un  maximum  ; c’est  ce  qui  va 

. dav 

nous  être  confirmé  par  le  signe  de  . 

dx*  V 


108.  Avant  que  de  déterminer  la  valeur  de  ce  coefficient 
différentiel,  je  vais  expliquer  un  procédé  qui  abrégera  les 
calculs  dans  de  certains  cas. 

Je  ferai  préliminairement  observer  que , lorsqu’une  fonc- 
tion de  x est  nulle  par  une  valeur  qu’on  donne  à x,  il  ne 
s’ensuit  pas  qu’en  général  son  coefficient  différentiel  soit 
aussi  nul  : par  exemple,  si  l’on  a la  fonction  x* — 5x-f-6, 
qui  devient  nulle  lorsque  x = a,  ou  lorsque  x = 3,  le 
coefficient  différentiel  de  cette  fonction,  qui  estax— » 5, 
ne  devient  pas  nul  dan»  ces  hypothèses. 
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10g.  On  pettt  quelquefois  abréger  beaucoup  les  opéra- 
tions qu’on  emploie  pour  reconnaître  si  une  fonction  est 
susceptible  d’un  piaximum  ou  d’un  minimum.  En  effet, 
supposons  que  l’on  veuille  déterminer  le  coefficient  diffé- 
dr 

rentiêl  de  l’équation  ^ = XX',  dans  laquelle  X et  X'  sont 

des  fonctions  de  x , dont  la  première  seule, devient  nulle 
par  une  valeur  donnée  à x ; en  différenciant  cette  équa- 
tion, art.  4,  et  en  divisant  pardx,  nous  obtiendrons 

d»jr_XdX'  t X'dX 
dx* 


dx 


dx 


X,  par  hypothèse,  étant  nul,  en  *ertu  de  la  valeur  donnée 
à x,  cette  équation  se  réduit  à 

d'r  X'dX 

dx“  dx  ’ . . 

ce  qui  nous  indique  que,  pour  obtenir  il  faut  multi- 
plier le  coefficient  différentiel  du  facteur  nul  par  l’autre 
facteur  (*). 

_ . . . , , dr  ' x — a 

no.  Par  exemple  si,  étant  donne  -p-  = , — on  veut 
• dx  1 ÿx 

obtenir  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  dans 


dX 


(*)  Cette  règle  n’est  pas  sans  exception  , car  — peut  être  nul  aussi 


Par  exemple ,.  si  l’on  avait  ^ = ar*  (i  — a)’ , équation  qui  renferme 

(I*/ 

des  racines  égales,  les  deux  termes  de  la  valeur  de  — - seraient  nuis  ; et, 

au  lieu  de  supprimer  le  facteur  représenté  par  X — — , on  devrait,  art.  98, 

recourir  aux  coeïïiciens  différentiels  des  ordres  supérieurs,  pour  recon- 
naître si  la  fonction  esf  susceptible  d’un  maximum  ou  d'un  minimum  ; 
dX' 

si  -r — était  infini , on  tomberait  dans  le  cas  de  l'art.  80. 

dx  » ■» 


l 
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l’bypolkèse  de  x = g,  on  écrira  ainsi  cette  équation, 
âjr_  i 


dx  y/  x 
et  l’on  trouvera  que 


X {x  — a). 


à'jr  _ i d (x  — a)  _ i 
dx*  j/x  "dx  |/x* 


1 1 f.  Reprenons  maintenant  l’équation  (67),  dé  laquelle 

d’y 

an  veut  tirer  la  valepr  de  dans  l’hypothèse  de 


— 4f  ■ 

“ 3 ’ 
nous  aurons 


x x=  ; en  décomposant  le  numérateur  eu  ses  facteurs  , 

«3 


d.y  nx  (4 g — 3x) 

dx  j/4 o’x’ — àgx3  ’ 


le  second  membre  peut  s’écrire  ainsi  : 


jX  (4«  — 3x). 


V g'x*  — 2gxJ 
Dans  l’hypothèse  actuelle  , le  facteur  4g  — 3x  étant  nul, 

nous  aurons  donc,  art.  10g, 


à'J._ 


ax 


X 


d (4  a — 3x) 


3 ax 


dx 


4a*x* — aux* 


dx*  v/  4a,x*-*-2gxJ 

et  par  conséquent , eu  divisant  les  deux  termes  de 
fraction  par  x,  \ 

d*j- 3g 

dx* 


\/  4g*  — 2gx 

mettant  dans  cette  expression  la  valeur  dex,  qui  est  -j- 
on  obtiendra 


4 « 
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Cette  valeur  étant  négative,  celle  de  x correspond  à un 
maximum. 

PROBLÈME  VP. 


ni.  Un  point  C,  Cg.  17,  étant  donne  dans  l'angleYkX,  Fig.  17. 
mener  par  ce  point  une  droite  DE , qui  rencontre ' les  axes 
AX,  AY,  de  telle  manière  que  la  longueur  DE,  de  cette 
droite , soit  un  minimum. 

Soient  AI=a,  1C=6,  IE=x;  les  triangles  rectan- 
gles ICE,  ADE,  nous  donnent 


*• 

ie  : ic  ::  ae  : ad, 

x *.  b : : a -j-  x : ad  j 

..  • 

■donc 

par  conséquent 

AD  = - (a  + X)  ; 

t . r*i':  : 

AB‘=-Ç(a  + *)'. 

D’une  autre  part 

■ 

1 

f 

AE*  = («  + x)’; 

. v 4 

substituant  ces  valeurs’dans  la  formule 

DE  = l/ AD*-f-  AE*, 

>\ir*kÜUU  i 

nous  trouverons 


DE  =\f  ^t{q+xy  + (a -+.x)*l=  (a-f  x)* ; 


et,  enréduissant  au  même  dénominateur  le  premier  fac- 
teur qui  est  sous  le  radical, 

' 


_ jitizeü 


8o  î 

DB=\/Z 


CALCUL  DIÏFEUBNl'IEL. 


iç' 


(a  + xY  = ^~  \/b‘+x'—y. 


En  regardant  cette  expression'coinme  le  produit  du  fac- 
teur — — — » par  le  facteur  \Zb‘-\-x',  nous  différencie- 
rons par  l’art.  14,  et  nous  trouverons 

dyrs^-i-îd.  3?  + {/b*+x' d.  — J 

effectuant  les  différenciations , nous  aurons 

; ’ r‘ 

. a+x  xAx  . '*/7- ad* 

<!r=— ^ 77— —--H  V/^  + *>X — j 

* ÿ b*  + x*  ■ x 

réduisant  ail  même  dénominateur,  en  multipliant  les  deux 
termes  dé  la  première  fraction  par  x , et  les  deux  termes  v 
delà  seconde  par  y'b'-^-x1,  nous  obtiendrons 


•sdy  : 


a-\-x  x’dx  ô’-f-x* 

x*  \/  b*-y-x?  x'Vb*+  x- 


X — adx; 


réunissant  et  réduisant  les  termes  du  numérateur,  et  di- 
visant par  dx , il  nous  viendra  enfin 

d y x 1 — abx 

• • *'  — — • • 

d*  x'V  b* -^x''  

égalant  le  numérateur  à zéro,  nous  trouverons 

s ** 

x = \/ab\ 

Tour  prouver  que  cette  vatfeur  répond  à un  minimum  dans 
cette  hypothèse,  nous  mettrons  seulement,  art.  109,  à la 
place  du  numérateur,  qui  est  le  facteur  nul,  son  epefiieient 
différentiel , et  nous  aurons  ainsi 
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) nur  . „ • i_ ymf "\f>  ' , • 


■téL. 

valeur  pfflentiell^n^eti.t- positive.  On  né  fait  pas  la-substi- 
tution 4o  la.'valeur  de  x,  car  on  voit  qu’un  carre  x2  est  . v\  v 
toujours  positif.  "v  ’ ' K* 

..  ^problème,  tari*  , . 

> Vf»,1 ‘ ' 

«T  . 


u3.  Trouver  le  plus  grand  triangle  rectangle  qu*vn 
pinsiè  construire  'surine • drcfâifànhée.  \ ~ * 

Soient  a cette' droite,  i^fj,  fi  g .18 , et  x 1,’un  de^  cdte's  f;b.  jg. 
du  triangle  Vautre  sert  donc  la  sorbes  ^du 


du  triang|e^au..T  , ,wlace  „u 

triatiglea  pour  êxjireSsion  '?  _ 

• ■'<  • -,  -,  ' 

' >,  t *1^®  x*  $ ■ , y 

•*  ' 2'  15  ' * " - :••• 

ainsi  l équation  du  problème  sera,  art.  to5,  ' « . • 

* __ ^ ‘ « "•  • 

2"*=x  •’otf  plutôt  s=  |/â*sr»  _ x* , 

d’où  L’on  déduira  j-  * ’ , • . * 

, . . .Vjr'  • ■/  • :••' 

.■-t*,  dr — xz*  '•'.  • 

ji  * ' ' * . 

* • • .T  .?\*4 

Cq(tB  valeur  étànrt  égalée  i ***,  donne  . ’.;  ; 


9‘x  2x3  = -o  , . ou  a:  (a*  i—  2X*j  =±  o;-  ' *'  ( ..' 


équation  «ledaijuelle  on  tb*  - î»  *V  ]r  ...  •'■  ! 

x =3: 0 , OU  2X1  •=:  a . •. 


X ne  pouvant  être  nul,  nous  le  déterminerons  par  la  se- 

CAn/ln  Arra«À  tU  » . ■ - V < • . « . # ,• 


c°nJe  équation  , qui  nous  apprend  que  les  deux  côtés  AG, 
BC  sont  égaux. 

i/? 


Endifférentiant  le  facteur  a’ — ax%  on  tropve,  art..ioq, 

« wd(o*_2x’>  4x* 

dar4  - - ;wl*'  • . r.'S  : r-  i‘~— — — m *"  t -a  4. 


Êlcm.  de  Cale.  diJJ. 


~x'  dx  l/a'x'-xï  0 

urr.  .r-£ y> 


* ® c 


*.  ■ • 
; a— • • 


% 


1, 

* > 


/ ’ a' 


•'  •-. '.a  '•*'  > 
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. Ce  résultat  étant  négatif,  l'hypothèse  de  a* — ur’  — o 
détermiiu^,  pour  x,  une  valeur  qui  eorresgjmd  à un 
'1-  ’ maximum.  . , y . V 

. . - - • 1 ; 

De  la  signification  géométrique  des  coefficiens 

M Jlf  * 


différentiels. 


■ ■.  ■ ir  ...  f . 

• ‘ ir4:  On  à vu,  art.  73,  que  ^-représentait  la  taugenlè 

trigonométrique  de  l’angle  que  fait,  avec  l’axe  des  abs- 
cisses^ une  tangente  menée  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  x'tty;  comme  c’est  le  fondement  de  ce  qui  va  suivre , 
on  peut  démontrer  à priori  celte  proposition  de  la  manière* 
F.  t suivante  : soient,  fig.  L9,  PM  = J,  PP'— À;  en  menant 
8 ^ lasparnllèle  MQA  l’axe  des  abscisses,  ou  a donc 

M’P'  — f{x-+ky; 

M'Q  = JX*  + fi)  — /*  **  ^ h + gj  + etc- 

Jf'Q 

MQ  : M'Q  ::  1 1 tangS 

. * . . é ' ' . . • 

et  en  mettant  poûr.  les  ejqpférfsioné  M'Q,  MQ;  leurs  *fc- 

> * • * • 

leurs,  on  aura  # % ,.-,i 


JR*  ■ 


■V.  îü*'+ î£ls+ **  + -2. 

'taji*S=r A d**  1.%  + e^ 

«jusant  à la  limitq,  h est  nqi,  et  tangente  S se  change  < 
tangente  T.  . > ♦ 

. 1 • * t'- 


Donc  alors 


t»ngT  =»ÿ". 

...jiJÊÈkX  . W.  .vvv 

* i.HoStpoW,  si  PM  devient  un  maximum , la  tangente  TM 

y.  . ■ -<?Jf 


■< 

Iv 

ar  'y  • ••■ 

r*.  • • * . r 

• \«  ;*  i , 


- '.y- L.  . 
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fig.  20,  e'tant'alqrs  parallèle  à l’axe  «les  abscisses,  elle  fait  Fiji  20. 
un  angle  nul  avec  cét  axe;  et  comme  on  vient  de  voir  que 
la  tangente  trigenométrlquc  de  l’angle  formé  par  la  tan- 

gepte  avec  l’afxé  de»  * «jUut  g-,  ort  a dopc^twtf  'aà,  .■£  ^ 

. > . /.**  " 

dx  ' •••  , ** 

1 . • • ••  * 

' 0n  démf«treraiude»iiè.ne.que  sïPH,  fig.'ai,  ét&t  an  Fj,,9(.  . 

nntupHim , la- tangente  Irigonotnétrique  devenant  aussi  ■> , -0 


“’jjlg  dans  ce  cas,  ofi  devrait  avoir  4^  = o, 

. a.  •••  Jfeu-  ; •»-. 

cettç  éq.uatibn  ^2=0  «bote  £ 

qtte  la  condition  du  parallélisme  de  là  tangente.  eft  M à T;  ? 4 
1 axe  des  abscisses.  ; J • ‘ *;.V 

^ u5.  Examinons  maintenait?  dai?s  quelle  circonstance 

3?  est  P°*«**f  °«  Négatif.  jÉÊ*  iSS&i+  * l ".'- 

- * 

Prt«r  ont  • r>fr.«  . _ p > » 'h  > Jb 

f,s 


te  des ;À>scisses,  nous  aurons 

c’est-à-dire  ■ . ■ • . ■ " ■ a **■ . ’ ' * * 1 : ï*\  ‘ * 

3jr  ! " \ . 7 >*. v#  . v ;i 

• vP^  la  similitude  des . triangles  MM  O , M$N  not 
donne  9 * • 


ou 
• ' 
donc* 


**:  ***M4'©  : SN;  f- 


S»  = 2M'0; 
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•AV.  ; Dans  le  cas  où  la- courbe,  fig-  *3^ta*rn(*toa  coifcavilé 

lg'"  ,-evs  Vaxe  des  abscisses,  pour  avoir  M'S  il  faudra,  au 
Zriïe , retrancher  de  la  valeur  de  SN  celle  de  M"> 
ce  qui  donnera  i 


.'.'•'S  ' •.**•■* 

j *i,  > • '»’■  ,«  • 


‘ îjjEl 

En  comparant  ces  deux  vakuï^WjT  et  (69)  de  M"S,  on 
M-Vrv  . * V0it  que , dans  Tune,  est  précédé  du  signe  et  dans 

ïr^'^  1 "■ 


1 . 

l’autre,  du  signe tj.  ■ ' ‘ . , • 

m • ’ Cela  posé,  on  peut  fairç  chsofle  que  le  signe  da- 

mier terme  du  développement  de  fo"S  déo.de  «le  cela»  de 
tout  ce  développement  ; et  comme  le  carre  /r%  qu.  est 
essentiellement  positif,  ne  peut  mOurr  sur  le  signe  de 

^^  coefficient  diffifrbntiSg  décidera  seul  du  si- 

- ^ 'Siffla  somme  de  tous  le»  fermes  de  la  valeur  de  M”S. 
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COEFFICIEnS  lyFFÉHKNTlELS. 


En  île  considérait  donc  les  'équations  (68)  et  (69)  que 
relativement  aux  signes  qui  affectent ubaque  membre,  on 

JLu  -Vj.1  ;■  <&y 

potftra  supprimer  h*  et  les  term 
équations  deviendront 


d’où  nous  tirerons 


Leviciinruui 

; .41 

M"S  = 4-  M"S  — — 


Si  l’on  regarde  y coinme  une  quantité  positivé,  M S, 
fig.  22,  tombant  du.  meme  çô  te,  que  y,  sera  positif;  la  Fig-  aa. 
pcemièré  des-équatious  (7 O)  nous  apprend  dope  que, 

lorsque,  la  coûtée  tourne,  fie.  22,  sa  convexité  vqrè  l’aXe  Fie-  aa. 

1 ,3 

des  abscisses,  -Hr:  est  positif.  . lu 

M4J*  ■ . • •.  ■ .JHra  , 

Si  l’on  considère  ensuite  la  seconde  des  équations  (70) 
et  la  fig.  23  ijui  s’ÿ  rapporte^  .on  verra  que  — M S repré-  Fig.  a3. 
sente  une  droite  qui  est  d’un  sigue  contraire  à celui  de  - 

ti  ' ■} 

et  que  , par  ^conséquent ,'  est  négatif  daris  le  cas  de 

la  fig.  23 , c’.est-'à-dnre  lorsque  la  courbe  tourne  sa  eonca-  Fig.  ai. 

vité. vers  l’axe  des  abscisses.  ■.  * > *v  ï ’ -f 

. * % *■  y • # * i-  ' ? ’ iv  ry^v  *x 

rl6.  La  courbe  jusqu’à  présent  a été  supposée  située-  -V. 

au-deSsus  de.  l’axe  des  abscisses  ; examinons  ce  qu’il  'arrive 
lorsqu’elle'  s’étend  au-dessous,'  comme  dans  la  üg.  24.  Il  Fig.  24. 
est  certain,  jyàr  ve  qüi  précède,  que  puisque  la  courbe 

* ' . t-  . . • . - * d’ r 

tôdrne  en  M sa  convexité  vers  l’àxe  des  absèisses,  et 

'*  ’ » +7.  * 

par  corfséquent  MN,  est  positif.'Or,  les  droites  Mri  et  M'IV, 


8<i  CALVVU  BlFiÉhEN'j  y^. 

qui  sont  situées  du  même  côté  de  la  tangente  T F,  doi- 
vent avoir  le  meme  signe,  et  tomme  MN  est  positif, 
.M'N'  doit  l’être  aussi;  d’ou  II  suit  qu’au  poiut  M',  où  la 

m 

courbe  tourne  sa  cortcbvwé  vers  l’axe  des  abscisses,  t — ; 

■ , ax 

sera  d’un  signe  contraire  à celui  de  l’ordonnée  P'M',  qui 
est  négative;  la  courbe  tournerait , au  contraire  , sa  con- 
' . ' ' d*,r 

.véxité , si -jr  et e'taieiride  même  signe.  De  sorte  qu’on 

peut  dire,  en  géhéral,  que  de  quelque  côté  que  tombe  la 

jjy  ' • * f 

courbe  , . -j—  est  du  même  signe  qüe  j lorsque  la  ooûrbe 

tourne  sa  convexité  vers  l’axe  des  abscisses,  et  prend  un 
signe  contraire  lorsque  la  courbe  tourne  sa  conca^té  vers 
le  même  axe.  - : 

* . ».  . J"  ■ • * ' ' 

La  courbe  tournant  sa  convexité  ou  sa  coneavité  Vers 
l’axe  des  abscisses,  suivant  jjüe  l’ordonnée  est  parvenue  à 

/V  : Àns,  . d*r 

son  minimum  ou  5 son  maximum,  on  voit  pourquoi  -7— j 

...  a.» 

* est  positif  dans  le  premier  cas , et  négatif  dans  le  second. 

ÿfwMï  * '*  *’  “* 


RflHr  J»  ' 


1 1 7.  On  dit  encore  qu’il  peut  y avoir  un  maximum  ou 

un  minimum  lorsque  00.  .Pour  expliquer  ce  que 

cette  condition  signifie,  soit  jr  = /r  l’équation  d’une 
Fig  afî.  courbe  MN , fig.  25  ; il  est  certain  que  si  l'on  donne  à x une 
valeur  AP,  cette  équation  déterminera  l’ordonnce  PM.  • 
Si  l’on  résout  ensuite  l’équation  par  rapport  h- et 
>£,4'  , qu’on  en  lire  x=<fj-,  lorsqu’on  fera  jr  =:  AP'  ( valeur 
précédente  de  y} , l*équaûdn  donnera  ar^y-P'AI.  Dans  ce 
dernier  cas,  jr  sera  considéré  connue  l’abscisse-,  et  x 
comme  l’ordonnée;  et  l’on  construira  la  même  courbe, 
pourvu  qu’on  porte  les • abscisses  j sur  l’axe  AT,  et  que 
l’autre  axe  soitVégarde  comme  celui  des  ordonnées. 

Dans  cette  hypothèse,  ou  peut  donc  chercher  le  maxi- 


A 
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mum  ou  le  minimum  de  la  fonctiou  x de  y-  Pour  cet 
eflet,  de  l’ëquation  proposée  on  tirera  ^ = M , et  l’on 

, ••  I 

suppposera  M = o ; cela  posé,  l’équation  ~ = M nods 

__  •*  v ^dr*v  . Y s 

^°Dna^eja- = g > ?n  v?‘l  (lue  lorsque  M = o , ~ = oc 

ainsi,,  la  condition  nécessaire  pour  qu’ii,^  ait  un  maximum 
ou  un  minimum  dans  le  sens  des  abscisses,  est  qu’on 

W . Y ,• 

puisse  avoir  — = oo. 

QX  . . »*  • -V  V».’’ 

118.  Par  exemple,  si  l’on  prenait  l’équation  'V  ’ 

.•  -V  ' <1  ' ' - • . . 

jr*s=fl.T— 

dLr  ' "ar  • ,"Vf 

on  en  Urerait  ^ . Cette  valeur  égalée  à xéro  donne- 

rait'^  =00;  donc  la  courbe  ne  peut  avoir  un  maximum 
dans  le  sens  des  ordonnées  qu  a une  distancé  infinie  de 
l,axe  des  x.-  Examinons  maintenant  si  elle  a une  limite 
dans,  le  sens  des  abscisses  (par  limite  on  dénomme,  en 
général,-  lé  maximum -et  le  'minimum)  ; pour  cela,  il  faut 

supposer  la  valeur  de  infinie,  ce  qui  nous  donne 

ù,  ‘S  • , • * *■ . • . w . . - > . 

~ ~ 00  > condition  remplie  lorsqu’on  fait  jr  =■  o -,  dans 

dax  *'  t *»  ~ 

celte  li y po dièse,  la  valeur  de  j^-se  réduit  à î,  résultat 

posi tif..  On  ,voi t donc  que  la  valeur  de  j.s  o correspond 
à un  minimum  dear.  Eious  déterminerons  ce  miuiinuni  eu 
iaisant  -jr  =-o  .daue  l’équation  proposée,  ce  .qui  la  re- 

duira-à  «.t-4=to,  d’ou  nous  tirerons  x = - pour  le  mi- 

mmuiti  clieiebé  c ce  ininim^in  est  rupréseuté.par  AM  dans 

Ufig.26.  ....  . / .....  'A  T 


88  .^‘tAiroi^nftrtn'eNTlti..'; . ' 

fi  19.  -En  tertidnaid  cette  ifianère;' inuft  remarquerons 
" • * } • *’"•*#  • . 

qui?  l’équalion  -p  s=oo  üoi«  indique  -que  la  tangente  MT, 

36.  *«» 


% 26,  est  épile  d’un  angle, dro/t*  et  par  conséquent.  est 
pei'pendicuffnrijpà  l’axe  des  x.  - . . 

n . 

Ccmsidtjrat loris  gènermes  sur  les  points  syiguliers 

-i  •••.•*•;•;)*  'itlet’courbci.  • • 

120-..  Le  tàlcul  différentiel  peut  çtre  d’une*grande  utilité 
pour  tfrouver  la  forme  d’une  courbe  dent  l’équation  est 
donnée.  La  théorie  des  maxùua  et  miniipa.uoun.  offre  déjà 
les  moyens  de  déterminer  les.  limites  dans  Te  sens  des 
abscisses  et  dans  celui  des  ordonnées  ; mais  cela  11e  suffi- 
rait pas  pour  nous  faire  connaître  lq  forme  de  la  courbe, 
a-,  Par  exemple,  lés  courbes  des  fig-  27  ,'  28  et  29,  qui  ont 
les  mêmes  limités OÇ  et  Oty,  daus  le  st-us  des  ordonnées, 
et  OA  et  OB  dans- celui  des  abscisses, . ne  se  ressemblent 
pas.  Ge  qui  distingue  la  courbe  iig.  27  île  la  courbe 
î8  flg.  28,  c’est  que,  dans  celte  dernière  , il  n’y  a qu’un 
point  d’inflexiou  ; on  appelle  ainsi  un  point  où  la  courbe 
de  convive  devient  conveXe,  ou  de  çonvexe  devieri#  ron- 
cavc.  Dans  I»  flg.  27' »l  y à deux  points  d'inflexion,  fun 
1,11  E,  l’autre  en  G,  et  un  point  de  rebroussement  en  0, 
c’est-à-dire  un  point  où  la  coùrbé  suspend  tout  dam  coup 
son  cours.  ' ' ■ ' 

i2T.  En  général,  les  pcfo'ls  o,ù  ra  coiiflÆ  éprouvé  des 
• ciiaiigemens  s’appellent  des  points  singuliers  ; oh  sent  qoé 
si  Pon  a lés  moveqe  de  reconnaître  les  endroits  mi  ces 
points  existent,  il  sera  facile  de  suivre  »a  coutbe  dans 
son  cours.  Par  exemple*  si  l’on  savait  que  la  Courbe, 
u,j  fig.  29,  a des  points  d’inflexion  en  Ê et  en  fl , et  des  points 
de  rebroussement  an  P et  «rrt  fe,  on ' potirr'ait  preudré  ttne 
.>  jifée/de  cette  courbé  par  l’analyse  suivante  : 
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• ■ mes'  point»  i»’i>.f*ir.xu)N.  . 

*,Eft  .partant  du  j>t>iul  A,  qui  est  une  1 unité  dans  le -sens 
des  abscisse,  14  cotirbe  tpfi'rufeàl'abrtVd  sa  ç ou  cavité  vers  # 
l’axe  des  abscisse^  JltsqnY'n  Jî‘  'OÙril  existé V'1  point  d'ifi- 
lleît'tbrt^i'tii  ,’de  concave  , 1©  fàit  devenir^ jpirVexe.  A Kex+fé- 
mité  de  la  parité  convexe  EF,  elle  suspend  son  cdurs  au 
point  de  rebroussement  F,  au-delà  duquel  elle  est  encore 
convexe  daos  la  partié’EJl^  pour  redevenir  concave  au- 
delà  , du  point  d’iuflex*ion  H ci  arriver  ainsi  jusqu’au 
point  €,  qui  est  uue  limite  dans  le  sens  des  ordonnées; 
enfin  de  C eh  G et  de  A eu  b,  1?  côùibe  est  composée- «Jü 
«leux  arcs  CBG,  ADQ','  qui,  tournant,  leurs  concavités  à 
l’axe  des  abscisses,  se  réunissent  en  un  point  de  robrous- 
.senient,  "et  passent  par  les  deux  limites  B et  D',  .l’une  dans* 
le  sens  des  abscisses  et  l’autre  dasi^celui  d*»s  ordonnées. 


■TV  % 


avan 


132.  D’après  ce  quitté  cède,,  on  sent  tonibién  jl  serait 
anldgetix  ^de  pouvoir,  à ' laide  de  l’élfu.iti.At  d’uné 
courbe  ^ iléUrfiiinfer  Ifs  coordonnées  des  points  singuliers. 
Nous  avons  déjà  fait  Connaître  les'  mo^en's  de 'trouver  les  ' 
nwrtirna  et  jcs  thiniind,  il  nous  reste  à ndus  oécnper  de  la 
i cckercbe  des  autres  pdiuts  singuliers  V:  c’est  ce  qui  va 
faire  le  sujet  des  paragraphes"  sulvans. 

1 #*  * • , ‘ ••  s* 

» 

. t Des  points f.  <$' 'inflation. 

4. 

ré.3..  Nous  venons  dé  yojr  qu’un  , pdint.  cFiitlbaùoji  est 
celui, dans  lequel  la5  courbe,  de«c<ïnvêxe  devién)  coiitave, 
ou  de  concave  devient  cohvéxè.  La  çourbe  M'MM",  fig,  3o, 
nous  offije  en  M un  point  de  ce  genre.  Menons' eq  ce  point 
une  tangente  T.T‘;  si  nous  considérons  lés  diverses’ or- 
données comprises. entre  M'P'  et. MP,  nous  verrons  que 
lé  prolongeaient  MMV'*-  «le  l’oedonnée  jurfqu’à-  la  courbe, 
iri  en  dnoinu&nt , et  s'anéantira  'au,  pe.iùr  M ; si  nous 
considérons  -les.  ordonnées  suivantes,  le  prolongement 
M"N"*de  l’ordonnée  tombera  au-dessous  de  la  tangente, 
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et  pat'contkqueu^çbangeia  du  signe,  de<sf>rté  que^i  M'N' 
était  positif,  WN"  sera  Aégatif.  Telle  çst  la  condition  que 
* nous  allons  exprimer  par  une  équatiow.  • • ■ 

Fig.  3o.  Scieut'don«r,-fig.qio , PF  =Jt  s=  PP”  •,  ôn  a cviâepmest 

M'N'érM'P'— îî'P',  ’ 

ou . ’ •••.  >■  ' * * 

. ■ . Ji’ÿ'  fe  /(x 4-  h)  .. (91). 

fduf  déterminer  la  éaleur  àna^jtiquéde  N'P',  nous  avons 

VV  ’ ■ »,'F=-  MP  4-  K'O, 

od‘  V-'  ; ' ’ ‘ ..  , 

. •/••'*  • rr  ==f + ra- &*>♦ 

A l’égafd  de  celle  de  Nf0,  le  triangle  rectangle  N'MO 
*iious  donné  t 

V N’o^ÔffigS'MO;' 

or  on  a’ïu,aM.  73,'  quç  Piurglè  PTfflQ,.  formé  paf  la  tan- 

génie  ert  M',  avec  une  parallèle  A Taxé  des  x , avait 

. • ■ t*.  * 1 . * » ► # • . ”•  **  » . cfcr 

pour  tangente  trigonométri<|ae  ^ par  conseqaeOt , ~rei*t- 
plaçant  tang  ïî'îfd  pai1^,  et  mettant'  A £ la  place  ^e  MO, 


nous  aurons 


• ax 


>■  ...  ■ ; ’ ...  - / 

SdbslitUàqt,  cette,  valeur  dans  Péqualiop  '(rji) , et  mettant 

«iisrfile  celle  de  N' F dans  Véqupitiou  (71),  nous  oblieti- 
drolis  . '■‘J,  ; ' -V,.  \ • ••'  ' / ’ ;- 

■ / • : kd  = /.(X  4a  kr~  jr  — jjjA., . (33>: 

* . . • ■ >%.' • • ....  „<*"•/;*  ••♦•v 

Sans  avoir  besoin  de  eakuler.de  >hcir&Atfc  Jav valeur 
de  M"S",  .on  pêu*.la  déduire  .‘de  celle  de  Jd'N'  ; en  effet, 
si  nous -faisons  reculer  f’ordonnee  paratkkmeul  â elle— 
mcmeV  ^ ^ deyiendr*  M'H*,  lorsque  h se  changera  en 
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niss  POINTS  • d'in'fiæxion.  . cyt 

— A s donnant  dcfae  à A cette  valeur  dans  l'équation  (^3)  / 
nous  obtieadron*-  . ï • • • "*• 


• M h.  . ..  fjfl»  . 

f*  v ...  . , ;•  * » 

Malmenant,  remplaçons  le?  expressions  h)  et 

J (x—  A)  par  leurs  développeiæns , ntjùs  aurons 


i.ioii. ‘Ifs  > d*t"  A*  • d:l.»ç-'A3 _ dr. 


M 

• V ‘ <J*~  ' 

M*N 

v*  . a*  ■ 4^,*  i .a" 


et  en  réduisant.,  ces.  ©quations  deviendront  ' 

■f  ‘ . "•¥»' :-r 


*■  '^T0Æ+;Sâ+:^v,<’5>- 


• , i. 

Cela  pçse",  pour,  qu’il-  y ait  ipflexion.  eo^,  il  faut  néces- 
sairement ,qné . lorsqu'on  donnerai  A une  valeur  trèspe- 
titë,  les  lignes  WW  et,M"N"  tombent  l’une  au-dessus,  et 
1 autre  Au-dessous  de  la ÿi’oiteTT',  ce  qui  jMpige  que  M’N’  > 

et  M"N ’■  soient  de  signes  contraires;  or,  cela  n’est  possible 

' ' * ' • , -,  ' • ' I C V’ 

« , ,<  , “ (JV-  Jl* 

que  lorsque  le-preirner  Jçrpie  tle^séries  (76) 

et  .(y6)V est"  mil.  Kn  effet,  si  ce  fermé  n’éisit  pas  nul,  ou 
pourrait  donner  à Amne- /valeur  asses  petite  .'pour  qtie  le 

• d* y A1  » ! . . ' 

terme  rr.-  — — surpassât  la  -somme  algébrique  de  tous  ïes 

autres  termes  tle  la  série.  Dans  <e  carç,  le  signe  -de  cp  tenue 
seraitcélui  du, résultat  de  toute  la  suite  ; et  connue  ce  terme 
est  le  mcnie  dan»  les  deux  séries , ri  en  résulterait  que  M'N' 
et  M"N",  (ig.  3o,  auraient  néressakÿurënt  le  même  s'^ne  • 
par  conséquent,  .pour  que- M’N'  et i\f".IS"qqùSsent  cire  de  F‘e-  3o 


♦ » , 
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signes  contraires,  il  faut  que  lonait 


. r 


, J’ r 

. 4 


124-  S’il  ajrivait'  qqe  la  uni  tue,  valeur  de  x', 

1 1 1 «•  * yr  * • 

évanouir  tJ,'  fil  *ussi  értusui»  jp,  il  faudrait  pour 


qti*ît  put  y & voit  «ii  ppiqt^mBéxi^û , qùe  fût  aussi 
uul.  Daiïs  <cè*èag était  aussi  nuf  ,/il  faudrait  en- 

core  que  fût  Sqfl  et  altfsi  dé'  suite de'  «grt'e'  que 

le  dernier  coeffitiént  ÜÜlerefrtièt  qui-  scrAt  iul , devrait» 
etre  a ordre  pair.  ' . \ • 

• „ " ..y  J.  ? ' *\  ; .>  , *•  ,, 

n5.  Si  fa  valeur  de  x-,  -qui  est  la  irtèine  dans  les  dé- 
veloppepiens  75 e^G,  était .Jejle' que. -j7^  lût  inuni.,  ces 

; ■“  **.  * v ' i ' • '•  ' • 

deux  développetnens  le  seraient  aussi";  fet  aipfs  on  ne 
pourrait  rien  conclure  de  la  démonstration  précédente, 
qui  repose  sur  la  ' possibilité,  dé  ces  (jéveioppèïUens.  I)afis 

cç  cas  il  faut  remarquer  que  la  condition  =c  o nous 

* ; 9 • ; ’ d »r’“  ' " ' 

Indique,  en  général^  -que -7—  doit  *e)wnger  désigné  au 

, ' * . fi  . 

point' d’intleAidu,  ce  qui  s’accorde  avec  l’art,  n 5, -«mais 

t|>~- . ' t*  * • ' . ' . « ■*  1 ■ ■ 

peut- aussi  changer  de  signe  «hi  passant  par  l’inbni. 

Pou'r.eÿ dofttver  un  ejueinple,  so^t  •\  r *”>  ■ .• 

Jy  • ' ' •.  . • 


v daw 


• a 


t 1 ^ 

Si  l’on  subslitttcrsucc#sâivemcut  à x les  valeurs 
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x ■=  a — h, 
\ 


X = a, 


yes.rois’lv  n inflexion.  i <)3 

d’j-  __  ■>.*  ' ■■  <'  ' 

d^~  hr  u 

.»jr 


on  trouvera 


j . 
. t 


dx* 


QO,  _ 


..  x- 


. , , . . . • ; . d’jr , f’ 


et.  l’on  voit  que  c’èst  h;  dWnoniiriate-ur  «le  la  pâleur  de 

<L3<k  ’ ■ * ,*■  4 ' tfc  ' . . ,4.  v> 

— ^ , qui  fait  cl^nger  de  si;, ne  an  coefficient  différerrliel 

• * • * > . • : ’4 -'î  • 

après  le  point  d’inflexion,'  ’• 

^ ^ ^ •*  j m ■ I * ^ ^ • ( f ^ 

126.  Il  résulté  de  ce  qui  que  poür  gu  il  puisse 

y avoir  injOoint  d’inflexion  dans  une  courbe,  Il  fatjt  qy’on 
ait,  pour  1 abscisseMe  ce  poirit,  ^ . t • 

•d’jr  ■ .'dV  ‘ >.'•»*  1,  *«v 

—^-  = 0,  ou  :«rr  =s=  oo,  -,  , 

->  d*’  * tf**  r ,’y ..  «?4.. 

• * • ’ ' • “ • • * 

Lorsqu’on  se  sera  assuré  que  l’une  de  ces  conditions  est 

remplie,  on  ait^iücritera  et  l’on  diminuera  sùccessivement 
d’une  iraantité  k très  petite',  l’abscisse  du  point  qui 

.-.d ‘-Y  - . 

remplir  la  cpfcdiftôn  prescrite;  etsi-r-^-,  pcnrr  ce^  nou- 

vellés  Valeurs  d«  x,rest  affecté  de  içj^es,coBtrairea,. -il 
faudra  en  Conclure  qu’il  y a tm  point  d’inflexion  ; car, 

‘^*y  1 - ‘ . , ■ . ‘ VC*  ',,N  S4*  ■ , 

lorsque  est  positif,  la  cqurbe  tourne  sa  convexité  yers 

* 7 ./  ‘ , da>- 

l’axc  des/aj>scisse*,  tandis  queiorsque  3-,.. est  uéfeaUf, 

1 f J ,«  « *•  UX  j • •* 

la  courbe  loirrne  sâ-êonçavilç  vers,  le  rfténao  aye  : or, 
c’ejt  par  ce  cli^iteeinent  de  fàfw’fixe  en  concave  ^qu  de 
concave  en  convexe , que  la  coürbe,  maoifeste  son  point 
d'inflexion^  . ' r*‘  • ’•’!  • ’-i-'f  . - 

127.  Pour  donner  urçe  nppTicatitJn  de.cetté  tliéotie, 
cherchons  s’il  y auu  point  d’inflexion  dans  la  courbe  qui 
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a pour  éqqation  • * 

y=  b + z(x  — a)*.,.. 

La  différenciation  nous1  donne  • • 

^fc3.*.(x  — ay\  ^=,3(x^a)|iÿ=,a.. 


Pour-  qu’il  puisse  y avoir  du  point  d'inflexion , H faut 
do^ic  qu’il  existe  une  valeur  de  a?,  quPrtndé  nulle  tenu» 

d’r  .*  * ‘ W 

,-rr;;  or,  ar  étant  Une  quantité  variable,  détèrUnnons  Tune 
* • • • • * 
de  ces  valeurs  par  la  copditiqTi  qu'ou-ait  12  (x — a)=  o, 

et  nous  obtiendrons  x=  a pour  l’abscisse  qui  peut  ap- 
partqnif  à un  point  dSnflexio'n.  Pout  nous  4jfcurei  de 
l’existence  de  <je  point-;  diminuons  Pabscisse  a d’une 
petite  quantité  h,  et  substituons  a — h <\x,  nous  tronve- 
Fig.  3i.  rous  que,  pour  le  pôjnt-  M'r  fig.  3i , dont  l’abscisse  est 

. ■ d3ÿ  * ■ 

a — 4,  on  a ^ — substituons  ensuite  a'-\- h 

' * (4*  ^ * 1 

à x,  et  nous  trouverons  que  te  point  M",  dont  J’abscisse 

. d »y  ' *7  " J . • % . 

• est  a + correspotid'à  -p*- =3: 12 h.  Ce$  deux  valeurs  de 

• «;  U jt  » % • 4 

d?V  . . • • 

différent  signes  de  ,vno^s  montrent  qu’il  y a Un  point 

. • d’inflexion  eu  M,  . . f ■ . . 

L'hypothèse  de  x=n  fait  évanouir  ^ , pat  conséquent  * 
la  tangente  au  poipt  d’iiiflexidn  eSt  parallèle  à l’axe,  des  x. 

1x8.  Il  est  à remarquer  qu’on  n’à-pas  toujours  la  faculté 

. * d*r 

d’e'galar  ainsi  à zéro  la  valeur  de  -p^;  si  l’on  voalait,  par 

exemple  , chercher  s’il  existe  des  points  d’inflejion  dans  la 
coqrbe  qui  a pour  équation 

jr  — 4 + oæ", 
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on  trouverait,  nar  la  diffeYendation , . 


‘y 
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Or,  on-  vtetqdorr  ne  péut  ég%r  irilo  la.  valeur.cfé 

■ ' * * .'-7*  ••  àx" 

qu*  qe  renferlne  aucune  indéterminée , et  qu*  par  con- 
séquent F^  . courbe  n’k  pas  depoirt*  ^HeXfon.  ré- 
sultat.auquel  an.  devait  s’qttojjd/e-,  puisque  est  une 

parabole.-  L nb^Vnéqrnrâ  seqÂfënt 

V? • celte, pktabole  tourne  eoutimienerçenl  sa  .cdndexïté 

vcitf  l’axe  cies  afos^iâsee.  " ï * 4 - 1 

j y \ s •,.'***'*  n ■ % • •>  • * 

,a9*  "Pour  troisièine  application  , prêtions  l'équation 

V"*>* 

en  la  résolvant  par  rapporta  ,r,  ettm  dWe'renoUnt  ensuite 
•on  obtient  ; *•  '.\ 


J 


= J,  !!r-.â*3«-^r__'3  1 

’ . a*  ~ i ’ dx’  ~ 3 *s  'Tri- 


.....  . . ••  : . . v.  ...  -y*  • 

Si.  l’op  cherchait  à déterminer  x par  Féquatiqn 

nq^âiurrait  sal 

5 cette  dqttafyh  qu'eri  faisant  x^oô  , é%_qx»i  né>qdûi- 
ràit  à'tieir  ; “ mais  comme  bot»  Avons  la  fceulté  "d’égale» 

aussi  la  vâîwrde-^-V  l’inftir,  ‘ nourf*sfcti*ftivûâ  à .lVtfda- 

.v  1 ^ ^ *.  - r . . . t*  * 

tiôn  -‘j—œoû,  en  faisant  «=?».•  Gette  valeur  de  x nous 

• • If  «FC’  ’ • v ■ * *'  ' ” • ' . ’•  *•  ' 

appr-eiid  qu’il  pput  y, tgtoir  Un  Min ( d’inflexion  à l’qrigin.e  { 
et,  pour  nous  assurer  de  r«|$rtepcê  de  ce  paikjt,  nous 
substituerons  successivement  k çc  lesvàkÿûr*  x=ù  +Jt,  ét 
x = o— ■* h , cest-à-direÀ  è<— -hT  et  nons'verirôns  si , dans 


Ç){j  6^l.e»p.  oiVK^RtfÿTIIX. 

ccs  dett^cas,  amène  <lt»s  résultats  ifejsi^es  contraires. 

• ; dx’  ' * <* 

Mais,  au -lien  de  faire- câ  Operations  lM.ne  après  l’autre,. 

j .. i ....  — ...fl.,/  'l-i  fnîa  /ii,  ùrh^ltiintil  r la 


Fig 


. \<;ij  •'•  ) • * v • •*  ; , 

].a  vjfleur  supéueürt?s£  rappcfptç  à pne  abscisse  plus  grande 
que  celle ’du  ptïînt  d’inflexleji,  1*  valeur  Inférieure  se 
rappdric  à pné  abscisse  moindre'.  Gomme  ces  deu*  vatefffs 
sont  de  signes  ccfntraire^,  nous  pouvons  en  coiiclure^  que 
j.  3a.  iso  eortesptond  à ua-point  d'inflexion  A,  fig.  Sa..1  • 

i3o.  Pour  dernière  afpplitatipu., -prenons  lu  eoujbe, 

Fie'  ! ! fig.  33 T qui  a pauV#éqmVtion  ' ,,!•  ;*  ' 

; 7'"  • &-Ù=ÿ-  ' ' ■■■  ■ - 

J » « ^ ' ,4*"  $ 

Cette  équation  pous  tienne^ 

• /, -tAi  3 J -i-s  . « 

«\  ?-?  i X t ?a  v ***~  - v 1 yx 

=-oô  ^cqftrW un  milice  viu’il 

’ • . * , f 

pmjt  $e  rencontrer  un  ppint  d'inflexion  à l’owjtne.  Pour 
savoir  si*co  polntiexis^ , faisons  ilVbord  x=*i£h  et/sùbsti- 

t % ^ .«  • ' s ‘ • • • 

tuqp^' cette;  valeucdto}  celle  d^-^,  qui  devient  ,.  . ». 

. ' l ■ * - — . ~*r-  3.  i,  T . . • ?..  €- 

..  ****  . 

'X*  5 

Si  l’on  fait  ees<ttt^V=5>-rft,  la  pâleur  de  -^'devient 

<;  f •>  ' .1  s • 

„ i ninci.  muo  1 iruuiiip  /tu  v nA  nui  nrlnc  annrpnd 


imaginaire , ainsi  que  la  valeur  ijiejf,  ce  qui  n<?us  apprend 
ljuc  ia  courbe  n'existe -pas.  pour  de*  absoUscs  négatives  ; 
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ainsi,  quoique  soit  infini  à l’origine,  il  n’y  a pas  de 

point  d inflexion.  Bientôt  il  nous  sera  facile  de  recon- 
naître que  ce  coefficient  différentiel  appartient  à une 
classe  de  points  que  l’on  a compris  sous  le  nom  de  points 
de  rebroussement;  eVst  ce  que  nous  allons  examiner  plus 
particulièrement  dans  le  paragraphe  suivant. 

• Des  Points  de  rebroussement. 

«3i.  Lorsqu’une  courbe  j’arrête  .dans  son  cours,  et  re- 
vient sur  ses  pas,  fln  a un  point  de  rebroussement}  le 
rebioussement  est  de  la  première  espèce  lorsque'l,es  deux 
branches  se  tournent  leurs  convexités , comme  dans  la 
fig-  34  ■ et  le  rebroussement  est  de  la  sccoaide  espèce  lorsque  fjg  31 
les  concavités  sont  concentriques,  comme  dans'la  fig.  35.  ric.  35. 

i3a.  La  courbe  s’arrête  ainsi , parce  qu’au-delà  du  point 
C de  rebroussement,  les  valeurs  que  l’on  donne  à l’abscisse 
en  déterminent  d’imaginaires  pour  l’ordonnée  , ce  qui  sup- 
d*r  . , • , 

pose  que  -j—  renferme  un  radical  ; et  si,  avant  que  la 
courbe  suspende  sou  cours,  ^ donne  deux  valeurs,  l’une 


du  signe  de  jr  et  l’autre  d’un  signe'conlraire , cela  annonce 

qu’il  y a deux  branchés  de  courbe  réunies  au  pointC,  fig.  34,  Fis.  34. 
l’une  convexe  yers  l’axe  des  abscisses,  et  l’autre  concave. 


A ces  caractères  on  peut  reconnaître  un  point  de  rebrous- 
sement de  la  première  espèce  ; si , au  contraire  , les  deix 
d7  y 

valeurs  de  ^ sont  de  même  signe , les  deux  branches  quT* 


se  reunissent  en  C,  fig.  35,  ne  peuvent  être  que  concen-  Fi  35 
triques  : par  cçnséquent  le  rebroussément  sera  ,'dans  ce 
cas,  de  la  seconde  espèce. 

i33.  Pourpremier  exemple,  examinons^  y a despoints 
de  rebroussement  dans  la  courbe  qui  a pour  équation 

Éldm.  Je  Cale.  diff. 
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98  a calcul  diff£he.ntiel. 

C r— *)'=ç**. 

Cette  équation  donne  ' 

jr  =z  x ±.  x*  \/x. 


(78)-  ‘ 


On  ■voit  que  lorsqu’on  preud  x négatif,  j:  devient  ima- 
ginaire; donc  la  courbe  s’arrête  à Forigine,  où  i=Eo  et 
jr— o.  Mais  cela’  ne  prouve  pas  encore  -qu’il  y ait  à l’ori>- 
gine  un  point  de  rebroussement,  car  il  pourrait  n’exister  en 
ce  point  qu’un  arc  de  courbe,  toujours  concave  du  même 
côté,  comme  cela  a lieu  au  sommet  de'l’hypefbofe  ; ainsi, 
pour  reconnaître  si  la  valeur  de  x=o  correspond  à un 
point  de  rebroussement,  il  faut  savoir 'ce*  que  devient, 
près’de l’origine , le  coefficient  différejrtiel  du  secônd  ordre  t 
or,  en  différenciant  et  en  divisant  par  dx  l’équation 

8 

^ 3=  x :£  x*  r 


on  trouve 


.dr 

dx 

d\r 

dx* 


1 ± j x * . 


= ±3,;x’ 


• ••  C79)  » 


Pour  savoir  si  la  courbe  est  concave  ou  convexe, ‘près’ du 
point  où  elle  suspend'  son  cours , on  augmentera  l’abscisse 
de  ce  point  d’une  petite  quantité  h,  en  faisant  iso-f  A, 
c’est-à-dire  h-,  et  en  substituant  cette  valfeur  dans  celle  de 

8*. 


y*' 


on  trouvera 


cg=±î-S*V*. 


Ces  deux  valeurs  de  signes  contraires  indiquent  donc  deux 
Fig.  36.  branches  ; l’une  AM,  fig.  36,  qui  tourne  sa  convexité  vers 
l’axe  des  abscisses,  et  l’autre , AN  ; qui  tourne  sa  concavité 
vers  le  même  a*e.;  pbr  conséquent  l’origine  est  un  point  de 
rebroussemen  de  la  première  espèce. 
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1 34-  Pour  second  exemple,  prenons  l’équation  >• 

Cr  — ■#)’  = (*  — o)3  ; 

cette  équation  nous  donne 

y — 'b±.y/{x—àf;...  (80). 

Si  l’on  fait  x = a,  on  trouve  y=z b>  mais  si  l’on  donne 
à x des  valeurs  moindre#  que  a,  celles  de  y deviennent 
imaginaires  ; car  en  mettante — A à la  place  dex,  on  trouve 

y—  b ± -==.  b d~  h 

valeur  imaginaire  : la  courbe  suspend  donc  son  cours  au 
pointC,  fig.  34,  dont  les  coordonnées  sont  a et  b. 

PjOui' connaître  de  quelle  manière  s’étendent  ses  branches 
au-delà  du  point  C,  substituons  à x la  valeur  a -+-  h,  dans 
d’y 

celle  de  nous  obtiendrons 

. dx*’  > ... 


Le  signe  supérieur  de  • nous  indique  une  branche  GÇf , 

qui  tourne  sa  convetité  vers  l’axe  des  X,  et  le  signe* i 
rieur  nous  indique  une  branche  GN , qui  tourne  sa  conca- 
vité vers  le  même  axe  : donc  if  y a au  point  C un  point  de 
rebroussement  de  la  première  espèce  (art.  1 16  et  i3a). 

i‘35.  Pour  troisième  exemple,  prenons  la  courbe  doüt 
l’équation  ^st  . " 

y = ox’  dt  bx * l/  x. 

‘ • • s * *■  . * 

Si  l’on  fait  x = o , on  trouve  y=.o  ; mais  pdur  x négatif 

y est  imaginaire  : donc  la  courbe  suspend  son  cours  à l’ori- 

. *•  •.  . •*  d*r*  • 

ginej  exaiuinonoce  que  devient  alors  Pour  Cet  effet, en 

• , • «J»  * . % * 4 

écrivant  l’équation  .de  la  courbe  de  la  manière  suivante, 

' j * * V’ 

y = ax*  ± bx' , 
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CAIX0L  mFT<HSNT»Bt. 


nous  obtiendrons 


<îy  — 

£=*ax±\bx\ 

donnant  à x une  valeur  positive  très  petite , représentée  par 

y—  Ci3  Y 

h , la  partie  \.\.by  h de  la  valeur  de  sera  uloindre 

r d*r 

que  la  partie  an,  par  conséquent  les  deux  valeurs  de- 
données  par  l’équation  M 

t f» 

• ^£=,*a±\.\by/ht 


seront  positives  ; d'où  il  suit  qu’à  l’origine,  il  y aura  deux 
branches  qui  tourneront  leurs  convexités  vers  l’axe  des  x. 
Il  existe  donc  , à l’origine,  un  point  de  rebrousseihent  de 
la  seconde  espèce  (art.  n6eti3a). 

É/.'Xes  points  de.rébroussement  appartiennent  à une 
%e  points  compris  sons  la  dénomination  de  points 
vies.  • • • . ' 

• Des  points  multiples. 

» ’ . m ' ‘ 

i3y.  On  appelle  points  multiples  les  points  où  plusieurs 
branches  de  courbe  se  réunissent.  ïîn  point  multiple  est 
double  lorsqu’il  est  à l’intersection  de  deux  branches , il 
est  triple  lorsqu’il  est  à l’intersection  Je  trois  branches; 
ainsi  de  suite. 

Fig.  37.  «33-  Sbit  A,  fig.  37,  un  point  double,  formé  par  les 

deux  branches  de  courbe  AB,  AC,  auxquelles  on  a mené 
tas  tangentes  AT  et  AT'.  Si  nous  représentons  par..;. . . 
F(x,y)  = o l’équation  de  la  courbif,  délivrée  de  radicaux, 
la  différentielle  de  cette  équation , mise  sous  cette  forme. 
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Pdx-f-Qd/-=o,  ne  renfermera  aucun  radical,  parce  que 
la  différenciation  d’une  fonction  rawjbneüe  n’en  introduit 
point  dan;  cette  fonction  ; d’où  il  que  P et  QVront 
des  quantités  rationnelles. 

Cela  posé,  l’équation  précédente  nous  donne 


àj 


dr  P 
d*~  Q" 


(80, 


^ devant  avoir  deux  valeurs  différentes , puisqu’il  y a deux 

p 

tangentes,  il  faudra  que  - se  détermine  de  manière  que 

.P 

cette  condition  soit  remplie  ; or,  elle  le  serait,  si  renfer- 

» *.  • * * V 

mait  un.  radical  ; mais  c’est  une  chose  impossible,  puisque 
P . ' . 

nous  avons  vu  que  q était  rationnel  ; dans  ce  cas  ,.  il  faut 

que  l’Algèbre  nous  conduise  à un  résultat  qui  évite  cette 

• P 

contradiction,  et  c’est'  ce  qui  a lieu  lorsque  ^ se  ente 

© ' ‘ 9r 

sous  la  forqie  -,  car  nous  savons  que  - est  le  symbole 

' '■  • ‘‘  11-* 

d’une  quantité  indéterminée,  et  par  coaséquent  suscep- 
tible de  plusieurs  valeurs. 

i3g.  Voici  de  quelle  manière  ce  théorème  se  démontre. 
Supposons  pour  un.instant  que  • et  «'représentent  les  deux 
valeurs,  de  la  tangente  -trigonométrique  do  la  courbe , au 
point  multiplé,  ces  valeurs  devront  satisfaire  à l’équapon 

: .»+&-*. 

et  donneront  • 

P + Q«  = o,  P + Q«=o. 

Ces  deux  dernières  équations,  étant  retranchées  l’une  de 
l’autre,  on  obtient 
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CALCUL*  DIFFERENTIEL.  . 

Q («  — *')  = °; 


or,  le  facteur  « — « ’ëfan  i composé  de  deùx-  quantités  iné- 
gales* ne  peut  être  nul  ; d’où  il  suit  qu'on  a Q = b,  ce  qui 
réduit  l’équation  P o à P = o.  “Àu  moyen  de  ces 

• (U* 

valeurs  de  P et  de  Q,  l’équation  P -ju  Q — = o»  ou  plutôt 


dr  P ,•  . 

= — 7.  devient 
dr  Q 


_ o 

t\x  • o’ 


>4o.  Si  au  lieu  de  deux  branches  réunies  en  un  point  , nous  en  avons 
un  plus  tjrjnd  nombre,  il  suffit  d’en  considérer  seulement  deux,  pour 

prouver  qu’au  point  do  rencontre  de  toutes  cçs”  branches , ^ On  ne 

peut  parvenio aussi  facilement  à la  mémo  conclusion,  lorsque  plusieurs 
branches  de  courbe  n’ont  qu’une  tangente  commune  ; néanmoins,  dans 

• ’ • ’ ' dr  . * t 

ce  cas  meme,  on  peut  encoro  prouver  que  — doit  se  présenter  sous  la 

. o 1 

forme-:  mais  comme  la  démonstration  de  ce  théorème  est  fondée  sur 
o 

la  considération  des  '‘contacts  dcs'-co'nrbes , nous  nous  réservons  de  la 
donner  (art.  17a),  lorsqu»  nous  aurons  parle  des  courbes  osculutriccs. 

i4».  Od  peut  remarquer  que  la  démonstration  de  l’ar- 
ticle i39étau^fqndée  sur  ce  que  l’équation  primitive  a été 
délivrée  de  radicaux , si  l’on  différenciait  sans  les  avoir 
préliminaireiqent  fait  disparaître ,, il  pourrait  se  faire 
qn’unc  équatîôn  qui  comporte  des  ‘points  multiples  ne 

donnât  pas  7^=  Par  exemple,  l’équation  (78)  art.  1 33 , 

page  9&,  cstdans~ce  cas  : elle  a un  point  double  à l’ori- 
gine, et  cependant  si  l’on  fait  x=o,  lléquation  (79)  se 

réduit  4^=i.  ‘ . 

d* 

iqa.  Enfin,  uous  ajouterons  que,  quoique  l’équation 
~ = - ait  lieu  pour  uu  point  multiple,  i.l  ne  s’ensuit  pas 
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qu’elle  ne  puisse  subsister  que  pour  un  point  de  ce  genre  ; 
car  la  défnonstration  précédente  ne  nous  dit  pa£  que  cette 
propriété  leur  soit  exclusive.  Ainsi,  tout  ce  que  l’on  en 

doit  .çpnclftre,  c’est  que  la  réduction  de  ^ à ^ , indique 

seulement  qu’il  peut  y avoir  un  point  imîftiple.  # 


i43.  Ce  qui  précède  suffit  pour  nous  indiquer  le  moyen 
de  reconnaître  s’il  peut  exister. des  points  multiples  dans 
une  courbe  déterminée  par  une  équation.  Pour  cet  effet, 
soit  U cette  équation,  on  en  déduira, q>ar  la  différencia- 
tion , Pdar  -f-  Qd jr’=r.o  ',  et  l’on  verra  si  les  mêmes  valeurs 
de  x et  de  jr.  satisfont  à la  fois  à la  .proposée  et  aux  équa- 
tions Pstso,  Q~  a ; si'çela  est,  ce  sera  un  indice  que  ces 
valeurs  de  x et  de  y peuvent -appartenir  à un  point  mul- 
tiple, et  alors,  en  discutant  la  courbe  aux  environs  de  ce 
point,  on  reconnaîtra  s’il  est  Vnuhiple.  • 


Des  points  conjugués. 

* • 

1 44*  Considérons  une  courbe  qui  soit  telle  que,  dans  la 
partie  où  ses  coordonnées  soûl  imaginaires,  il  existe  seule- 
ment deux  coordonnées  réelles;  ces  coordonnées  construi- 
ront un  point  qui  sera  entièrement  détaché  de  la  courbe , 
et  auquel  on  a donné  le  nom  de  point  isolé  ou  de  point 
conjugué , . . . t 

Représentons  maintenant  par  jr—fx  l’équation  d’une 
courbe  qui  a ui>  point  coujugué.  Si  «je t b sont  les  coordon- 
nées de  ce  point,  il  faudra  qu’au  moins,  dans  ses  environs, 
les  coordonnée^  soient  imaginaires,  autrement  il  ne  serait 
pas  isolé  ; par  conséquent,  si  nous  supposons  que  l’abscisse 
a s’augmente- d’une  petite  quantité  h,  l’ordonnée  corres- 
pondante, représentée  par  f (a + h) , devra  être  imaginaire  ; 
or,  la  série  de  Taylor  nous  donne,  en  général, 


1 

1 

i 

i 
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calcul  DirrfBEhTlEL. 


/(x+i)=r+i:A+i2:Ü+ÿr±.+  eIC 

cJx  ^ dx*i.2Tdx3a.3  + etc 

Faisant  *=p a,  il  faudra  que  l'ordonnée  correspondante  soit 
b‘>  par, conséquent  pous  changerons  y en  b ; et,  appelant 

Ote)’  (dx*)’*0È?)'>  etC-»  ce  cI}le  deviennent  les  coeffi- 
tiens  différentiels  dans  cette  hypothèse,  nous  aurons 

Or,  poUrque/(a-f  A)spit  une  quantité  imaginaire,  ilfaut  au 

moins  que  l’une  des  expressions  , Q&Y  etc. , 

soit  imaginaire;  c’est-à-dire. que  l'hypothèse  dp  x = a + A 
rende  imaginaire  l'un  des  coefficiens  différentiels  ; si  cette 
condition  est  remplie  'la  Courbe  pourra  avoir  un  point 
conjugué. 

Par  exemple , si  l'on  a l’équation 


y=*l\x  + b)  l/ï, 
en  la  différenciant,  on  trouver^ 


Cette  valeur  devenant  imaginaire , lorsqu’on  faitxr=i 
et  par  conséquent  y=  o,  il  esté  présumer  que  le  point  A, 
Fie  38.  38,  dont  les  coordonnées  sont  x=—b  et  y=o,  est 

nn  point  conjugué  ; nous  reconnaîtrons  ensuite  si  ce  poin,t 
est  réellement  Conjugue,  en  augmentant  et  en  diminuant 
successivement  l’abscisse  — b , d’une  quantité  plus  petite 
que  b,  et  nous  trouverons  que , dans  les  deux  cas,  y de- 
vient imaginaire , ce  qui  annonce  que  le  point  dont  il  est 
question  est  un  point  conjugué. 

i45.  Les  points  conjugués , comme  les  points  multiples. 
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manifestent  leur  existence  an  rendant  - le  coefficient  dif- 

° , • 

férentiel  -n 

, djc  • • • 


En  effet , l'équation 


A 

d*r  m 

et  l’on  voit  que  le  terme  qùi  est  affecté  de  ft  Q pour 

coefficient  ; en  différenciant  de  nouveau , on  trouvera  queQ 

• • d5r 

est  encore  le  coefficient  dé  - - 


étant  différenciéé  et  divisée  par  dr,  nous  donne 
" dx*^d*dx^dx’ 

riz»  - 

dx* 
trouv 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte 

que  lorsqu'on  sera  arrivé  au  coefficient  de  l’ordre  n,  nous 
aurons  un  résultat  delà  forme 

• • *Qëfl  = 0-**  (g2)- 

Cela  posé , il  y a au  moins  l’un  des  coefficiens.différentiels 
tLui  devient  imaginaire  pour  une  vaileurde  x,.et  qui  pprzou- 
^rjuent  contient  un  radical  ; représentant  ce  coefficient  par 

cj»  y.  V « * # * •*  « ^ 

il  faudra  clone  que  la  fonction  de  x que  rcpre'Sentq 

cette  expression  ait  plus  d’une  valeur.  Cela  suffit  pour  que 
nous  puissions  conclure  , comme  dans  l'article  i3^,  que 

Q = o,  ce  qui  réduira  l’cquation  P + Q~- = ®,  ïP  = oj 

• * ‘ ^ . • 

il  suit  de  là  qu’on  doit  avoir  ~ == 

1 dx  o , 
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Calcul,  diffèbenthl- 


Des  courbes  osculütrices. 

146.  Soient  jri=Qx  et  Fa:,  les  équations  de  deux 
Fig.  3g.  courl>e»  qui  se  Rencontrent,  fig.  3g,  au  .point  M,  dont  les 
coordonnées  sont  AP  = x',  PM  = _^  ; on  aûra  donc,  pour 
ce  point , 

- *x'=Fx'; 

supposons  que  x*  devienne  éusuité  x'  -f-  b , les  équations 
précédentes  donneront 


vr-fsw=fs+&+*g'± 


-f-etc...  (83), 


-F etc..!  (84). 




- V-  -T  V - .r  éx’  r t ^ t a 

Si.  tous  -les  termes  correspondais  dè  ces  dével.oppemens 
sont  identiquement  les  mêmes,  les  courbes  se  confondront; 
si  l’on  a seuleuienrFx' = px',  les  éoUrbès,  comme  nous 
l’avons  vu,  n’aurout  de  Commun  que  le  point  M ; si,  outre 

r - » dFx'  Afx'  ■ 

bx  =çx  on  a » ces  courbes  se  rapproche- 

ront davantage  ; etencofe  plus,  si,  outrages  équations,  on 
d’Fx'*  d’«x' 

a encore  , et  auyu  de  suite  ; câr  il  est  e^ 

dent. que  la  différence  de#M-"P^  à M’P'  Sera  d'aufc^W 
«moindre,  qu’il  y aura  un  plus  grand  nombre  dé  ternies 
égaux  dans  leurs  développeinens. 

Cela  posé,  Soient  a,  bt  c,  etc.,  les  Constantes  de  l’équa- 
tion ^=Fx  ^.on.  peut,  sans  cbanger  lajiature  de  la  courbe , 
donner  des  valeurs  arbitraires  à ces  constantes.  Par  exem- 
ple, si  l’on  a l’équation  y’=mx  + »x’,  qui  est  celle  d'une 
ellipse , quelque  valeur  que  l’on  donne  aux  constantes  m 
et  n , cette  équation  ne  cesse  pas  d’appartenir  à une  ellipse , 
puisque  l’équatiou  conserve  toujours  la  même  forme  (bien 
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entendu  qu’on  ne  fait  varier  mzt.n  que  de  grandeur  et  non 
de  signes , et  qu’on  te  les  suppose  ]fas  touls).  D’après  cette 
observation , on  peut  regarder  cômme  arbitraires , les 
constantes  'a,,  b,  c,  etc.,  qui'  entrent  dans  les  équations  . 


<py 


dFx’  dçx' 
dx'  dx' 


d’Fx'  dV'^  . 
dx'1  “ dx‘_t  ’ 


et  en  prenant  autant  de  ces  équations  qu’il  y a de  cons- 
tantes,  on  déterminera  ces  constantes  par  la  condition 
que  ces  équations  soient  satisfaite's.  • • • 

Par  exemple,  si  l’équation  jr  = Fx  pe  oontient  que  trois 
constantes  a,  b>  c,  on  posera  • 

„ , -dFx'  d$x'.  d‘Fx'  d W . ‘ - 

’ dx'  ==.  d»’  * ’ • J dx'1  • 'dx'* 


On  tirera.,  de  ces  équations , les  valeurs  de  a , de  b et  de 
* J 

, en  fonction  de  x',  dé  y',  de  ~r,  ete.  ; on  les  substituera 


dans  l’équa  tion  y = Fjr.  Alors  elle  jouira  de  cette  propriété 
que,  lorsqu’on  y mettra  x'  + À à la  place  de  x,  l’équa- 
tion (84),  qu’on  obtiendra  à l’aide  de  la  formule  de  Taylor, 
aura  les  trois  premiers  fermes  de  son  second  membre  res- 
pectivement égaux  aux  trois  premiers  du  second  membre 
de  l’équation  (SJ).’ 

-Ce  que  nous  disons  d’une  équation  qui  ne  renferma  que 
trois  constantes,  peut  s’appliquer  à une  qui  en  contiendrait 
un  plus  grand  pomhre.  , . . 

147.  Prenons  pour  exemple  lq  cas  où  l’équation 
représente  celle  d’une  ligne  droite  f cette  équation  jr=fx 
sera  donc  remplacée  par  celle-ci, 


yz=:ax  + b (85). 

• « * ’ */  . 

Les  équations  de  condition  , nécessaires  pour  l’éimii— 
natiou  des  constantes-  a et  bÿ  seront 


io8 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

<px'  fss  ax'  + b , ^y-J=  a.  . 

d.r 


m, 


et  comme  <px'  représente  l’ortjonnée  en  M de  la  courbe 
dont  l’équation  est  j-  ==$>*,  et  que  x'  correspond  à j' , 
nous  pourrons  remplacer  fx'  par  ÿ\  et  les  équations  (86) 
se  changeront  en 

y~a*  + b, 
éliminant  a,  on  obtiendra 

' *«  • . d.J''  . 

•r=3F?+*-  • 

• 

Substituant  la  valeur  de  b donnée  par  cette  équation , 
et  celle  de  a , dans  l’équation  (85)  dè  la  ligne  droite,  celle- 
ci  deviendra 

• * J r — S=::i£.(x  — x'):...  (85). 

• • 

• On  reconnaît  dans  cette  -équation,  celle  d’une  tangente 
Fis  ,j0  MT,  fig.  4®,  a®  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x' 

' et  y (art»,  78).  Nous  verrons  bientôt  pourquoi  cette  droite 
MT  est  tangente  ën  M. 

i48-  Reprenons  la  théorie  précédante , et  pour  éviter  les 
périphrases , convenons  de  dénommer  les  courbés  par  leurs 
équations.  Nous  avons  vu,  article  146,  que  si  les  courbes 
y =s:  f x et  y = Fx  avarient  seulement  un  point  commun , 
en  représentant  par  x'  et  y'  les  coordonnées'  de  ce  point , 
on  atirqit  l’équation  de  condition  Fx'±=px';  niais  qu’en 
déterminant  «deux  constantes  de  l’équation  ^ = Fx,  par 

les  conditions  Fx'  = px',  et^j-^-sc:  -f*  , les  courbes 

dx  dx 

commenceraient  à se  rapprocbcr. , 

Représentons  par  y =fx  ce  que  devient  ^ = Fx  apres 
qu’on  y a substitué  les  valeurs  de  ces  deux  constantes,  la 
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courbe  y =/r  sera  une  osçulalrice  du  premier  ordre  à 1a 
courbe  y = ^x;  et  si,  toujours  çn  vertu  clés  valeurs  ar- 
bitraires qu’on  peut  doi*ier  aux  constantes , on  élimine 
trois  des  constantes  de  l’équation  y—  Fa?,  au  moyen  des 
équations  suivantes , 


Fx' 


:<pX. 


dF.r' d$x' 

dx‘  Sx' 


d*Fx'  d'px’ 
dx*  = J 


(88), 


et  qu’on  représenta  par  4x-ce  que  devient  Fx,  après  cette 
substitution , cette  courbe  y — 4X  sera  une  osculatrige  du 
deuxième  ordre  à la  courbe  y=çx,'  doal  elle  approchera 
encore  plus,  et  ainsi  de.suite  ; de  sorte  que  pour  une  oscu- 
latrice  du  nUmt  ordre,  nous  aurons  les  équations 


Fz'=ipx, 


dFx'  d$*\  d*Fk'  d’**'  d-Fx'  d*4>x' 
dx'  — dx'"’  dx'*^  dâF  " dx^” rfï'T-'W- 


149. 'Nous  allons  démontrer  que  , de  deux  oseulatrices 
qu’on  a obtenues  ainsi,  en  faisant  varier  les  constantes 
d’une  même  équation , celle  de  ces  osculatrices  qui  est  d’un 
ordre  inférieur  ne  peut  passer  entre  l’autre  et  la  courbe  à 
laquelle  on  a mené  ces  osculatrices. 

Par  exemple,  soit  MB,  fig.  39,  la  eourbe  y—<px , et  MC  Fig  3g. 
son  osculatrice  y = 4**  du  second  ordre  ; il  s’agit  de 
démontrer  que  l’osoulatrke  y =fx  du  premier  ordre , ne 
peut  passer  entre  les  courbes  MB  et  MC.  •* 

Pour  cet  effet,  en  mettant  x'  -f -h  à la  place  de  x,  dans 
ces  équations,  noqg  trouverons  • 


PM'  ou  ♦(*».*)  =; x' 


■ etc. 


■P'M"  ou 


1 < ■ d4-r\  . d‘4-^'  *•  d’ayjt» 

4vv+»)  = 4 «*+  -&h  + ^ ^ 4-  etc. , 

A \ A • /_/  L.  a.r  « n 


dx' 


d»/V  fi* 

dx'»  O 


■+•  etc. 
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la  courbe  = «tant  une  osculatrice  Mu  second  ordre 
à jr=.Qx%  il  faut  qu’on  ait  • 

l-'-A»,/  _\d »x'  d‘^3/  _ «V'?* 

**— ***  ~Â7'~  Ax' ' _d?7'"_d7r’' 


Û’uue  autre  part,  jr=fx  étant  une  osculatrice  du 
premier  ordre  à jn=fx,  cm  a encore 

/ àfx  _A<foc‘ 

fX-IX, 

• *.  ? • , *-• 

en  verty  de  ce%  équations,  on  a doue, 

• • • * .•  f x'  '■*=.  -{x'  =fxf, 

dpx'  _ <14x' d fx' 

. - . • xlx'  ‘ dx;  dx'  ’ 

et  seulement  ' 

• d*^x' d’4x' 

- • . dx'-1  dx*  * 

" 0 • 

. i \ • * 

faisons , pour  simplifier, 

• . d$x'  , 

*x+d f;a  = r’ 

* ',V'av. 

’ ' *’  ? dx<* 

• v • • ’ .-*'■/  *■ 

les  trois  doveloppcmens  prècédens  pourront  s’écrire  ainsi: 
P M'  ou  * (a/  + A)  = K + VA*-f  ^ + etc. , 

FM"  ou,4(x'  + A)=:K+VA*-H^^.+  etc.,, 

s,  ' \ L\  v I d’./x'  A*  , dyx'  h3 
/(x  + A)  = K + ^ -3  + etc.  ; 

, 

et  en  observant  que  tous  les  termes,  à partir  de  celui  qui 


* • 
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est  affecté  de  h3,  ont  A'.pour  facfeur  commun,  no^s  pour- 
rons supposer 

dW**’ . , MA3 

-rr r-fetc.  = MA3; 

• dar  •*  2.3  . 

• ■ 

, •,  e ••  , , 

et  en  faisant  des  réductions  analogues  dans,  les  autres 
équations,  en  aura  . 

<p  (x'  + A)  = K 4-  VA»’ 4.  MA3 , 

4 (x' 4- A)  = K + VA’ 4- NA3,  ' . • 

f{xr  +A)i=K  + i A’  + PA3. 

* ' ' .*  * * 

Les  courbes'  y—fx  et  jr—  4ar.®t3nt  des  osculatrlces , 
l’une  du  premier  .ordrp  et  l’autre  du  second  ordre,  V dif- 
* d 

fère  nécessairement 'de  î On  ne  peut  donc  faire  que 
deux  hypothèses  sur  V,  savoir:  '• 


, d ’/x’ 


ou  V>i 


. d’/x’ 


dx'*’  ^ ’ dx-*' 


• t V 

Si  V est  moindre  que  j soit  Z l’excès  de  sur  V, 


on  aura 


y . z_  çd»/x’ 

V + Z— > dx'*  * 


• • -*r  , , 

si  au. contraire  V surpasse  quantité  Z sera  né- 

gative.  . 1 • **  . . • 

En  substituant  cette  valeur  de  \~4~t:  , dans  celle  de 
. . V dx  * 

/ 4-  A) , et  en  observant-qde  A*  est-facteur  commun , nos 
trois  développemens  deviendront 


I 12 


ejfi. 

a 


Calcul  djffebentirl. 

»(*'  + l]  = K + (V+  M A)  A-, 

4 (x'  + A)  = K + (V  + NA)  A‘, 

/(*'  + i)=R+(T  + Z+  PA)  A*. 

Or,  en  faisant  A très  petit,  il  est  possible  que  la  quan- 
tité Z indépendante  de  A soit  plus  grande  que  les  expres- 
sions MA  et  NA  qui  tendent  Ters  zéro.  Alors,  si  Z est  po- 
sitif, f (x'-+-A)  surpasse  ç (x'-f-A)  et  4 (x'-f-A)  ; dans  ce  cas , 
Fig.  3g.  on  a donc  /(x'+A)  ou  P'M*,  fig.  3g,  plus  grand  que  P'M' 
et  que  P'M",  ce  qui  montre  que  la  coutbe  jr=fx,  repré- 
sentée par  MM*,  rie  peut  passer  entre  les  deux  autres. 

Si,  au  contraire,  Z est  négatif,  on  a A)  ou  P'M11, 

moindre  que  P'M'  et  que  P'M",  la  cojirbe  MM”  étant 
alors  celle  qui  s’approche  le  plus  de  l’axç  des  x,  ne  peut 
être  comprise  ehtrç  lps‘ deux  autres.'  . . 

i5o.  On  peut  maintenant  expliquer  pourquoi  la  ligue 
Fig  40  droite,  fig.  £o,  qui»  *rt.  *47»  est  vrne  osculatrice  du  pre- 
mier ordre,  est  tangente  à la  courbe;  car' il  résulte  de 
notre  théorie,  qu’entre  cette  droite  et  la  courbe  on  ne 
l>eut  faire  passer  aucune  autre  droite,  ce  qui  est  la  pro- 
priété de  la  tangente. 

On  dit  que  la  tangente  a un  contact  du  premier  ordre 
avec^a  Courbe.  En  général,  une  ostulatrice  d’un  ordre  n 
a un, Contact  du  même  ordre  avec  la  courbe  à laquelle  elle 
est  osculatriœ;  ainsi,  'lorsqu’on  a,  entre  deux  courbes,  les 
équations  • 

* , r , d*x'  dFx'  d>x'  d*Fx' 

9*  = Fît  , — — 


dx1  dx' 


dx'* 


dx* 


ces  courbes  ont  criise  elles  un  contact*  du  second  ordre.  Ce 
contact  séra  du  trojsièide  ordre  si , outre  ceS  équations, 
on  a encore  celle*ci  t ‘ 

. <P$x'  Vd3fx' 

; nr  dx'3  ^"dx'J  ’ j,  • x 

et  ainsi  de  suite. 
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i5l.  L’e.qtfatsonrilu  cercle,  qui  est.  • 

• if  0)‘  -f»  (X *)’  ±=  y’, 

».  " ‘ : .•  • * 

renfermant  trois  constarrtes?  noirs  'pouvons  déterminer  le 

cercle  qui  a uq  contact  du  second  ordre,  avec  ime  courte 
MN,  fig.  4r>  dont  oirr  a l’équation.  P6ur  cet  effet,  soient  Fig. 
x'  et  f les  coordonnées'  du  pqiut  M de  lp  circonférence 
de  ce  cercle;  la  valeur  de  ÿ sera  donnée  par  l’équation 

(y  — P)’  +;  (x  = y’  ...  (go) , 

et  devra  remplacer  Fx' dans  les  équations  du.contact,  qui 
sont  . ‘ • • • ; . 


fy  = Fy’ 

(jOC 


fl  Fr'  (Ypx 


■ <tx' 


**  dx'*  ’ " 


dW 

dx'*  ’ 


si  nous  adoptons,  en  .meme  terftps  x et  > pour  les  coor- 
données de  la  couybe  , aüj>$nn  de  contact >..!«* 

équations  précédentes  deviendront 


r~  r' 

r—*.'  dî 


iy  fe_dy  , 

dx”  dx'*  *9l)î 


il  faudra  d.oim  mettre , pguqles  qüantitésy,  et  ^ , 

leurs  yalçurs  tirées  de  l’équation. (go),  et -de  *es  différen- 
tielles successives,  qui  s^nt 


^ fjf  * y—  «•*  . . • (92),, 

_ a v dy* 

* .*>.  ..Vdx'*  +3ÿï,  + I , (g3) . 

Or,  substituer  dans  les  équations  (91)  Jes  valeurs  de  lÆ'de 

dî7’  Ct  de  ax^’  doûnëes  par  les  équations  (90) / (92)  et 

(93) v n est  autre  chose  qu’éliminer  ces  quantités  entre  les 
équations  (go);  (9,),  (g2)  et  (g3y  cc  qui  revient  à effacer 

Élém.  de  Cale.  diff.  „ 
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les  ^ccens  dans  les  équations  (90),’  (9a)  et  (g3),  en  obser-  . 
vant  d’ai\leurs  que  quand 

j-ssj:',  ou  a * = «r'; 

».  *,  , r v • * * .* 

supprimant  donc  les  accens,  ou  trouvera 

(jr  — 4.  (*.— *)’  s=  y». 


y 

(94) . 

(95) ,  • 


(96)- 


De  cette  dernière  équation  on  Ure 


ÿr 

da’ 


(97)- 


Mettant  cetté  VaVeoV  dans  l’équati©*  (9?) , on  obtient 

• » r »'  w . 

, 0>£W  ' 

x^*=  • jy  d^  ---  (98}- 

do?* 

■ ’ • * * • . . , 

Si  dans  Vé^uâtion  (g4)  on  substitue  çes  vajeuts  <Je 

et  dé  jt  — e,  on  aura  • . 

■ j&Vm:*  . 

* , . s ... 

et,  en  ajoutant  les  numérateur»  qu\  ont  un  factfeur  com- 
mun, pn  apr»  . ^ • , ► • ' • » » 

{'■+30)  ■ 


— Vf 


.f 
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cette  .équation. se  rédqit  à / ^ • 


• * » 

et,  en  tirant  la  racine  carrée , donne 


< 1 5 


dx* 


1 **  4°«b,e  ^gne  est  relgtifà  fc*  pbsitjon  de  y ; si  1g 

courte  tourne  sa  concavité  ver»  l’axe  dés.  a?,  alors^  *,era 

' dx“ 

négatif  (art.  1 iS)  ; et  pqtlr  qu'alors  y «e  détermine  po- 
sitivement/neus  le  prendrons  avec. le  signe  négatif,  et  nous 
écrirons 


car  la  courbe , tondit  sftcbntiviW  vers  î W «fts  ,bsckfis, 
dx*  tiént  la  place  d’ane  quantité  négative',  qui,  lorsqu’elle 


sera  substituée  dans^fa  valeur  de  y,  la  rendva  pOsitivp . 

i53.  On  a donné  au  cercle  que  nous 'vendus  âe  xonsi- 
dérer,  le  nom  dp  dende  ofcnlaieur,  et  â sa*  *jdB  cej^  fa 
rayon  de  carbure;  » ne  s’agira  donc,  pour  otxeni»  le 
raÿon  de  courbure,  que  d\vorr  l’éqHation  de  la  coQrbé, 
pour  en  dédtlire  les  coefficiens  différentiels  qu’mt  Aubvti-. 
tuera  dans  la  forifniie  99,  * ■ . 

Si  la  courbe  devait  tourner  sa  cpnvexite  vers  l’axe  deS  .r, 
nous  ferions  précéder  la  valeur  de  y du  signe  positif. 


1 16  CÂÛtVt.  DIFFERENTIEL; 

i54.  On  écrit  quelquefois  ainsi  la  valeur  dey  : • ' * 

. ‘ • 3 

. (dx*  U»  îb”)* 

? dxi’f 

Cette  formule  se  déduit  facilement  de  J'équation  (99);  car  en  rédoisant 
an  même  dénominateur  Jes  deax  termes  qdf  sont  sous  la  parenthèse,  et 
‘ ' 3 • 

en  observant  que  la  puissance.-  de  dx»,’  eit  dx*,  on' obtiendra 


î.  ' 


, ^ j . 

, (dx*  -t-  d.r*l*  . r(dx*  •+-  dr*)* 

^ , • . <Kr  * ~ . ’"à*d»r 

dx*  J— 
dx» 

i53.  Pour  cjonner  une  applicatiou  tle  1%  formule  (99)» 
cheféhons  le' faÿotr  •de”eourbure  de  là  parabole  ïKàM, 
j.j  fjjj.  4?,  dont  l’équaiibn  est  fnj  ; .nous  trouvel-ou# 


...  , -àr  2X  d*j%  2 

. • 2 seàrn  =*  mdj*,  : =*'— j- , -7—,  =*  — • * 


donc 


• l 


r= 


^.■©“ïï*.  ai 

(■+£)!  [£(t  **•)]* 


m t. 

3 


2 

• ' 

m 


2 

f/l 


et  pn  élevatjt  les  deux  facteurs  ÿ puissances,  on  «1  % 

* •«  ; 

V =.  —5 z ç~; .(,00)4 

, -,  01  . . , * • V • _ ' . *.*■ 

- » ' . w...  ...  .4  • . 

or,  ,V  normale,  à- ta  parabplfe  -ayant  pour  expression 

(Théorie  dos  tourbes , art.  26Î)  + *l)  ’ , on  .voit^que 

le  rayon  -de  courbure  dç  la  parabole  esl  égal  au  orbe  de  la 
normale , divisé  par  le  carré  du  demi-paramblrts' 

166.  Le’cercle  osculqteur  peut  servira  mesurer  la  cour- 
4i-bure  de  la  edurbe  en  un  point’ M,  fig.  ’4 1 j car,  si  en  ce 
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point  M on  décrit,  avec  le  ray  au  4é  courbure,  un  arc  ML  Fic.  zr. 
très  petit,  cet  arc  .poqrra  être,  oousidéré  comme  l’ârc 
même  de  la çourbfc dont  il  s’pcavte  très  peu  ; or,  plus  l’qrc 
ML  a de  courbure,  plus  son-rayon  est -petit-,  d'où  il  résulte 
que  par  le  décroissement  du  rayon  de  courbure,  ou  par  son 
accroissement,  On  pourra  connaître  si  la  courbe. apgiueil le 
ou  dinyn’ue  cfë  cowrbpre.’  • •- 

Par^exeiuplé,  en  considérant  l’èquatipn  (100J,  qui  donne 
le  rayon  de  courbure  delà  parabole,  on  voit  qu’^au  sommet 

de  ht  courbe  , où  artt*.o  , yt=  — ; îhtds'que  lorsqnse  # s’afc-* 

croit  successivement , y aUgmén^,  ce  qui  <jmuon.ee  que  la 
courbure  de  1r  parabole  va  eu  diminuant,  lors  qu'au  s’é- 
carte-du  sommet.’.  ^ . ■ * • 


mt 


carte  du  sommet. 

a r ' * ...  ,, 

exprimant  là  tatîgarrté  trigônomeifîqdè  de 

• • *'.t  . • • ’*  ».  - * # **  • . 

l’angle  que  la  tangente  qn  M",  tig,43.»  frit  avec .l’ax^dcsjr,  Fis.  43. 

l’équation,  de  la  normale  assujettie  à passer  paf  un;  point 

dont  les  coordonnées  sont  «,ç't  sera  (art.  7 3) 

• * • ' * . . 

’ - - ■-*  \\  * 

Cette  équation  étant  la  înèinc.qnç  l’équation  (y5)  Sans 
laquelle  » et  i3.aont  les  ^eoordptmèes  du  eéiftre  du  cercle 
osculateur,  on  voit  que  lè  rayop- de  ce  cercle  est  une  nor- 
male à la  courbe.  ’ . * m 

>s  . • W 
i58.  Si  maintenant,  paf  tqus  les  points  d’une  courbe 

MM  M",  etc. , flg>  44  » 9n  mine,  des  rayons  de  courbure  p-j,.  ^ 
MO,  MO',.  M"0”,  etc.,  on  «instruira  une  suite  de  points 
O,J0\  O*,  etc,  } ces  points  étant  assujettis- à une  certaine 
lôi’O , c4a  suffit  poifr  que  nous  puissions  donner  le  nom 

(’)  Elle  061  iuujlù)it(j/no(jt  renfermée  dans  ('équation  de  Ja  epurbe 
MM'M",  (iliaque  cqtti  courbe  cq»y(  «jipnnéo , l’a  pomtiçn  (]e  cfs  points  eu 
rcsuflb.  ‘ï  • • ■ 


Y 
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de  courbe  k leur  système;  mars  nous  ne  prononcerons  eli- 
eol-e  rien  sur  la  nature  dfe  «ette  nouvelle  conrbe,  qu’on 
appelle  la  développée  de  là  courbe  if'.-CéUé-ri , con- 
sidérée relativement^  la  développée,'  est  appéfée  la  déve- 
loppante. * . • • • • 

. i5tj.  Si  1 on  passe  d’un  point  à l’aùtnt  Je  la  développée, 
non-seulement  x et jr  varient , mais  énébfe  « , jS  etyVarient 
en  même  temps  : cftr  «et  Æ çtqnt,,  çn  général , tès  coordon- 
nées des  centres  du  cercle  oscillateur,  cominc  lp  dévèloppée 
ftsl  formée  par  le  système  de  ces  centres , il  en.  résulte 
que  « et  0 sont  les  coordonnées  de  la  développée  ; coor- 
données qui  doivent  varier  d’itnpoiqt  de  la  Courbe  à 
l’autre. "H  en  est  de  ménte  de  y,  qui  est  Jè  rayon  du'cercle 
osculateur,  et  qui  représente  "alors 'la  disthnce  d’un  point 
quelconque  de  la  développera  un  point  île  la  développante 
d où  est  pstrti  y.  Par  conséquent,  en  différenciant  l équa- 
tion (95)  par  rapport  à toutes  lêj  lettres  (*) , et  eh  divisant 
par  dx,  nous  obtiendrons  * 

(r  gpy*  #***  Vÿv  ,*1»  a*  - 

dÆ»  dcr'J  dxdx"^"  dx  ’ 

retranchant  l’équaiion  (g6)  de  c$lle-cl,  il  resté 

. • dyd) 8 d« 

*'v  ; 1 * 

ôréù  l'or*  tire  * '■»  * • ‘ ' 1 ' - ‘ 

# . ; d«  * 1 

....  *’  A*/?.  ^ ■»  ■ :4* 

■ f d*  .»  • ••3»  ' 

.■i  *r  ■■  ■ m«  !'■  ■■■  'i  1 . ■ • »V  ' 

,(t)  Oo.na  peut. pas  différencier  autrement  Féquatton 

(y 0*  -P’^r — «i*  * >•» 

et  sos  dérivées;  éüpéndsrqil  semWç  que  néut  iyorfs*  agi  qy  treincpl , 
lorsque  'de’l’cquàtton  '<jo]  no'iis  avons:  drihdt  le6  éqlwtious’  {<ji)  et  (;>i  . 
Je  répondrai  que,  connue  nous  avions  deux  constantes  arbitraires  dans 
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or,  art.  69,. 


donc 


ft9 


1 , 

5f ' 

.d* 


dr 

: Tk  ' 


et  par  cbn9équent,  art.  26,' 


djr  _j_  d«  dx 

dï  ’d^  Xd^* 

r ‘4 


djr J* 

-■  ia  ~ dd 


j« 

d$ 

djr 


* y dr 

Si  l\jn  substitue, cette  valeur  de  j^daas  l'équation  (g£)f 
on  obtierfdrtf  \ ■' 


dfi  •- 

y— &=— (oc  — . (ioi). 

• • * 

160.  Nous  avons  vû,  article  157,  <fue  l’équation.  .. 

dwT* 

y — £== — (x  — .$),  était  celle  du  rayoq  de  courbure 

qui  passait  par  le  point  dbntles  coordonnées  sont  x et  y. 

„ , Ax  • àfi  ..... 

bu  remplaçant  — ^ pas  ce  sera  toujours  l équation 

du  même  raÿttn  ; mais  *réquati*n  (roi)  étant  aussi  celle 
d’une  tangerfte  inenée’au  point  de, Ja  développée  , dont  les 
coordonnées  Sont  «et  j? '(*)',  le.  rayon  dé  courbure  est'done 
tangeét  à la  développée.  * 

- ; V V . , * 

- ■ ■ ■ ■ V h"  1 ■■  1 ■ ■■■■» 

l'équation  (90) , nous  les  avons  3 ét annulées  par  la  condition  que  les 
fonctions  représentées  par  les  premiers  membres  des  équations  (gu) 
et  (g3) , fussent  nuits»;  mais , son».«el«tf  nous  n 'aurions  pas  eu  1»  droit 
de  conclure  de  ce  qud  l’éguation  (go ) a lieu , que  les  équations  (91) 
et  (93)  doivent  aussi  avoir  fieu.  ■'  . 

(*)  Observons  qu’en  général  u et^/3  étant  les  epordonnee»  d-’up,  point 
quelcdbque  de  la  développée,  réq\ia(ipD  de  lâ  développée  sera  4 =./*  ; 

donc  représente,  art.  73,  l’anple’qec  là1  tangentê»  a»  point  « , /S, fait 

avec  Taxe  des  abscisses.  . ■ . * ' i»  , 
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161.  Comme  dans  la  démonstration  suivante  nous  em- 
ploierons la  différentielle  d’un  arc  de  courbe,  nous  allons 
déterminer  cette  différentielle. 

Supposons  qu’une  abscisse  AP;=x,  fig.  45,  s’accroisse 
de  PP'=7j;  si  nou?  menons  la  parallèle  MO  à l’axe  des  x, 
nous  aqrons  évidemment 


i 


or, 


ou 


corde  MM'  ==  V Mû’  .4-  M'O*  = \/h'+  fll'O*  ; 

• • *' 

M'O  = /(x  + h)  = + + etc. 

dx  dx1 2 

Substituant  «fette  valeur  daçs  L’expressibn  dé  MM',  et  re- 
présentant par  A,  par  B,. etc.',  les  cqéificiefl» . 4e  de 

W,  etb..,  on  aura 

. . ^1M'= 

. m'  = \/f  S)  + A^  + m + etc.  ; 

donc  . • 

. -r  =V  +'*•+•“  . . . • ; 

r , r.  * J • ^ # * ^ 4 1^  . . 

Dans  le  cas  de  la  limite,  la'  çor<Jc  se  confond’  avec  l’arc 
que  je  représenterai  par  s , de  sorte  'qde  npus  aurons 

Ëi_  . /.4Æ’  ' — 

dx“  V ^ dx’f  ' • ** 

• I • I * “ 

d’où  nous  tirerons,  en  multipliant  par  dx, 

di  = . 

162.  Pour  la  développée^,  dont  les  coordonnées  sont  * çt 
nous  aurons  donc  également  _ * . •*  ' . 

ds  = \/  de*  -f  d/3'-.  ...  . ...  . 
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i(i3..  DifTértyiçtous  maintenant  l’équation  (94)  par  rap- 
port à. toutes  les  lettres,  nous  trouverons 

Cr  — f)  (djr  — d£)'+  (*  — (•)  (di?— d«)  = ydy  ; 

l’éqnation  (gî^nous  donne  *.  u ... 

.*  • • • 

Xr  -'-t)  -f;  (.*  — «)  dx  = o ; 1 

• * * * * •"  * » k 

retranchant  ce  résultat  de  l’équation  précédente,  il  nous 

r«sttt-  ’ * . ’ ’•  . •••  - . 

CT  V®  — .«)  d*  = ydyr  . . . <I02). 

ht  dans  çette  équation  (roa)  et  dans  l'équation  (g4), 
nous  substituons  la  valeur  de  f—fi,  donnée  par  l’équa-| 
lion  (toi),  ûous  trouverons  Ces  deux  équations  : 

dp, 

— *<£  (x — (*  — «)  d-  = ydy.^  • **_ 

dp  1 

mettant'  x — a.  ey  Yacteur  commun  , et  tirant  la  racine 
carrée  de  la. seconde , «es  équations  (ïc viennent  . 

'*  • * x dp  + d#* 

_.(.r_.)___=yJy> 


\ V/rf-M -d/3'_  * 

(x--} — ÂT-r^r* 


divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  seconde,  on 

obtient  r -/  • 

t * dy  .=  — [/■àp.-b  d«\  ’ • 

^ . •*  , . ; . *»  . ’t  1 t t 

Or  nous  àvéris  vu , art.  162 , qn’eb  appelant  'i  un  arc  dé 
la  développée , on  avait  ; * 


»9.ï 


CALCUL  DUFiffBNTlÊI.. 

en  comparant  cette  équation.  àrla  pne«t*dent«  V netfc  en 
déduirons  . - • * 

dy  = — dr,  ou  d(yHrr)=:o; 

ei  comme  toifte  fonction  dont  la  différentielle  est  nulle  est 
constante*  'faons  avons  donc  y + sim  càiisluale  ; donc  si  le  • 
rayon  de  courbûre  s'augmente , il  faut  que  s diminue 
d’autant.  . . * 

0n  énonce  cette .pMposid dn  en  disant  qüe  le  éajofi  de 
courbure  varie  par  les  memes  différences  que  la  développée. 

Fis.  4G.  ,64-  Soient,  ftg.  46,  MO— y ; OB=:f  ; M'0'd=y',0'B=/  ; 

noûs  avoué  donc,  faur  le  rfyon  de  courbure  MO, 

t • . ’ *.  . y -i~  s xx  CàneietMè/^  - : *• 

ou  ’ . *}  ’•  . * •.  , , -,  v •’  i . 

• MO  -f-  arc  Oé  ==  constante. . ( i o3). 

PfliViilomeut  , .le  rayot»  de  roprbure  M,0'  donne  lieu, 
l’équation 

, y'  4r  s,  constante  y 
ou  « 

M'O'  -f  arc  O'B  =1  constante ( i «4  ) ; ’ 

• ••  « . **  ' 

les  seconds  membres  (Ses  équation  » ( i a 3)  61(104),  *»présen 
tant  une  même  constante,  nous  tirerons  de  ces  équations, 

M'O'  4-  dre  O'B  c=  MO  -f  arç  OB , 
et  par  conséquent,  • . . ■ 9 

■ MO'  — MO  r=  arc  OB  — are  O'B  ~arc  00', 

ce  qui  nous  appreqef  tjôe  Ja,  différence  de  detfx  revyofts  de 

courbure  est-égale  à tare  qu’ils  comprennent  entre-  eux . 
i65.  11  suit  de*  là  qae.vi  Fon  applique  sûr  la  développée 
Fig.  46.  OB , fig.  46,  up  fiT'qiu , se  tenftrfadnt  (angenti^lfenjent , 
soit  fixé  au  point  M de  la  développante  MC^  lorsqu’on 
développera  >ce  111 , en  le  laissant  constanilnent  tendu , son 
extrémité  M décrira  dans'  ce  mouvement  la  dcvelop- 
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panlc  MCj  car,  en  supposant  que  dans  son  mouvement 
il  soit  arrivé  dans  une  positron  Q'jtf',  il  se  sëra  aCcru 
de  00',  et  par  eonséquent  égalera  en  longueur  le  rayon  de 
courbure  qui  passe  par  le  point*  0';  donc  rta^rémité-M' 
de  ce  fil  sera  sut  la-dé veloppanle.  # 

166.  Voici  de  quellé  marnièrèon-peut  trouver  l’équation 
de  la  développée  : i°.  on  tirera  de  l’équation,  de  la  courbe 

les  valeurs  de}--,  et  des  coefficienS  différentiels  , etç.  ; 

a0,  ou  substituera  ces  valeurs  daens  les  équations  (95)et  (96), 
ce  qui  dojmera  d6ux  nouvelles  équattèns , qui  uq  Seront 
plus  que  des  fonctions  de  x;  3°.  éliminai*  a- entre  ces 
équations,  on  parviendra  à une  équation  entre  * et /3. 
Cette  équation. sera  celle  de  la  développée.'  ’ 

167.  Déterminons  par  ce  procédé  la  développée  de  la 
parabole,  dont  l'équation  est";  x^n#^  : en  diflp remuant, 
011  trftUve 

s.Mx  = mdj-t  * 

et  par  conséquent 


- 


IX 


dx 


d y 


cfcr‘* 

. « ' 
substituant,  dans  les  équations  (g5)  et  (96) , ces  valeurs  de 
. <1 y . . 

J,  * dx  et  dC  dx“T  C€S  e<luât,ons  deviennent 

= (io5), 

’ +^-7+,=  °----  ('obj; 

. \m  / ni  tn  , v » 

retranchant  l’équation  (l'oS^-de  l’équation  (106),  mul- 
tipliée par  x,  ou  obtiendra 

4xf 


+ 


(107). 
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,24  calcul  dwféhevtiel. 

D’une  autre  paatv'lWquationXvcrfi)  mullipKée  pw  m',  et 
mlyite  , nous  donne  • .• 

ûx3  — %oiü  4-  m’  ~ 
il* où  l’on'  ttjK  ' • ' - “ 


o , 


V 


32c*  m 


Én  éliminant  .rentre  les  éqi*tiPns  (*67^  etj>8),  ou  aura 
l’équation  deïa  développée.  * * ‘ 

Mais  «vaqt  lie  fpjue  cette  opération,  remarquons  que 
pour  Forqjuie  où  ii'io,  les  équations  (107)  et  (tt>8)  se 

réduiséftt  à «—  0,  — ; en-  prenlhit  donc  AB  ==  — , 

Fig.  47.  47»  0n  a ^ point  B de.  la. développée j Ou,  vtfit  en- 

suite, par  1 équation  ( i o8j , qu’en  .donsyuÿ.  dés  valeurs 
pôsitives  ou  négatives  a x , & augmentera  mesure  que  ces 
valeurs  s’anciVissenf,  d’où  if  résulte  que  la  développée  Se 
compose  de  deux  branches  BC  et  BEç, 

168.  Pour  éliminer  x entre  les  équations  (lo^  et  (108), 
la  première,  élevée  au  carré,  donne 

» « m1 

x *=  •’  - à ; 

...  . - *6  • - . 
d’une  autre  part t on  tire  ded’équation  (108) ,,  . 

■ —('-£)!■  '• 

en  élevant  au  cubp  les  deux  tuembres  de  cette  équation , on 
trouvé  % ' ■ , , 

: : ••  : • 

\ 2 A 27  , • 

égalant  ces  deux  valeurs  de  x *,  et  divisant  par  m3,  on 
obtient  , 
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-Y—;' 

JO  \ */  ■ 27  ’ . • 


* jn  > * ' 

appelons  Æ la  quantité /3  - — — ',  et  multiplions  par  2j, .celte 
équation  devient  ; . ' ... 

= nu*  (*3;  • .■  *• 

2^7 

en  faisait l’origine  est  alors. transportée  enr  B,  Fig.  47. 
• • 

puisque'**  =S'j8  . ••  - 

2 # 

169.  Une  osculatrice  peut  être  située  de  deux  manières 
différentes,  à l’égard  de  la  courbe  avec  laquelle  elle  est  en 
contact’:  i°.  die  peut  avoir  ses  deux  branches  tomes' deux 
au-dèssus  de  la  courbe,  comme' danslafig.  48,  ou  toutes  Fi  ,g 
deux  au-dessous,  comme  dans  la  fig.  4çf;  alors  l’oscula.trjce  jrjg. 
ne  fera  que  toûcfiér  Ja  courbe  ; a°.  l'oratrice  peut  avpir 
une  brandie  'au-dessus  de  là  courbe  et  l’autre  au-dessous, 
comrpe  dans  la  % $0  ; dans  ce  cas*,  l’osculalrice  coupe/a  Fig.  5o. 
la  courbe  an  point  M . ' • • . ’ 

1 1°'  va  démontrer,  5g.  5t>qu^  lq  cercle  oscillateur  Fig.  5i. 
coupe’la  courbe!  , 

Soient  pour  une  même  abscisse  x -f-  h 

• , - , '•  ' ' « 

Y l’ordohnoe  de  la  Courbe , 

Ÿ'J’ordemvép  de  l’osculatriae.;  . , 

on  a donc' 


(*)  11  est  facile  de  prouver  que  les  branchés  BCf,  BD  se  tournent  leurs 
convexités;  c.ar  en  différcnciant'dem;  (bis  de  suite  réquation'  ^Jw. 

3 


ou  g t=.  n 'a* , on  trouve 


da» 


2*1  «i  4 / ff 

J==e~9  y jf,  «leur «à. 


«Ûtive  pour  * positif  comme  pour*  négatif,  ee  qui  prouve  que  chaque 
branche  tourne  so  concavité  vers  l’axê  des  r. 
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Y — 9 (x-\-h)  =r  çx  4-  A4.-4-  BA*  -f*  CA?  4-  etc. , t 

Y'=  F(.x-f  h)  = Fx  + A'h  + B'p+G-A3+  etc.  J ' * ' (,°^' 

Or,  puisque  le  cerclé -est  une  osculatrice  du  second  or- 
dçe'  (àrt.  1 48) , les  trois  premiers  termes  dq  ces  développê- 

mens  seront  les  mêmes;  donc  la  différence  dés  ôrdonnées. 

\ • 9 1 
qui  correspondent  à x 4-4  r séra  * 

ê 

(C  — >■  C')43  4-  etc. . . . (ito). 

Supposons'  maintenant  que  l’abscisse  devienne  x — 4;  il 
faudra  changer  4 en  — 4 dans  la  ’différeucedes  ordonnées, 
qui  deviendra 

• . • — - C')A3 -f  eto...\‘ . , 

t.  • , • 

Or,  comme  le  premiér  tefme  des  suites  (no)  et  (i  i i ) peut 
surpasser  la.çbnimè  de  tous  tes  autres  termes,  en  prenant  4 
asséz  petit,  il  en  résulte  que  la  différence  deg  ordonnées 
changera  de  signe , lorsque  l'abscisse;  au  lieu  d’être  x 4-  4 , 
Fig.  5i.  Sera  x — 4 ; 'ainsi'  en  prenant,  fig.  5i,  Pf*"^  PP'=  4,  si 
la  différence  des  ordonnées  correspondantes  à x -f-  4 ést 
uné’quantite*  positive , c’est-à-dire  si  l'ordonnée  P Af/  de  la 
courbe  surpasse  P'K',  l’ordonnée  P"N*  de  l’osculatrice  sur- 
passera l’ordonnée  P'M'  de  la  courbe  : d’où  l’on  conclura 
que  l’osculatrice  est  d’un  côté  gu-dessus  de  la  courbe  et  de 
l’autre  au-dessous  , et  par  conséquent  la  coupe'. 

Ce  que  nous  disons  du  cerclé,  qui  esy  due  osculatrice 
du  deuxième  ordre,  peut  s'appliquera  toute  osculatrice 
d’ordre  pair. 

171.  Si  l’oscul%trice  était  d’un  ordre  impair,  elle  tou- 
cherait seulement  la  courbe,  au  lieu  de  la  cpuper.  Cela 
est  évident  d’après  la  démonstration  précédente. 

17a.  Votai  te  théorime  que  nous  avons  promis  de  donner,  art.  i^o,  sur 
les  points  multiples,  Si  les  courbes  qui  se  réunissent  en  un  de  ces  points, 
ont-  une  tangente  commune  dont  l’équation  soit»  représentée  < par 
y — ax  4-  b , nous  changerons  Fr’ en  a.r  + 4,'  dons  la  Seconde  des  équ*- 
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tidns  (109),  ce  qui  donnera  ^ ou  A'  = a,  et  tous  tes.  astre»  coeffi. 

ciens  de  Cette  équation  lieront  nuis.  La  tangente  éta'ht  une  osculatrice 
dn  premier  ordêe , <px  H-  AA  égajcfa  T*  -J-  A'h , cp  qui  réduira  la  difTe, 
rencq  des  équations  (109)  à Y — Y'  =;  BA"  -t-CA*  4-  etc.  ' 

Cètte  diffère  née  dey  ordonnées  devant  avoir  une  Valeur  double,  QM 
et  QM'  (fig.  5a),  il  faut  que  l’un  des  coeffi  ciens  .différentiels  qui  sont 

représentée  par  B, Ç,  etc.,  ait  dettx  vateifrs.  Soit  ^jÆ-ce  coefficient ;#ti 

dr*  . ■ • , • 

l’on  prend  tes  différentielles  successives  de  l’équatien  Pdr  4.  Qdr.==o, 
nous  avons  va,  art.  itj5,  qu’à  chaque  différenciation  le  terme  Q reste  ton- 
jour?  facteur  de  la  différentielle  de  l’brdpe  lo  pins  étèvé  dej- j de  sorte 
que  la  différentielle  de  l’ordre  n 3e  la'  fonction  proposée  pourra  être  re- 

* m * 

présentée  par  Q 4~  K = o,  et  puisque  ^-^  doit  avoir  deux  valeurs,  on 
prouvera,  comme  dans  l’art.  i3g,  quê  Q est  liul.  Cetio  vafinlr  d»’Q 
réduira  celle  djî  P à zéro^  d’où  il  suit  que  l’équation  — = — q dan- 
dy o 

ncn>  t—  ~ -,  , * 

dx  o . * • 

Applicatif  du  théorème  de  Taylor  au  développe- 
ment des  fonctions 'de  deux  variables  qui  re- 
çoivent des  accroifsemens. 

173.  Lorsque- dans  nne.  fonction  «,’de  deux  Variables  in- 
dépendantes x et  f,  on  change  .r  en  ar-f  A,  et^eu  J>M. 
le  théorème  de  Taylor  petrt  nous  donner  le  développemen  t 
dq  .cette  fonction.  En-effet,  si  l’on  substitue  d’abord  à x la 
valeur  x -+-  h , on  aura 

F 

f..  , t v 1 du,  &'uh%  d5«.A3  . 

h étant  en  évidence  dans  ce  dévelopf*»ment , y pe  peut 

être  contenu  que  dans  lefe  foutions  u,  — , g~i  ’ etc. 

Changeant  donc  y eu’  jr  -f  k dafis  ces  fonctions  , nous 
remplacerons,  dans  l'équation  (tïa) , 
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• # 

1/  par'  'U  -f- 


CAT.CW,  DIFFÉRENTIEL, 
du  . d'U  Æ’..  d3If  k\  ■ 

.5?  *+'.4F»+''3?'ï3t  ’ 


. ds 


du  > 


, du  jl  dû' 

du  du  • ’d-r  , - .’dai*  “ "d(r  k1  ■ 

- P»’  77+^'*  + T7---+  T7f  O t f 


dx 


cUr 

dV 

dx’  ^ai  dx* 


d’u 


j d'“  a»  d‘u  J3  ~’u 

JS.*!®  ££»■*+.£.; 


àjr  " *■-  d^-*  a 7 
etc.,  etc.,  etc. , ■ , été.,'  etc.  ‘ *. 

* • * ‘ t • • 

et  formant  autant  de  ligues  qu- il  y a de  termes  dans  l'é- 
quation (lia),  nous  ohdendtons 

r,'  1 x . . ,,  . du  '■  d'u  k2  ' 

f(x+h,jr+i)  = u + —k.+  __  + *te. 

• • . a 

+ Tx  h + hk  + etc'  ^ * • ' '°r3)* 

d*u  h\  . . 

+6tC-> 

iy4>  Si  l’on  eût  fait  les  substitutions  dans  un  ordre  in- 
verse, oo  aüraitd’abord  trouvé, en  changeant  y en  jc-f-  k , 

...  - du  d'û.Æ*  ' à3u  k% 

/t*  , ,■+*)=.  + j.  f + __  + + etc.-; 

et  en  mettant  ensuite  dans  chaque  terme  £ + h'h  la*  place 
de  x y on  serait  parvenu  à ce  dévèloppement 
r.  , , ...  du  . . d*u  h * 

/tr-M,  *.+  *)  = « + 3I4+5--  + ^c. 


’ . du,  , d>Ir 

*tir**+etc- 

- + ££+«*: 

d^*  a *■  . 

-+■  etc.’/ 


Digitized  by  Google 


MAXIMA  ET  MIN  IM  A DES  PONCTIONS  DE  DEUX.  VAU.  I tf) 

L’ordre  dans  lequel  nous  avons  fait  ces  substitutions  étant 
arbitraire,  puisque  devant  mettre  x -f-Vi  partout  eù  entre 
x',  et  j'-'f-fc  partout  où,  entre  jr,  ces  opérations  ne  peuvent 
influer  l’une  sur  l’autre;  il  en  résulte  que  les  deux  déve- 
loppemens  n3  et  n4,  doivent  être. identiques , *ét  que, 
par  conséquent , lés- tennes  affectés  des  mêmes  produits 
de  h et  de  k ont  les  mêmes  valeurs.  Si  nous  égalons  donc 
entre  eux  les  termes  qüi  sont  multipliés  par  hk  , nous  ob- 
tiendrons 


• d’n  d’d- 

Axelf  '"‘•djfdT’  • 


Cette  équation  nous  apprend  que  pour  prendre  la  diffié- 
réntiptte  seconde  du  produit'de  deux  variables,  l’ordre 
des  différenciations  estjirbhraire.  On  prouverait  la  même 
chose  pour  les  coefRciens  différentiels  des  ordres  supé- 
rieurs, en  égalant  entre  eux ‘les  coefticièns  différentiels 
des  autre»  tenues  des  équations  (i  i3)  et  ( r*r 4) - 


Des  tnàxunù  et\  mïnima , dans  les  fonctions  de  deux 
• variables . ' ' * i, 

i ■ •.  . • ..  . 

- * **  .•  *#.  * 

ij5.  Nous  venons  .devoir, 'art.  ij3,  quqsi,  dans-une  fonction  déux 

variables  indépendantes  x et  yt  on  rfimplR^ait  x par  x 4.  h,,  ot  y par 
y + k,  le  développement  de  /(x  -fe  A,  y serait  donné  par  l’équnfion 
(ii3).  Si  dam  cette  éqoatioir  nous  représentons /(x+h,  y+k)  pa#U,  i 

• , d«  . . ■ . 

•&'  d*u  • 

par  mh,  et  -j  — ,por  nous  aurons 

. • • . * % * * t 


ü = ° +h  G?*^aï) + 5*-*  (sr> m*  t' a 

.*>,  ■ ■ -+■  termet  en  h5,  ^nTHj'çtç... . {ir5J.’  ’ 


Pour  que  u .soit  un  maximum  pu  un  mini  tanin,'  fl  -font  qqe . quelque, 
valeur  que  l’on  attribue  aux  actroiasçmens  h et  *,  .U  téi|  toujours  plu* 
grand  que  u ou.. toujours  plus  petit;  or,  ocla  n'est  possible  qu'au  I an  t 
Êlém.  de  Cale.  dij[f.  Q 
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/Au  tlu\*  « % * • * J 

*jncle  tprihe  A'  J csl  nnl  j car  cela'nétait  pas,  co 

fcrlpp,-irt.  gt , pouvant  être  rendu  plus  grand  que  la  somme  algébri- 
que de  tdiwoeuï  qui  l£  ^mirent , moyennant  un'e  valeur  convenable. de 
A , en  prenant  sutceasivement  cette  valeur  .négative  «t  positivé , -otr  ren- 
drait j dans  l'un  des  cas,. U plus  grand,  et  dans  l'autre  moindre  que  u ; 
ainsi,  pour  que  cette  fonction  n'soU  un  maximum  ou  up  minimum,  il 
faut  q'ne  l’on  ait 


ou  plutêt 


du 

• dr' 


du 

’ dx  °- 


L’accroissement  A étant  arbitraire , il  en  doit  être  de  même  de  nt  ; par 
conséquenVoutte  équattou  a lieu  quel  -que  soit  m, -fie  quiv>xige  qu’elle  se 
partage  én  celles-ci  : 1 

. • • d«  d“  ' 

dî.=  ü • 

' 17^.  'Examinons  maintenant  ce  .qui.  distingue  le  maximum  du  mini- 
miun.  l’bur'aet  effet,  rem^rquon*  que  puisque' lé  terme  en  A est  nul, 
o’est  le  terpie'.enA?  «lui  doit  décider  du  signe  de  la  soinme  algébrique  de 
tous  ceux  qui  suivent  u ; jl  faut-donc  .que  Ie'termc  en.ft’^k'il  n'est  pas 
nuj,  ne  puisse,  par  des  valeurs  de' A et’ de  A, "se  déterminer  tantôt  po- 
sitivement, tantôt  négativement , autrement  U pourrait  êtrç.,  dans  un 
cas  , plus  petrf , et  dan»  un  autre  plud  grand  qire  n ainsi , nous  allons 
ebepeber  la  Condition  qui  doit  astoir  Ueu-pour-que^le  terme  en  A*  con- 
serve toujours  le  mêiçe  signe,  quelles  que  soient  les  valeurs  qu'on  donne 
lt  b Qtà  Jti  Dans  cette  vue,  représentons  le  tértnd, en  h'  de  l’équation 

(nfy  par  V •••  V *•’  . '• 

t :*.  « fc" 4-' q i.»  .•  ••  . 


mettant  A en  facteur  commun  T ce  terme  deviendra 

• 1 * 

♦Ci 


j AA*  (m»  4-  a | m +*^Y  ... . (l  t6)  ; 


- .*>■ 


ajoutons’ sons  La  parenthèse  la  quantité  identiquement  tiulle  — — — , 
l’expi'evsion  (n6>  pourra  ^éfcrire  ainsi  : 

V ; * s i-,  r/_  ’ H\ ■ * Ç BO  '•*  . 


-M* 

a 


r/  • bv 

*•  c 

B*  *1 

K-+»! 

• +Â~ 

Â-i 

(l'7)v 
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y ’••• 

et  Ton  voit  qu’elle-  sera  tp.ujourtf  du  signe  de  A si , C et  A étant  dé 

"•  C'  *B»'  * ^ 

mêmbs  signes,  l'on  * » t’est1  Wfire  AÇ^>if.  ; car  alors1  la  qnan- 

v ..  .«•  •.  " . • * 

tité,  qui  êst  multipliée  par  - Aji',  sera-  essentiellement  positive,  et 

le  signe  de  l’exÿrektion  (y  7)  dépendra  dp  celui  da  A ; do  suite  qu’on 

aura  un  maximum  nu  un  minintum,,  suiTant,  que  A sera  négatif  ou  po- 

,•  ’.  * . d*u-  * ' ' 

sitif,.c’ést-à-dire  suivant  le  signa  de—.,  qui  est  le  même  que  celdi  de 


d*u 


jj^,  parce  qu’oo  a vuque  CJ  etA  étaient  supposés  être  de  mêmes  signes. 

De  la  transformation  des  coordonnées  rectangu- 
laires en  coordonnées . polaires.  . 

1 77.  Considérons  utie  cçurbç  BDC , fig.  53 , dans  laquelle  pig  53. 
on  a déterminé  de  position  un  poit^t  M,  à l’aide  des  cooV- 
données  rectangulaires  ÂP==jr  et  PM==jy  > ce  point  peut 
être  également  détermine'  si  l’on  donnel’angle  MAC  et  lq- 
rayon  vecteur. AM  niais  comme  on  mesure  ordinairement 
les  angles  par. lei. Arcs,  nous  remplac'erorts  lSmglé  MAC 
par  l’arc  mo,  décrit  avec  un  rayon-pris  pour  unité  ; ainsi, 
en  néminanf  t cet  tfre  mo,  et'  u le  r^yon  vecteur  AM, 
nous  pouvons  substituer  le  système  des  coordonnées  po- 
laires t et  u à celui  des  coordonnées  rectangulaires  AP  ==  x 
çt  PM  = jr;  . •'  '*  • 

1 7Ç.  Il  est  â observer  que  l’origine  des  abscisses  polaires 
est  quelquefois  placée  ailleurs  qu’en  oj  car  le  point  M est 
également  déterminé,  lorsque  ayant  pris  un  point  9 pour 
origine,  on  dorme  l’arc  d'm  et  le  rayon  vecteur  AM.  Dans  t 
ce  cas  j nous  pouvons  représente!-  cém  par*/',  et  Alors  toutes 
les  abscisses  comptées  de  l’origipe  0 différeront  des  abs- 
cisses comptées-  dè  l’origine  o' , d’une  quantité  cons- 
tante ço'  ; et  il  y aürji  entre  elles  la  relation  suivante: 

Comme;,  au  moyen  de  cette  relation,  on  peut  toujours 
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chaîner  l'origine  de' la  manière  qui  nous  convient,  nous 

supposerons.,  pour  plus  de  simplicité',  l’originfc  en  o. 

• « • 

• ï-jg.  Représentons  maintenant  par  F(x,  y)  o^l’éqpa- 
lion  dans  laquelle  nous  Voulons  changer  les  coordonnées 
rectangulaires  AP  = x et  PM  ==  y,  en  coordonnées  po- 
laires om—t  et  AMe=ii,  et  cherchons  les  relations  c^ui 

existent  entre  ces  coordonnées  -,  nous  avons  évidemment 

• • * * * 

AP  ==  AM  cos  MAP,  *PM  — AM  sin  MAP, 
ou  * 

x=ucosl,  y ==u  suit. . . ; (ti8). 

Il  suflirait  donc  de- substituer  Ces  Valeurs  dans  l’équation 
représentée  par  F(x  ^y)  =’o,  pour  obtenir  celle  qui  serait 
rapportée  à des  coordonnées  polaires.'  _ . /•’ 

180.  Si  l’origine  des  coordonnées  rectangulaires  x et  y 
fie-  5{.  n’est  pas  au  centre  A de  la  courbe,  fig.  5tj-;  soient;*^  y', 
les  .coprdonnécs  comptées  de  l’origine  A’,  et  a et  b Je* 
coordonnées  comptées  du  centre  A,  oruaura 

" 

AP  = A‘Q  — A'B,  MP^MQ  — AB, 

ou  ( . - ' ' 1 . 

, ..x  — x'—a,  . yz=>.y'.~b, 

valeurs  qu'on  substituera  dans  les  formules  précédentes. 

• * * .*  ■ * . . « 


De  lu  transforntàtiûn  dès  coordonnées.  polaires  m 

Y 1 

coordonnées  rectangulaires } * et  aéteiinination 
de  l’expression  différentielle  de  l’arc  dans  une 
courbe  polaire. 

181.  Inéquation  rapportée  à des.  coordonnées,  polaire» 
Fit;  53  étant  représentée  par  F(r,  u)=  o , on  voit  d’abord,  fi|j.  53 r 
qu’on  peut:  remplacer  rtpar  sp.valpuT  tirée  de  l’équation 

AM.  =c  AP3  -f  PM%  • , f . 

M 


#• 
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• • . -Ky.« 

5 , 

A lfégai;d'  de  1 , les  équations  X*  *8)  > divisées. l’ujie  pat 
Vautre,  utùis  dbnuertfdt  • 


* >y 

d’où  l’on  tire 


x 
• * 


..»*»?  i i A»  y 

étts  / b - 


. • : -um.  .... 

. • 

Cette  valeur  de./  et  «elle>de  //-'#lant  substituées,  dans  Pé- 
(fuatibn  réprésentée  par  T^t,  u)^=d,  on  obtient.  • x 

* • • ” ,V  - • . • • • 'i 

C’eSt  àfnSi  pàttTiéiit!  à Wééqu'atioh  en  x et  en  t 

affectée  d’une  quantité,  transcendante, , ; 

.182.  On  péüt  aussi  obtenir  eijtre  x et  y une  e'(jukl.joii 

<1  ui, ne  contiendra  point  la  transcendante  arc  f long  = — J ; 

mais  qui  renfermera  des  différentielles.  Pour  cela,  on 
différenciera  l’équation  qui  est.  représentée  par  la  for- 
mule 120,  ou , copime  cela  se  pratique,  on  emploiera 
le  mpyciï  suivant  pouf  arriver  k ce  but.  Représentons 
toujours  pur  = o 1’.  quation  cfH*»l  s’agit  de  trans- 

forme* tn‘  uvie  fonction  dès  coordonnées’ rectangulaires  x 
et  y-,  nous  venons  de  voir , art.  181  , que  la  valeur  de-« 
pouvait  s'exprimer  en  i et  eu  y.,  s?ns  transcendants  , lûafs 
qu’il  n’en  était  pas  de  même  de  /;  c’est  pourquoi  nous 
chercherons  d’abord  à éliminer  t outre  F(/,  wj  =aVr  çt  la 
d ilféreuliel le  dè  cette  équation,  qùe  nous  représenterons 
yiar  F (/,  11,  dt,-d«)  «=  o i à la  vérité.,  nous  introduirons 
dans  le  résultat  deJ’élijnination , leç.  différentielles  d/ 
cl  <tüj  mais  ccs  dilléfenUellc$  pour/ont  s'csjirkucr  eu 


l36.  C*I.ÇT7LI)irïi*KHTIEL. 

rayon  vecteur  4M , la  sous-tangente  seytralnrs  hr. perpen- 
diculaire AT',  comprise  depuis  le  point  A jusqu'à  la  ren- 
contre T de  4a  tangente.  La  sous- tangente  a donc  -une 
position  différente  dans  les  courbes  polaires  que  dans  les 
courbes  qui  ne  le  souft  pas-  car  dans  les  unes  la  .seus- 
tangente.est  toujours  comptée  sur  l’axe  des  abSciseesy 
tandis  que.  dans  lçs  courbés  polaires , où  cet  axe  n’existe 
pas,  la  soiîS- tangente.  Ÿàrie  de  position  à .chaque  point 

de  la  courbe.  . ‘ ' ' •' 

* # ,»  * ,f  . » • ' 

ï85.  Déterminons  maintenant  l'expression  analytique 
delà  sous- tangente  dansles  courbes  polaires.  Pour  cet 
Fie  56.  Mfet , soient  AM  et  ÀM‘,  fig.  56,' deux  ray ous  vecteurs, 
et  du  point  M mpnons  la  perpendiculaire  MÎ?  sqr.le  rayon 
vecteur  AM',  et,  à cette  perpendiculaire.,  menons  la  pa- 
raître AT  ; les  triangles  semblables  ATM*,  PMM',  noiîtt! 
donneront  la  proportion  . 


d’où  l’on  tire 


PM'  ; PM  :»  AM.'  : AT.; 

9 

AM'-xPM'  . 


AT: 


PM' 


et  en  observant  que  PM'-  est  un.*  côté  du  triangle  rectahgfe 
PMM',  cette  valeur  de  AT -devient 

•-  ' ' • 

.•  , ....  ..  v"MM'*-^PM'  • ■ * ■■ 

Dans  le  cas  de  la  limite , AM'  est  égal  A AM , c’est-à-dire  à 
u , PM  se  cotafond  avec  l’arc  MN , kt  corde  MM'  ayee  l’arc 
MM',  et  AT  devient  la  sous-tangente.  Il  ne. s’agit  dpne  piqs 
que  d’avoir,  pour  le  cas  <^e  la  limite  , les  .expressions  M'M 
et  MN  ; la  première  de  ces  .expressions  b’est  alùrs  qtie  la 
différentielle  de  l'arc  de  courbe,;  doiic,  art.  j83,  ' 

. ’ . • MM'  ss  V»’d<*  +■  dV; 
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SOUS-TAÏJOENT'ta  , .etc.  , AUX  COlflîBES  POLAIRES.  1 3^ 

àlMjprdde.MN,  les  sectenrS-'AiHt'  et  XMR  nous  «Tonnent 
la  proportion  . . • • ••- 

ar  : rr' am  :.mn,  • 

OU-  ‘ . .;•  •• 

i :RR'  ::  :*  t ; ‘ 

• ' ; ' * » » 

donc  MIv  = w,.  RR  , quantité  qui,  dans  le  Cas  delà  limite, 
se  réduit  à ij&t,  Mettant  ces  valeurs  de  MN  et  de  M'M  dans 
celle  de  AT,  après  qu’on  y aura  changé  AM'  en  ufct  PM 

en  MR , ‘et  réduisant  , nous  trouverons 

1 . ..  ; .aï  ■ :*  i * 

' ‘ AT 

au  • 

. fs  J .-  *• 

Telle  est  l’expression  de  lasous-t&ngente. 

i8&.*P°ur  déterminer  la  sous— normale,  nous  observe- 
rons £ue  la  normale  SM  étant  perpendiculaire  à là  tan- 
gente, 1 ordonnée  AM,  fig.  $5,  doit  être  nfbyenne  pto-  pi(,  55^ 
portionnejté  entre  la  sous-tângente  èt  la  sous-eiormale  ; 
par  conséquent  bous  avofis  . • 

at  aM  am  sons-rtoflhafe , 


ou 


donc 


" u’di 

“*  •'  ®.  : sous-'irorrntale  ; ■ ~ 


sov*-rnormahf  —s  , 

A l’égard  dé  là  normale  et  de  la  tangente,  les  triangles 
rectangles  MAS,  MAT  donnant  . ' . ' 

. __  *‘l  ,r 

MS*=.  j/ma*  + Aét,  :•  MT=±  y/MÂ‘  + Àt\ 

Substituant  dàns  coéquations  les  valeurs  de  MA y de 
et  de  AT,  nous  trouverons 


...1  v 


-w 


• % ' • *w  ■ ! 

normale  ~\Ju^  + ^ , tangente  =a^/  ,.4,  „• 
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’c a t -CW-  nirrÉBENTrEi- 


t lu 


. uk  , , d'u  A’1..  d3u  A1. 

k par'  'ü  -f-  k + ■ — - — — = -f*  etc.  j 

•.  . d/  » dr3  2-  3 

d«  * dû'  A3du, 

du  du  • ?dx  , - .‘dxi*  d^  À'1  *•  • 

Âi .**r  £ + 17  * + ~dp'  * + -&■ ^ * f c- ; 

, d*u  d’u  , d*a 

^dx*/K.,d'dx*  *3  ■ . - 


d'u 


die*  ^ai  dx*.^7  d y ” T dy‘  a 7" -<i/J  » 3> 

etc. , ete.-,  etc. , • , etc. , ' etc.  ‘ \ 

* »,  * * .*  1 ' * 

et  formant  autant  de  lignes  qu-’il  y a de  termes  dans  l'é- 
quation (ii?.),  nous  ohtiandtons 

s,  * -,  x ....  . du  , '.  d’u  k7  * 

ffr±h,jr+k)  = u + -i.+  --  + etc 

d.~ 

. . du  , . ‘dx , . . 

..  +difc+"dra  + etc 

hl  _i_  etc 

■••••*.  . -T^r+e,c‘ 

+ etc 

iy4-  Si  l’on  eût  fait  les  substitutions  dans  un  ordre  in- 
verse, on  aurait d’abord  trouve’,  en  changeant  y en  y- j-  k , 

ft+  nr-L.l\ , du  , d*û. h%  * d3u  P 

• • oy:  ajr*  i djr  2.3  ' 

et  en  mettant  ensuite  dans  chaque  terme  X4- A' 'à  la'  place 
de  x,  on  serait  parvenu  à cedévèloppement 

fi^+  k,  a;,+ h)  =x  k + 'iil  h + — 4-  etc. 

dx  dx*  s 


4- 


dxa 


k 4- 


4-  etc. 


. . <1  r3). 


’d.— 

^5?<  + _5?“  + ,,c' 

•••  + ££  +«.: 

a j*  2 *• 

+ etc. 


(n4>. 
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MAXIMA  ET  MIHÎMA  DBS  PONCTIONS  DE  DEUX  VAR.  | 

L’ordre  dans  lequel  nous  avons  fait  ces  substitutions  étant 
arbitraire,  puisque  devant  mettre  x+Vr  partout  où  entre 
partout  où  entre  j-,  ces  opérations  ne  peuvent 
influer  l’une  sur  l’autre;  il  en  résulte  que  les  deux  déve- 
loppemens  n3  et  i *4  doivent  être  Identiques , *et  que, 
par  cftn'séquent , 1*- termes  affectés  des  mêmes  produits 
de  h et  de  k ont  les  mêmes  valeurs.  Si  nous  égalons  donc 
entre  eux  les  termes  qüi  sont  multipliés  par  hk  , nous  ob- 
tiendrons 


, du  . da 
d.j-  d.-j— 

Ax 4r 

djC*  K 


t>U 


plutôt  = 

■ * dard  v ,1 i 


ifày  d rd.r* 

a 

Cette  équation  nous  apprend  que  pour  prendre  la  diffé- 
rentielle seconde  du  produit 'de  deux  variables,  l’ordre 
des  diflérenciations  estjirbhraire.  On  prouverait  la  même 
chose  pour  les  coefficiens'  différentiels  des  ordres  supé- 
rieurs, en  égalant  entre  eux  les  coefliciéns  différentiels 
des  autres  termes  des  équations  (1 i3)  et  (f«4). 

• ' * ■> 

Ucs  maxima  et.  mituma , dans  les  fonctions  de  deux 
• variables.  ■ . 


• • , 1 ’ • ■ *•  ..  , 

ij3.  Nous  venons, dq-voir, art.  i?3,  «fut;  si , dans-une  fonction  dq  <Üux 
variables  indépendantes  * et  y,  on  rempilait  x pa/  x + A,.ot.rpar 
X + k,  le  développement  de/<x  + h,  r ■+.•>)  serhit  donné  par  l'équation 
(ii3J.  Si  dans  cette  équation  nous  représentons  f(z+htj-+k)  paé  U,  i ' 


a d“ 
d’5x 


d»u 


par  mh , et  -ÿ-  par  > nous  aurons  * 

• «errncr  en  h’,  en  bt,  çtç  ...  {ir5j.  ' 


r .quc  U. soit  un  maximum  pu  un  ràtoimuaff  fl  faot  gije,  quelque 
11  r que  l’on  attribue  aux  accroiesçmens  h et  k,  J J soit  toujours  plui 


Pour  1 
valeur  < 

grand  que  u ou-toqjours  plus  petit;  or,  oela  n'est  possible  qu'aufont 
Èlêm.  de  Cale.  diff.  ' 


4 

• .4 
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sfncle  t^rdie  A"  \ est  uni;  car  cela  n’était  pas,  co 

. W.  . «/  \ • 

fcr»pe,.àrt.  gr , pouvant  être  rendu  plus  grand  que  la  spmnve  algébri- 
que de  téiwoeux  qui  Icsnivcht,  nniyennuni  linfe  valeur  eonvenoble.de 
h , en  prenant  successivement  cetto  valeur  .négative  et  positive, 'ott  ren- 
drait^ dans  l’un  des  cas,. U plus  grapd,  et  dan»  l'autre  moindre  que  u ; 
ainsi,  pour  que  cette  fonction  a »6it  un  masimum  ou  up  minimum,  il 
faut  tprte  l’on  ait 

ou  plutôt 

» da  du  , * 

.^ra+d?  = °'  . • 

* . • 

L’accroissement  A étant  arbitraire , il  en  doit  être  de  même  de  ni  ; par 
conséquent»  oatte  équation  b lieu  quel,  que  soit  ni, -Ce  qui  exige  qu’elle  se 
partage  én  celles-ci  : 


du 

3?  " »• 


dî 


Examinons  maintenant  ce  qui  distingue  le  maximum  du  mini- 
mum i’bur'set  effet,  remarquons  que  puisque’ lé  terme  en  h est  nul, 
o’estleterpietpB^y  (fui  doit  décider  du  signe  déjà  somme  algébrique  de 
tous  ceux  qui  suivent  !*;  ;il  faut%donc  que  le  terme  cn./i’.  S’il  n’est  pas 
nnj,  ne  puisse,  par  des  valeurs  de'ft  et'  de  A,  se  déterminer  tantôt  po- 
sitivement,-tantôt  négativement,  .autrement  U poüirait  êSrç,  dans  un 
cas  , plus  pettt , et  dans  un  autre  plud  grand  que  k ; .ainsi , nous  allons 
chapelier  la  condition  qui  doit  a*é>ir  lieu  pour  que'le  terme  en  h'  con- 
serve toujmlrs  le  m'ûipe  signe,  quelles  que  soient  les  valeurs  qu’on  donne 
à A otà  i.  Dans-oeWe  vue,  représentons  le  terfnd. en  Ar  dé  l’équation 
(n5^par;  ■'  *' 

t î’«  ; . .t  c)  i.»  .*  ■'  . 


mettant  A en  facteur  commun,  ce  terme  deviendra 
< > ' ' * 1 

i AV  ( m*  4-  a 5 m 

■ • 


(ti6)j 


S ' %*  J * * } .B*  B» 

ajoutons  sons  la  parenthèse  la  quantité  identiquement  nulle  - —, 

l’|apifersion  (n6)  pourra  ç^éferirc  qinsi  : 

C :*'  V.V.,  ■ rV  • B \ ' C B*  -1  • . , 

. . • . ü^Lv'  + Ây +â- â. J - - 
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TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES  POLAIRES.  , 
et  l’on  voit  qu’ello  sera  toujours  .du  signe  de  A si,  C 'et  A étant  dé 
mômès  signes,  fon«J>g  l fc’e»^ireACC>Bv  car  alors  la  quan- 
tité, qui  èst  multipliée  par  i Afi',  sera-  cssentieUemqnt  positive,  et 

le  signe  de  1’exj.ressiorf  (ij7)  dépendra  dp  celui  4a  A ; de  sorte  qu’on 
aura  un  manmum i ou  un  minimum,  «uivànVque  A sera  néptif  ou  po- 
sitif, c’ést-4-dire  suivant  le  signe  de  0,  qui  est  le  même  que  celui  de 
d*u  * * 


dx»’  pat-ce  qu’on  a vu  quo  Ç et  A étaient  supposés  être  do  mêmes  signes. 


De  la  transformation  des  coordonnées  rectangu- 
laires en  coordonnées  polaires. 

177-  Considérons  une  courbe  BDC , fi{;.  53  , dans  laquelle  Fiff 
on  a déterminé  de  position  un  poiq't  M,  â l’aide  des  cooV- 
données  rectangulaires  ÀP=nr  et  PM  = y,  ce  point  peut 
etre  egalement  déterminé  si  l’on  donne  Bangle  MAC  et  le 
tayon  vecteur.AM  ;,inais  comme  on  mesure  otdinairement 
les  angles  par  les  arcs,  nous  remplacerons  l ‘angle  MAC 
par  1 arc  mo,  décrit  avec  un  rayon  pris  pour  unité  ; ainsi, 
en  nommant  / cet  dre  mo,  et  u le  r^yon  vecteur  AM* 
nous  pouvons  substituer  le  système  des  coordonnées  po- 
laires t et  « à celui  des  coordonnées  rectangulaires  AP  = x 
çt  PM  = j-, 

1 78.  Il  est  à observer  que  l’origine  des  abscisses  polaires 
est  quelquefois  placée  ailleurs  qu’en  o>  car  le  point  M est 
également  déterminé , lorsqué  ay^nt  pris  un  point  o'  pour 
origine,  oh  donne  l’arc  d'm  et  le  rayon  vecteur  AM.  Dans 
ce  cas,  nous  pouvons  représenter  o'm  par/*,  et  idors  toutes 
les  abscisses  comptées  de  l’origine  0 différeront  des  abs- 
cisses comptées  dè  l’origine  o' , d’une  quantité  cons- 
tante 00'  ; et  il  y aura  entre  elles  la  relation  suivante  • ' 
t — t'-od-, 

Comtnq,  au  moyen  de  cette  relation,  on  peut  toujours 


9‘  • 


T 


r * 


l3a  . • CALCDfJJlFFÉBCNTlBU'^ 

'I*  4 

changer  l'origine  de'  la  manière  qui  nous  convient,  nous 
supposerons,  pour  plus  de  simplicité , l’originfc  en  o. 

ï'jg.  Représentons  maintenant  par  F(x,  y)  ^ 0 ^l'équa- 
tion dsfns  laquelle  nous  voulons  changer  les  coordonnées 
rectangulaires  AP  = x et  PM  y,  en  coordonnées  po- 
laires ont,=  t et  AM=i(,  et  cherchons  l'es  relations  c£u  i 
existent  entre  ces  coordonnées  ; nous  avons  évidemment 


ou 


AP  ==  AM  cos  MAP,  ’PM  =^AM  sinMAP, 

. * • * *• 
x=neos/,  jr  ■=  u siu i. . . « (n8). 


FiC.  5$. 


Il  suivrait  don,e  dé"  substituer  Ces  Valeurs  dans  l’équation 
représentée  par  F(Xjt7-}=^>  pour  obtenir  celle  qui  serait 
rapportée  à des  coordonnées  polaires.'  , . / 

180.  SL  l’origine  des’  Coordonnées  îeclangulains.x  et  y 
n’est  pas  au  centre  A de  la  courbe,  fig.  5/$.;  soient*',  y , 
les  coordonnées  comptées  de  l‘or{gine  A',  et  a et  b les 
coordonnées  comptées  du  centre  A,  orwaura  . •• 


ou 


AP  = A’Q -1-  A'B,  MP—MQ  — AB, 

• • • ‘ » ’•  * , 


X — X O , 


* ••  ,*k  • ■ _ r 4 • 

valéurs’  qu'on  substituera  dans  les  formules  précédentes. 

■ De  lu  transrfomtdtiôn  dç.s  coordonnées,  polaires  en 
coohlorine'és  rectangulaires' , et  détennination 
de  l’expression  différentielle  de  l’arc  dans  une 
courbe  polaire.  .;  ».  -j  *•'.* 

. ...  '/  ' ‘ • » ' 

ifii.  d’équation  rapportée  à des  coordonnées,  polaire» 

Fig  53  étant  représentée  par  F(/,  u)=z  o , on  voit  d’abord,  6£.  53r 
qu’on  peur  remplacer  n par  sa.valpur  tirée  de  l'équation 


AM.'  3 AP’  + PM%  •’ 


B*,?. 


ï 
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ou  ; * ' • . . '•* . • - f 

" • ' x*  +'■?:.  fait#*,  ii 

A l'égard  de  i,  les  équations  {ti8) , divisées. I'ubc  pat 
l'autre,  abus  donUerUél  'l 


« -v  '• 


x éOs  / b * ■ . 


d’où  l’on  tire 


, arc 


(‘“6=’ô  ; ; 


Cette  valeur  de.i  et  ceUe_de  mêlant  substituées . dans  Pé- 
quation  représentée  par  Fft,  u)  ç=  d,  on  obtient. 

-•  P •"  *=  f o>A.v  *f  «fcjs 


.<*  ' - 


C’est  ainsi  qu’or^ parvient  à une  e'qualioft  en  x et  en  J\.?l 
afîeétéc  d’une  quantité,  transcendante,  ; 

.182.  On  peut  aussi  obtenir  eqtre  x et  y Une  équation 

qui.qe  contiendra  point  la.  transcendante  arc  f tAng  = — ) ; 

mais  qui  renfermera  des  différentielles.  Pour  cela,  on 
<liff«eoeiéVa  l’çquatwn  qui  est.- représentée  par  le'  for- 
mule i»o,  op , copaine  cela  se  pratique , on  emploiera 
le  moyen  suivant  pont  a tricot  k ce  but.  Repïégaalops 
toujours  par  F(n^t)  = o fpquatiop  «pfjl  s’ap^jt  de  trans- 
forrneéfrn  nde  foeefjon  dès  coordonnées  rectangulaires  x 
et  jr  j npù*  Venons  devoii1 , art.  181  , que  .Id-valeur  de- u 
pouvait  s'exprimer  eu  x et  ea  y,  sçns  transcendante,  ijûn\ 
qu’il  n’en.  e’iait  pas  de  aréiue  de  t ; c^est  pourquoi  nous 
chercherons  d’abord  à éliminer  Centré*  F(r,  «j  ~;V,  .et  la 
différentielle  dfe  cette  équation,  que.  nous  représenterons 
par  ¥(l , u , d<  , d«)  ==  o.  i à la  vérité,,  nous  introduirons 
dans  le  résultat  de^l’eli  pii  nation , les  différentielles  d/ 

et  <fu  j mais  ces  diltérentiellcs  pourpont  s'exprimer  cil 

-<  ' ! ••  ’iC.  -.f  V * ■ ■ . ’ ■ 


v - 1 
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fonction  tjes  variables  je , jr,  âx  et  d ÿ.  fen  effet , les  éqna- 

tk><ts  (nd)  Uqu*  donnent  • ' 

■»'  '•  ..  . • ar '•  ÿ • " /*•••,  v 

.■*  '»  . 

Divisant  l'une  dq,ces  éqBatioas.par Taulrt , on  obtient' 


sin  t , > 

cos*"-.9*  «*■=*?£  i 


différenciant  il  vient  .. 

•••.»  ,àt  -■' , ■ #-- 

•V  * - .* 

remplaçant  ~os;f,*par  sa  valeur  tiree^dé  la  première  des 

• 1/  r 1 ' * * # /*  a 

equati'oit»  (iai),  e>  supprimât  le  dn;i.sçirt' commun _r’,  on 

i 

tk'pàr  conséquent 


• # 

. **  * 


v V ’ iciU 


,à*  . (,23)-î 

•*»  • 


■ • , %*,  ” •#'  * v-  ’ • V-'. •. 

et  eu  mettantpbur  « sa  valeur,  cette, équation  devient 

' ‘.  S**  <>»  **  '-  i* 

. > .*  v’ ; . • . *,*  . ; >•  r * .■?.;*  .. 

I|  j : • ^ *Ja  's''  * »/'.>•  ' / V • ’ , » 

La  diff#énUeUe  de  l’autre  variable  sê  tvo.uve  encore 
plusïaçjïeméut;  car  l'équation  (ugj  noua  3o 

•’t.  tt=o  \ 

. ” k;,f  , .»  /.  -e"  ' ' A ‘ * * » * 

celtes anation  étant  dilférenciéé,  jipus  ayons  * * 

f y -TT*  J ;•  ’ * ’*  *;  *■  * * « 

v V*. . . n.c  «3r-t- jrtr  f ; •••>  «*  • '...  -v 

• ..  V*  . . üu  = ~ /=rn  -i  • . ii 

>*;  ' ■ ■ 1^**  * •*  * 

au  rutxjén 'dé  ces  tuteurs  de  d/J  dVdef et  cte  ‘u  , ou  dian- 
fjera  î’équation  obtenue  par  l’élimination  de  / , 'en  une 
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autre  qui  ne  copliendra  plus  que  x , y,  dx  et  <\y>  et  qui 
par  conséquent  sc  rapportera  aux  coordonnées  rectangu- 
laires. ' 4 -,  . » * * • ‘ 

i83.  On  a vu,  art.  *f6t,  que  la  différentielle  d’iul  arc  s 
rapporté  aux  coordonnées  rectangulaires,  avait  pouve\- 
pressiotr  t*  ' * •’  • 

' 4 -,  dx  — \Z'<lx'-i-dy‘ . }. . (i%3). 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  la  différentielle  du 
même  arc , lorsque  les  coordonnées  sont  pdlaires.;  dcqis  ce 
cas,  oh  substituera  dans  l’équation  (i?.3j  les  valeurs  dqdx 
cl  de  d^,  tirées  des  équations  ‘ ■ • v • 

ïxii  cos  i,  et  y = u sjn  i , 

« • .•  ■ „ , 

et  l’on  trouvera  , en  difierenciant  Ces  équations  , 

«N  1 ••  - >•*  • , ' ■ • 

dx  = — u sin  tût  -f-  cps  tdn  , 

dy  h cos  tdt  -f-  sin  tdn. 

. ' * . ‘ . • . . 
Élevant  ces  équations  au  barré  , et  réduisant  à l’aide  dp  la 

formule  • • ' . . . 

• t.  sib*>-^-,ços*  t =>  i , 

on  optieudra' 


>7 


dx  = -v/  «“d/“  -(-  du".  • • 

•*  * ,’s—  ’•*  • V'.  1 • • ' "•*  *% 

'elle'  e6t'  la  différentrelfe  de  l’arç  eu  fonction  des 


Telle 

données.polaires. 


» U'*  *v 

cobt- 


Des  soits-tan^entes,  sous-normales , normales  et 
tangentes  aux  courbes  polaires. 

. ‘ * 4 ' ^ • ’ , • 'V’i  u 

t&4-  On  sait  que  dans  lés  tourbes  à coordonnées  rec- 
tangulaires, la  sous-tafigente  Pt,  fig.  55,  est  toujours  p 
comprise  entée  le  pied  P aç TorAoiipée  et  le  point  t,  où 
une  perpendiculaire  A / à cctlé  ordonnée  vient  rcin  ontvcr 
la  tangente  ; coiiservant'  la  uiéme  définition  poür  lps 
courbes  polaires , où  l'ordonnée.  n’est/  plus  PM  , mais  le 


r 


lie- 
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rayon  vecteur  AM,  la  sous-tangente  seja  alors  fe.  perpen- 
diculaire AT , comprise  depuis  le  point  A jusqu'à  la  ren- 
contre 1 de  .la  tangente.  La  sous-tangente  a donc  -une 
position  différente  dans  les  courbes  polaires  que  dans  les 
courbes  qui  ne  le  soirt  pas-,  car  dans  les- unes  la^seus- 
tangente .est  toujours  comptée  sur  l’axe  des  abscisses, 
tandis  que  dans  Içs  courbés  polaires,  où  cet  axe  n’existe 
pas,  lasotiS- tangente.  varie  de  position  à .db'àquc  point 
de  la  Courbé:  . ‘ • . ■ . • * 

i85.  Déterminons  maintenant  l’e^piçsjion  analytique 
de  la  sous- tangente  dans  lé*  courbes  poWs.  PQUr  Cet 
Fig.  56.  effct,  Soient  AM  et  AM’,  fig.  56,' deux  rayons  vecteurs, 
et  du  point  M menons  la  perpendiculaire  MÇ  sqr.le  rayon 
vecteur  AM',  et,  à cette  perpendiculaire.,  menons  la  pa- 
rallèle AT  ; les  triangles  semblables  ATM’,  PMM',  notât 
donneront  la  proportion-  “ ” 

• PM'  : PM*- AIL'  : AT;  . . . 

d’où  l’on  tire  ;*-*•_ 

AM'-XPM'  - 


at  = : 


PM' 


et  en  observant  que  PM'  est  uuî  côté  du  triangle  r«c(*hcfe 
PMM',  cette  Vjdetlr  de  Aff.de vient  * ' 

AM'XPM 

. » -,  V"MM'*-^PÎÏî'  ' 

Dans  le  cas  de  Ja  limite , AM'  est  égal  à AM,  é’est-à-dire  à 
u , PM  se  coh/ond  avec  l’arc  MN,  fe  corde  MM'  ayeé  .l’arc 
MAI , et  AT  devreot  la  sous-tangente.Tl  ne. s’agit  ddnc  plqs 
que  d'avoir,  pour  le  cas  c^e  limite  , les  .expressions  S 
et  MN;  la  première  de  ces  .expressions  h’est  alùrs  qtie  la 
différentielle  de  l'arc  âe  courbe.;  dobe,  art;.i83,  • 

- - - MM'  =s  VtTMf3  + du1  ; 
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sous-TAiJôENrss,  etc.,  aux  cotfmiEg  polaires.  i3^ 

à l’égard  de  MN,  les  secteurs-  ARtt'  et  ÀMN  nous  donrrçnt 
b proportion 

ar  : rr' am  : mn  , " •* 

ou-  • • ‘ ... 

i :rr'  ::  « : mn; 

donc  MIS  = «.  RR  , quantité  qui,  dans  le  Cas  delà  limite, 
se  réduit  à «d/.  Mettant  ces  valeurs  de  MN  et  de  M'M  dans 
celle  de  AT  , après  qu’on  y aura  changé  AM' en  u , et  PM 
en  MN,‘ét  réduisant.,  nous  trouverons 


AT  =e 


d’d t, 


inr- 


- a . 


Telle  est  Pexpression  de  la  sous-tangente. 

1 8G. • ) our  déterminer  la  sous— normale,  nous  observe*» 
rons  que  la  normale  SM  e'tant  perpendiculaire  à la  tan- 
gente, 1 ordonnée  AM,  fig.  55,  doit  être  moyenne  pro-  55. 
portionneXe  entre  la  sous-tàngente  et  la  sous-uiormale  -, 
par  conséquent  bous  avons 

AT  : AM  ::  AM  : sons-norfnate , 


ou 


donc 


u'dt  . 

du 


Jt-'î  “ ü u : sous -normale ; • ~ . * 

■ ■'».  y-*  y 

• « • J 

soui-normale  =s  . . . 

. #\  * • v 4 • * *•: 

A l’égard  de  là  normale  et  de  la  tangente,  les  triangles 
rectangles  MAS,  MAT  donnent  * . 

MS=  v/MA“  + AS’,  MT  =±  \/m-  + Àt‘. 

Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  MA,  de,AS 
et  de  AT,  nous  trouverons-  * 

• * ' % * ’ . -w  . 

normale  — \Ju>  + , tangente  = u y/ v 4.  „•  |£.. 
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».  * * • • •'  • 

'.87. % Pour  trouver  l'expression  analytique  du  seçieitr 
Fig.  56.  dans  les  courbes  polaires,  le  triangle.  AM'M,  fi  g.-  56,  n*us 

donne 

AM'  X PM 


aire  AM'M  = 

% 


2 


Fic.  5G.  dans  le  cas  de  là  limite,  l’aire  du  triangle  Aty'M.,  6g.  56, 
devient  celle  d’un  secteur  élémentaire , la  perpendiculaire 
PM  peut  être  remplacée  pat  IVrc  MN  ? que  nous  avons 
trouvé  égal  A udt , et  AM'  se  réduit  à u:  Sùbatltiiant  ces 
valeurs  dans  l’équation  précédente  , nous  trbuverçins 

• ■ / ...  V . n’dl 

aire  du  secteur  élémentaire  ==  — • ...  .• 


aire  du  secteur  élémentaire  4, 


De  la  détermination  de  l’csqjrcssion  du  rQy'&h  de  courbure 
\ dans  une  courbe  polaire.  . , 

» * r 4 • 

* . 

188  Nous  avons dopna,  art.  ijV,' IVrprehSlori  ‘du  rayon  de  oourbure, 
rapportée  ÿ des coordonnées  rectangulaires  ; en  nous  réservant  la  faculté 
d 'affecter  çètle  expression  du  signe  qui  rendra  y •o®»À*,écriron8 

ainsi  : • . • , * . . . 

:\l  • -jp: u%-  • •*  • 

i ..  :/•.  ® ' 

Pour  avoir  cette  valeyr  de  y exprimée  éa  fonction  des  coordonnées  po- 
laires, il  ne  s’agit  que  d’éliminer  lçs  cqefliciens  différentiels  qui  entrent 
dans  cetic  expression,  an  moj’cn  des  équatlpus' suivantes  : * . 

. *;  i * ’ •*.  ’ r.  ; • * * • 

■■  — ‘ r-«smij 


x = « "ces  1 , 
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différencions  «es  équations  , et  divisons  ensuite  tes  résultats  l’un  par 
L'antre , Dons  obtiendrons 

,1  * «".l  ■ * ‘ • > 

* du  6În  t v cos  tnt . 

i dx  dit  co*  ( — •«  sin  td«  ’ 

s . ( /■  ■ ^ ■ . • % . 

représentons  para* et  parn  les  deux  termes  de  cette  fraction,  nous  au- 
rons 


' m — du  sin  t+»  oos  lit 


n = du  cos  t — u sin  tdi 


et  par  conséquent 


(id5^ 


d.y  ,_.7M  t • 


d*-7r-- 


51.  ■ f.' 

: • ‘V’  «’•  ,y,r 


Au  moyen  de  cette  équation,  on  trouve,  pour  le  numérateur  de  la 
valeur  de,>,  ' ^ ' . ‘ . .....  ' 

^ m’M'"  • 


élevant  chaque  terme  de  la  fraction  qui  forme  le  a*  membre  de  celte 


équiition',  à la  puissance  -,  et  observant  que  la  puissance  - de  n*  est 

• 2 ^ % 


n5,  on  a 


* 3.  * • «3 

djr*^  * («•  -f.  m*)a 


0 + 3îîJ  tIS5)î 


différenciant  ensàitç  l’équation  (to6),  nous  trouverons 


dv  "dm  — mdn  ' 

’ 7x  71 1 ’ 


divisant  le  premier  membre  de  cettë  équation  par  dx  «t  le  second  par  n, 
qui  équivaut  à dx,  nous  aurons 


dlf  aim'—màn 


dx»  - 


..  (ta8). 


••  V ...»  .. 


Au  moyen  des  valeurs  données  par  les  équations  (|aj)  et  (ta8J,  liqua- 
tion (134)  devient 

/ ■’  a # 

• t ’ ,(it«  +w>)^  V , " 


Il  ne  s’agit  plus  que  de  transformer  cette  équation  en  uné  fonction  de 
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i ni  dn  u.  Pour  col  «CTot,  oq  déterminera  d’abord  U valeur  de  «>  4.  m', 
en  ajoutant  les  carré»  dot  équations  f'H'i)  ; et  eO  ruduiaaol  k mesure,  au 
moyen  de  l’équation  »in\i  4-co»»/,=  IfV*  trouvera 

«>  -+-  m’~  <!,,■  -J-  ù*di« . . : . {iïo).  . 

• # • • V # 4 

A l'égard  du  dénominateur  de  lYquation  (Ï  Jt)),  nous  ditb  rencieroiH* 
sucoessivoroenl  les  équations  (ia5)  en'lraftanfdv  comme  confiant;  çt 
multipliant  respectivement  les  résultats  par  n et  par* ni,  nous  trouverons 
, 1 * • 
’mim  = nd’u  sin  1 4-  attuu  Çfls  tdt  — nu  sin  (ds1 , a . 

mdn  =^nid’ucos/  — anidu  sin  ldi  — mu  cos  <dl'  ; ’ 
la  seconde  équntion  étant  retraûchée  dp  la  première  , nous  trouverons 


ndm  — mdn  = d*u  (n  sin  i — m cos  1)  i 1 * 

- '4-2du<b  (n  c0s<4- m sin  tj  5....  (iîi)  ; 
N>  $ — udi*  (n  alh't — m cos  y)  j 


multipliant  la  seconde  des  équations  (iu5)  pal-  sin  t et  la  première  par 
coq  t,  les  retranchant  Plpic  de  l’autre , et  réduisant  au  motrn  de-la 
relation  g 41»  t 4.  cos1 t=  1,  nous  obtiendrons- 

a siu  t — ni  co»  <é= — udt.  ' t- 

(^jxeant. d’une  manière' analogue  pour  former  U valeur  do  n co><4- ni  siq  t, 
nous  trouverorts  . '* 

n cos  t -f-  m sin  I = du. 

.Substituant  cee  valeurs  dans  l'équation  (1 3 i ) , cette  équation  deviendra 

• « . ’i  • • » 

non»  — mdn  = -C'ùd’udt  4-  adu’lli  4-  u’dt1 . . . . (iSti). 

Au  moyeh  des  valeursque uqus  veuonsde  délermiuer,  les  équations  {tïol 
et  (1 3a)  changeront  l’équation  (129)  çn  ■ 


y.— 


(dv 


\ 

■ u’dt1)'*» 


i33;v 

-»  v,  » 


,7  adu’dt — «4*ud(  il  t>'  ' 

. ••  . .a,l..4  • 

Dis  courbes , trauscendcinies . 

1 ’«  . , .é  * ■ • 

18g.  0»  tfppeHc  ainsi  les -tourbes  qui  contiennent  des" 
qttantite's’  trfltuuèerrdsntea  où  des  coefireieris  différentiels, 
et  en  général,  les  courbes  dent  on  no  peut  éxprimer  les 
épations  par  un  nombre  fini  de  termes  algébriques.  Nous 
ferons  connaître  quelques-unes  dès  plus  remarquables  de. 
tes  courbes. 
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De  lu  spirale  c[ Archimède  ou  de  Conon.  ■ 

igo.  Voici  la  génération  de  cette  courbe  : tandis  que  ie 
rayon  AB,  fig.  5.7,  décrit  une  révolution,  un  point  A se  Fig,  5 7. 
transporte  du  centre  À 3 'l'extrémité  B de  ce  rayon  , et  se 
meut  d’un  mouvement  uniforme,  de  telle  manière  que  le 
point  mobile  qui  était- en  A au  commencement  de  la  ro- 
tation de  AB,  se  trouve  en  B lorsque  AB-  a décrit  une 
révolution  entière  autour  du  centre  A..  Le  point  mobile 
décrit  dans  ce  mouvement  ia  spirale  d’Areliiinède. 

Soient  AB,==  a,  arc  BN  =2  ty  AM=c  w;.  on  a donc,  d'a- 
près la  définition  précédente  , '■»  __ 

'>M  ; AN  ” arc  NB  : BCDB, 


ou 


d’où  l’on  tire 


t : 2*- a , 


l 

7x' 


Cette  courbe,  comme  on. le  voit,  n’a  pas  ses  coordonnées 
rectangulaires.  Lorsque  AB  a décrit  une  révolution  en- 
tière, l'arc  NB  équivaut  à ‘la  circonférence  ; donc  alors 
t z~  7xa , ce  qui  clwrige  l’équation  précédente  en 


2x0 
2»  ’ 


on  u-. 


a.  1 


Si  le  point  A continue  à $£  mouvoir  toujours  uniformé- 
ment, le  ray  oh  ABdécrhra,  une  seconde' révolution  autour 
du  centre  A ; et  si  l’on  prend  BB’=BA,  le  point,  mobile 
arrivera  en  B'  au  bout  de  cette  seconde  révolution  ; alors  t 
sera  égal  à 4 xa,  ce  qui  donnera  u — 2a-,  ainsi  de  suite. 

* « » . 

* » » y % 

De  là  spirale  logarithmique.  ' .* 

191.  La  spirale  logarithmique  est  une  cduibe  polaire 
dans  laquelle  l’angle  AM.T,  fig.  58/  formé  par  le  rayon  Fig.  58. 
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vecteur  AM , avec  la  tangente  Mt  à la  courbe , est1  cons- 
tant. Ainsi,  fin  nommant' a la> tangente . ttigonométrique 
de  l’angle  AMT , nous  avons  donc  • 

. 1 'tan|f  AMT  = a?  , • • . 
or,  le  triangle  TMA,  rectaqgla  A , nous  donne 


donc 


i ; tàng  AMT  ::  AM  : AT; 


* . AT 

' • 'tangAMT^^  *•  y.  ‘ 

• ,»•  ..  • • • 

Remplaçant  le  rayon  vecteur  AM  par  u , «t*  AT  par 

* a la*  - - 

pression^-  que  nous  "avons  trouvée,  art.  i85,  pour  la 

* «i  ' *• 

sous-tangente  d'une  oourbe  polaire,  nous  aurons  * 


_ wdt 

tang  AMT,'  ou  . a = ; 


d’où  nous  tirerons 


tulu 


s, d< m»  » (ï | 


et  en  intégrant,  nous  trouverons  . • ' / .. 

1 ' • * ülog  u — t ■+■  constante.  * » ' 

Soit  e la  base  du  système  Népérien  ; si  l’on  regarde  a 
comme  lé  logarithme  de  e,  dans  un  certain  système  de 
tables , oh  pourra  remplacer  a par  te , et  alors  Le  log  u 
représentera  ^logarithme  de;u  Hans  t*  système  (*)•;  de 
sorte  que  nouhaurons"'  ' 

’•  Lu  ==  ( 4-  confiante.  . 


, \ # , » ■ S ^ 

(*)  Pour  la  déïuorftrer,  soit  x la  l»se  du  système  Népérien  ; nous 
aurons  u*=e,4s*“  ; prenant  les  logarithme»  dons  jd  système  des  table» 
indiqué  par  L,  nous  aurons 

v Lu  =±  L(e'»s.")  = iog  ut».  , - ' 
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PE  LA  SPINALE  LOGARITHMIQUE.  1^3 

19a.  Un  peut  construire  la  spirale  logarithmique  par 
points  de  la  manière  suivante  : ayànt  partage  la  circom- 
fe'rence  OO'O",  fig.  5g , en  parties  e'gales , on  mènera  des  Fig.  5g. 
rayons  aux  points  de  division,  et  sur  ces  rayons  on 
prendra  les  parties  Am,  Am',  Am",  Am",  etc.,  qui  soient 
en  progression- géométrique;  lés  points  m,  m',  m",  m*, 
m,v,  etc*,,  appartiendront  à une  spirale  logarithmique.  En 
effet,  en  supposant  que  les  parties  mm',  m'm",  m"m*,etc. , 
aient  très  peu  d’étendue , on  pourra  les  regarder  comme 
des  lignes  droites  ,•  et  alors  il  sera  facile  de  prouver,  que 
les  triangles  Amm'j  Am'm",  Am’m",  etc.,  Sont  sembla- 
bles; en  effet,  les*  angles  én  A sont  égaux  par  construc-r 
tion  , et  les  angles  mm' A,  m'm"  A,  mW  A,  îetc. , le  $out 
par  la  propriété  principale  de  la  courbe;  nous  avons  donc 
cette  suite  de  proportions  : • 

• • • ••  X 

Am  : Am'  Am  ; Am",  • 

. Am.'.’  Am " ‘.‘.Am*’  Am",. 

« 

etc.  k etc.  f etc. , • • 

■'  ••  ■ f.»  ‘ 

ce  qui  nous  montre  que  les  ordonnées  Am,  Am',  Am" , 

Am",  etc. , sont  en ‘progression  géométrique.  ; ' ’ 
ig3.  Dans  la  spirale  logarithmique,  Ja  normale  est  égale  au  rayôn  de 
courbure.  Bn  effet,  l'expression  de  ce  râyon,  dans  une  courbe  polaire, 
étant,  art.  188,  - ; ‘ 

. ' , _ «(du»  -f-'u«d»»)« 

F îdu  éc — ud’udt -f- u'dt*  ’ 

il  faüdra,  dans  cette  formule,  mettre  les  valeurs  (le  du  et  de  tDffjirées  de 
l’équation  de  la  spirale  logarithmique;  or,  l’équation  (i3$)  nous  donne 

» ■ f ' 

. . ' udt  ^ . du.  , udt1  _ • . , 

• ' ' • • * ~ T’  “ ■—  ~a  • “ ' * ' 

substituant*  ces  valeurs  dans  celles^de  y,  nous  obtiendrons  # » > 

, fu*  t VJ  • 

■n  + “’  . ‘ . ■*! 
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D’uncf «utre  part , si  dans  l'expression  de  h normale , qui  est , art.  186, 


V 


du* 


du» 
u>  , 

*»’ 


nous  substituons  Ta  valeer  de  nous  trouverons  de  même^^L 

ce  qni  prouve  qué  ]a  normale  est  égale,  dan»  cette  courbe*  à son  rayon 
de  courbure;  et  ooihme  d’ailleurs  il  est  dirigé  suivant  cette  normale, 
art.  1S7,  il  en  résulte  que  ces  lignes  se  confondent. 

ipA.  Celle  propriété  yu  nodseervir  à démontrer  quo  i*- développée  de 
la  spirdfb  logarithmique  est  une  aptre  spiralé  logarithmique.  Four  cet 
effet , le  point  N de  la  normale. étant  considéré  .comme  appartenant  au 
rayon  de  courbure,  et  so  trouvant  a son  extrémité-,  est  sur'la  développée. 
Fig.  60.  8<»ient  f et  ti  lés  cdrdouDéet  de  ce  point  W,  fig.  60,  il  sera  facile’ de  Tes 
déterminer  on  fonction  des  coordonnées  têtu  du  point  M de  Ut  courbé; 
car  soit  oo'  uu  arc  de  cercle  .décrit  avec  un  rayon  égal  é l’unité  ; les 
abscisses  des  points  M et  N différeront  entre  elles  de  .cet  arc,  qui,  à 
, cause  que  Fanglé  MAN  est  droit,  sera  égal  au  quart  de  la  circonférence  ; 

si  en  adoptant  la  notation  usitée,  nous  représentons  par  ^ le  quart  de 

la  circonférence  décrite  avec  l’unhépour  rayon,  nous  aurons  ('  = /+  ^ , 

équation  qui,  étant  différenciée,  nous  donnerasdt  — àf. 

D’une  autre  part , l’ordonnée  polaire  u'  du  poipt  N de  la  développée 

-dil-  • ' ’ ' i ‘ 

étantéffàleàlasous-norihale  — de  la  spiralé  logarithmique,  nour  chait- 

d»  - v • ' 

geroVis  — en  u',  dans  I’éqhation  de  cette  courbe,  et  nous  trouverons 

u — au',  et  par  conséquent  du  = adu'.  Substituant  ces  valeurs  de  di, 
de  du  et  de  u dans  l’équation  (i34)  de  là  spirale  logarithmique,  nous 


trouverons 


■» 


du' 


Ai, 


équation  qui  ’j  étant  de  môme  forme  qué  la  précédente,  nous  apprend 
que  la  spirale  logarithmique  a pour  développée  une  autre  spirale  loga- 
rithmique. . 

De  la  spirale  hyperbolique,  et  des  spirales  com- 
prises- clans,  rëqudtion  u = at“. 

196.  La  propriété  de  la  spirale  liypefbofique  est  d’a- 


’.oogle 
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voir  une  sou»- tangente  constante.  Si  nous  représentons 
cette  sous'- tangente  par  a,  noua  en  égalerons  la  valeur 
A celle  de  la  sous-tangente  (ait.*  t85}d’lme  courbe  po- 
laire , et  nous  aurons , pour  l’équation  de  là  spirale  hy- 
perbolique, ■ •’  . ......  ..  - • \ . ... 

. ...  : * • ••  ...  th  ’ > k . , * • ' 

• • Tum-L*; ;;  \ V 

nous  prenons  la  constante  * négative , parce  qu’altyrà  ,on  a 


■ ï«. 


da  . ••  «h  " 


- .■>  « 


■•V  • ,.«•  Ü*  *•  • x 

* 

équation  qui  étant  intégrée» donne  ■ » • ..  < 

’ i-l  + p. 

■ •••  *»~v7v  ’ ••  '•../•'i’ 

et  en  remplaçant  la  quantité  indéteViuinée  C par  une  autre 

• • : »*.*•  / * \ ■ • •' 


quantité  — > nous  aurons 

; cl  • • . 

. V*  <v  ' 

f / • V 


; v -y. 


w a ’ a 

Ç.  • - > ■<  . 


pftnanf  l’origine  des  £ de  manière  que  l’abscisse  £+C'  soit 
égale  à une  nomflelle  abscisse  t,  l’équation  précédeote  de- 
viendra • ’ . . . ' 


ou  plutôt 


Si; 

W a 


rs 


ue  qut  monjre  que  lorsque  £ =a  o*  u x=  »; . d>jà  il-  suit 
qpe  le  ray  on  yéc leur,  qui  «épuud  au  çuint,o'à.£  devient  nyl, 
est  ime.«a|mptote  à la  conrbe< ..."  , ..  • . 

• , \ . 7 • 

•jq&.'VéqWrtidtë  a r=>  jt  nous  montre  encore  que’  le 

rayon  vecteur  est- en,  raison  'inverse  del’absCisse.St  nous 

Êlém.  de  Cale.  diff. 


io 


1^6  ,^«AIXCI.  lMFïénENTlEL.  . 

faisons  successivement  taca»,  f=4»  > <— 6»,  elc.,  nous 

■ i.ift  **!$'..  «'.*■ <iv  •."*  ■ 

ailyons  pour  u celle  suite  de  valeurs^  ÿ.’  etc., 

qui  nons  àpprend  qu’au  bout  de  deux  révolutions  le 
rayon-vecteur  est  réduit  à moitié  de  ce  qu’il  était  à la  fin 


ray  on- 
de la  première,  qu’au  boqt  $e  trois  révolutions  il  est  ré- 
duit au  tiers,  et  ainsi  de  suite. 

497.V L’équation  de  la  spirale  hyperbolique  et  celle  de 
la  Spirale  dè  Conon , août  des  ps  particuliers  de  l’équa- 

* •!  . 

tion  u—ain\  car  en  faisant  rt= i,  ct,d  = — , on  obtient 

la  première , et  en  faisant  n=  — i , On  obtient  la  seconde. 
Parmi  les  spirales  déterminées  par  cette  équation  , on 
distingue  la  spirdle  parabolique , qu’on  trouve  en  faisant 

a 

J,  • 

De  la  logàrurunique,  *• 

• . ° . • V > ...  ■ 

• • % ; • « • 

ig8.  La  logarithmique  est  urçe  courbe  à coordonnées 
rectangulaires , dans  laquelle  l’abscisse  est  le  logarithme 
de  l’ordonnée  ; l’équation  de  cette  courbe  est  donc 

'■**.  •'  '' 1 . xssiloçjr 

jfi*  *v  ■ **  - r * v - “ 

d’où  l’on  tire  ’ . ' * . 

.•  . r~aX  i 

et  par  conséquent  • s -'‘  •*' 

■ rç:  ox  loj 

Ax 

199.  Pour  discuter  pette  équation,  faisons  xo=  p ; nous 
trouverons  y — 1-;  Si  l’on  donne  ensuite  des  valeurs  crois- 
santes et  positi vo9  à x,  y ira  toujours  én  croissant  j mais 
’ si  l’on  donne  à x une  valeur  négative  , on  trouvera 

et- l’on  voit  que  l’ordonnée  diminuera 

J -a"  • - 

d’aqtant  plus  qü’ou  s’écartera  éel’origine,  dans  le  sens  des 


***»■ 


:•  • ; Wy  'V 


( 
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abscisse»  négatives  ,'ft  qu  enfin  la  coturbe  ne  pourrait  jt* 
teindre  le  prolongement  de  ttaxe  des  ar  qtt’à  l’infini,  ca? 

où  l’équation  j-  = ^.deviendrait  y «<  ~ =ç  0 ; d’où  l’on 

peut  conclura  que  le -prolongement  de  l’aie  des  * est  une 
asymptote  à la  courbe.  ' *«, 


20i.  La  propriété  là  pins  remarquable  de  cette  Courbe 
est  que  la  sous-tatogente  a une  valeür  constante.  En  efifet, 
Eëqaalion  de  la  logarithm^U*  étafct  différpncSfe &>w 

>nne  % ~ A*  io8  a > <*’0ù  aotts  tirons  afc  *JL_  ou 

ir  %-±  r ‘ ■ * 


yàx 


/ UlC  A ^ t t _ » 

dr'=XÎMÜ,.° r*  *®  PreWer  memhre  de  cette  équation 

exprime  la  sous-tangente  de  la  courbç,  art.  71 1 dspe  ceflp 
sous-tangente  e»t  constante.  . ; V * * •V'wrt  . 


t 


•*  ; * . v*  fr  \ 

. Dèlàcjrcloïdè.  . , 

.-*y-  rt  . )$.rÿ’r  i t< 


aoa.  La  qycloïdç  est.  une  .cOwrbe  qiTi  est,  décrite  par  ie 
mouvement  d!un  point. sjnié  8nr  la  «irconfé- Fig.  6*. 
rence  d un  cerdèqui  rpylts  sur  ' une  droite  RG.  Il  est  certain 
que  dans  ce  mouvement  de  » en -G,  tous  le?  points"  de  ’ 
l’are  RM  viendront  successivement  s’appKquer  sur  J* 
droite  RA,  jusqu’à  oe  4* %,  4 sfen  tour,  .s’y  applique 
en  A;  par  conséquent  tare  RM  sera. égal  à la  droite  RA.  . 

Tous  les  points  par  lesqqds  pa^  fc  pm*t  ^^fn»  «é 
mouvement,  étant,  pas  hypothèse,  sur  la  cydoïd*  Je 
point  A jera,  Jüsfi  5ur  bette  courbe... Prénonedc  poUr  ori- 
gine desnbscilés,  et  abaisso n.v  1# perpèiid icula i re  M E sur 
* 
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fc diamètre  RR , ci  Raison* ÂP=ar,  y{  RR  =i ia, 

are  MR  as  Y,  Mfe  as  nj  nous  aptanr'-’  V. V 

AP  =*  AU  — VKs  - : ' • v- 


• ■+  * 

OU 


•J  •.•  t.  a:,é=^arc  MR*-*'l®6y  - •'  '• 

ou  . v - 

\ . ... 

Nous  cRertfierons  d’abord  A éliminer  Parc  a dé  la  ma- 
nière savante  t nous  différencierons  l'équation  prece- 
dente, ne  <p*i  noua  donnera  ^ '*  ■'  7V'  ' 

• ..  éx  = àz  — du,  / . . . U 36).  <L 

v*a -‘v%  ’ ”•  * '•*■  * T ‘ "VÜ* 

Pour  avoir  la  valeur  de  à?  «^fonction  de.tr , nous  obser- 
verons «u'entre  « et  a nous  avons  la  relation  ■ *•  1 

. • vt 

, . »■=  sin  a,  ■ 

u : 7?" 

Cette  équation  étant  différenciée,  art.  44  * 00  trouva. 

•«>•* . *>'  •*,**’  . 

.****/•» 

d’où  l’oh  tire 


, “du 

a*  sx  — — i 
co  s z 


H faut  rejnplaeér,  dans  cette  équation-,  la  valeur  de  fos  z 
pat  celle  que  nous  donne  l’équation'  i • 

’•  •i.  v -*  v • ^ sin*  co8* a ,£=  tr,  .,,t  . 

ou  plutôt  . • ' • ‘ V-  • ’ . v. 


. * ^ 


L plutôt 

, ,7  . V ; ,«*4.  eos*Z  ÉSa  tt’i  ; 

et  l’on  obtient  ; . ^ • ' 

.•t < ^ • •••.*  de  ® 

*;•  V"*— ^ - > ■'•'  • ’V-* * • 

Sutotltuarit  cétyrat^r  dfcnaréqdafibn  Tt36y,  il  Vfcnt  . 

■Vf 
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Il  ne  -s’agit  plue  que  .d'exprimer  u en  fonction  de^.Pour 

cel  efiet,  soit  0 lf  centre  du  cercle  générateur  BMR,  Fig.  6a. 

**■*$*  i.»ogs  avais  , ...  . : , ^ 

oe  «w  Vmq’-W,  ; . -,  ; v*. 

V •*  ; .,1  ■'.•  ..  v«  .-■• 

A i ; w ' ' 

Elevant  cette  équation  ou  car  h;  , et  rédui«ant,-sn  -en  tire 

• ;:  ■ ■■"'?  . ’iL dto;  ‘ • 

* «É&teifef  t ‘ *** 

■ • • . V,  -r-  • 


ou 

I -*  '* 


et  en 


te— 


sÿ* l 


(ri#),. *1^1  . , 


- » ? - - - «.  ..  ' 

Les  equaiipus  (t38)  et  (i4©)  transforment  Td^ua tien 

eu  ' . • "•  • t -• 


j*  = — “â£ 


AV-trJÜüc  • • -.  v*~V.v.r 


■ j V**jr~r:y%  ; ■ faajr—j*  ,Vi'ï?5»  f-Sf 

réduisant 'on  tabtrte',  * • \ .* 

’’  *'•.  •»>  * 

,ù>  < 

r rv  — v 


cl  JC  = - — >^,l-r 


20^-— 

telle  est  l équation  de  la  cycloïde. 

2fej.  On  obtient  encore  l’équation  de  la  cyclo'ide  eu 
fonction  de  l’arc , ainsi  qu’il  suit  s l’équation  u = sia  s 

fym  ± > ; 

,J^t6nt.£dttr  U* sa  valeur  tirée  de  l’équation  («3q) , on-*  _ 

i att  ire  tain  ; :**.v  .« 

cette  valeur  etçéH^  de  rréjaitt  éftfcHfttyée  dans  l’équation 
(i35),orra.  e 

**f  g **V»  • f'jj”r  ' ix ’*  ' ->  •"  • ■ -■-  «•* « ,*+k£m* * 

^sbk arc (slnr=  V/ nyr-jX)  ;>r».  ,..  <,4»). 


: |J>  y "y?  1 1 r *,  ,»■'  » < 

(*)  Le  sinus  it$J  eorresponü  «u  fi jttt  « | coini  des  tables  ; ayant  l’unité 
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. 204.  Pour  ditçuter  cette  équation,  ou  va  prouver  d’abord 
que^r  ne  peut  être  négatif,  ni  plus  grand  que  ia.  En  effet, 
si  l’un  fait  jr=..— jr't  l’expression1  axe  (si  h rc  \/  la  y — y1) 
devient  arc  (sin  = y/  — ï.djr'— •y’*') , valeur  imaginaire. 
En  «second  lieu,  si  1 on  fait  y=z^a  -}•  .l’expression 
arc  (sin  = {/ lajr—j3*)  dévient  arc  (sin  ~ |/— 3 a£ — <f») 
valeur  imaginaire  ; dont-,  si  à une'. distance  EF  = 2a  de 
Fig.  63.  l’axe  des  a:,  on  mène,  fig.  65,  AB  parallèle  à CD,  la 
courbe  sera  comprise  entre  les  parallèles  CD  et  AB.,  • 

La  plus  grande  Valeur  que  puisse  avoir  ÿ est  3a  ; car  si 
Fig.  64.  l’on  fait. rouler  le  cercle  générateur  dé  A en  C,  fig.  64,  le 
point M , qtfi  était  d’abord  en  A , s’élèvera  successivement 
1 f jusqu’à  ce  qu’il  arrive  en  B , ii  l’extrémité  du  diamètre  BD  ; 
alors  l’abscisse  AD  sera  égale  à DEB,  c’est-à-dire  à la 
. demi-circonférence  dn  cercle  générateur. 

Ce  résultat  est  conforme  à eelifi  qui  tous  est  donné  par 
l’équation  ( 1 4^)  » puisque ‘si  l'on  fait  y = ia,  on  trouve 
x=arc  (sin  = o)  ; or,  l’arc  dont  le  sinus  est  nul  doit  être 
l’un  dessuivans  : o,  DEB,  2DEB,  3DEB,  etc.' , et  l’on  voit 
que, -dans-le  cas  présent , cet  arc  eçt  DEB.-. 

Le  point  M,  parvenu  en  B,  ayant  donc  décrit  l’àrc  AB, 
de  cycloïde,  si  ce  point  continue  à se  motrroîc,  If  décrira 
un  second  arc  BC , semblable  au  premier  *,  eh’fin',  si  le 
cercle  générateur  continue  toujours  à fouler  sur  l’axe  des 
abscisses,  le  point  M engendrera  une  suite  indéfinie  d’arcs 

: - _ 

*•  . * • * •*  ..  ••  • r • 

pour  rayon,  eet  la  quatrième  terme  Je  çutio  propart  ion , 

: V--v-~x', 

m 4 a • \ ...  • . %g 

v * - . • «T 

par  conspuent  on  aura  pour,  réqnatieq  de  U cyclcude  dans  laquelle  le 
rayon  de»  ta Utié-tet fri»  pont  unité,  -V  - ;/*  \ * 

...  * = V&T;r  ) -MX  ->.• 
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Je  cycloide  GB'CVtfg-  65,  etc.  Le  cercle  généra-  fic.  65. 

tëtir  pouvant  niissi  se  mouvoir  dans  le  sens  de  A vers  A", 
le  point  M décrira  encore  une  suite  indéfinie  d’arcs  AB' A', 
A'B'A",  etc.  Wr nr %*) 

C’esl  l’assemblage  de  tous  ces  arcs  qui  4 dans  le  sens  le 
plus  général , constitue  la  cycloide.  , 

2o5.  Là  normale  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont 
x et  jr,  fig.  66,  est  déterminée,  art.  «70,  par  celle  formule  Bc.  GG. 


nom 


si  nous 


+ * • 

■■>**•  dV  * * ' 

y mettons  la  valeur,  dé  , tirée  de  l’équation  de* 

la  cycloide,  noos  trouverons  ‘ J r,  - ••  - 

nôrmak  xx  jr  ' 

Pour  construire  cette  valeur,  menons  Ta  vo rdc  MD,  6g'.  66,  Fig.  06. 
nous. aurons  ■ 

, DE  : MD  ::  mû  : db,  . 

au  ' ' *•  „ *%».;.»  • -, 

jr  : md’::  md  : . 

donc  .là  corde  MD  = v/auy  ; • . „ 

et  comme,  par  ta  propriété  du  cercle,  l’angle  BMD  est 
droit,  la  corde  MB  Sera  perpendiculaire  à l'extrémité  de 
la  normale  MD  ; dône  la  corde  MB  prolongée  est  tangente 
au  point  M de  la  dycloïde*  car  ou  sait  que  la  tangente  et 
la  normale  forment  entre  elles  un  angle  droit. 

On  pourrait  do'uç  construire  Ja  tangente  au  point  M,  en 
décrivant  le  demi-cercle  générateur  BMD , et  en  prolon- 
geant la  corde  BMj  îtiais  pour  n’avoir  pas  à cpnstïmre-ce 
cercle  générateur  à chaque  point  de  la  courbe  , il  sul&ra  du 
uposU  isire  U dciueoerele  gcuéi^teui'  8U‘;  tapit»*  grande  or- 
donnée BD  , fig.  67;,  .de  la  cycloïdei  et  ayaut  mené  par  le  pi£  c. 


Digitized 
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i5a  calcul  ntrrincxTiai.. 

point  donné  M , la  perpendiculaire  MEsur  BD,  on  tracera 

la  corde  BC  ; alors  la  parallèle  MT  à cette  corde  sera  la 

tangente  demandée  ; c’est  une  suite  de  c<y  qui  précède 

ao6.  Pour  avoir  l’expression  du  rayon  de  courbure  de 

la  cyéloïde , U ta  ut,  de  l’équation  de  cette  courbe,  déduire 

• d y d‘y  : . . 

les  valeurs  de  jg-  et  de  que  nous  substituerons  dans 

l'expression  du  rayon  de  courbure,  art.  i5a. 


s • 


V = — ' — 7iTt; » 


•:  V 


d*’ 


et  dans  laquelle  nous  adoptons  le  signe  négatif , parce  que 
nous  savons  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  l’axe 
des  x.  D’équation  de  la  cycloïde  nous  donne  d’abord 


lox 


■■■rr 

*,  «Br  tly  / ‘î  *■ 

Pour  obtenir  , faisons  = p ; nous  aurons  donc  aussi 

/ . ,\Z 

et  en  différenciant,  drt.  at,  nous  trouverons  • ' • 

— d r r ••  • 

<l/;SE Z.  . — 

V t- 

, V'  • " 

^ jrV^aay— .T“  ..v  > .. 

multipliant  cette  équation  par  l’équation  (i43),  nous  ob- 
tiendrons , art.  u6 , * * * ' • • * 

• • ; « *■ 
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* ♦ 

« . . #.♦>?'  d?r  • - a 1 •-.••••  •• 

’ cl*  Jf*  . 3*?.  . ••  'V/  ' 

&u  moyen  de  ces  Valette* , on  a enfla 


"Vr/..  fia)*1  «.M‘. 

’ . y jc=  Vf.  te  ■ »r  »;<  ' ; ' •'*.»  *''  • y ' 

* y*  * J - .‘è'-‘HFv 

et  en  faisant  passer  ymi  numérateur,  . 


y =s  2 


* i*  = a • = 2 v'oaÿ  ■/' 


i L-i 


*■  ' 


donc  le  rtyon'  dç  éoorbure  MM',  %.  6#,  de  la  cyclokle,  Fig-  68. 
est  double  de  la  nertnrflfe  9JB.  _ . ' . 

207.  Qo.  ob  tiendra  l’équation  de  la  développée  en  substi- 
tuant le*yaleus#de  jT«t  de— ^ dans  lés  forinules/art.aSt, 

• ••  ’ - .•  • r * - , v • -r.  >„  . . 

' \ • 

* • * y r-  »«=  •**  '-y'S  (. 


v A*;J-  , rv 


•Jor* 


: . {*+©  |£*  dr'  • 

? — — — nr — (jr  ~ 4- , 

5*.  . • 

et  l’on  tiouvera  v *:  \ 

"•*  2a  • •'.#'*  * 

».  • / V ' «-  • v * • 

. jr  — £.=  ^ =rw,  x •— sr=^  2^  2 ay  — ÿ¥-, 

X 

<F‘  - * 

donc  • . , . 9 

(8= — j-,  * = x 4*^ iK^çéV*',  * ' * ‘ f-  ’ • 

ou,  fig.%,  Fi».  69. 

Qïtt'  *=  MP;  - ».=  AF  -f-  aM£  i . 


V"«.~ 
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et  en  observant  que  £.P  -f-  ME  = AR  ==  are  MR , 4a  der- 
rière équalièn  peut  s'écrire  ainsi  : • . * 

«==^ré:MR  ‘-pJtE i* . . * 

Prolongeons  BR,  et  prenons .'Rl>=  «^"aa,  et' sur  RL 

décrivons  la  clemi-circonfëreucè  RM'L ; cêfto  éemi-eircon- 
ferçn  ce  passera  par- le  point  M',.5  cause  des -cordes  égales 
Mlt'et  MR,  et  l’ofa  aura 

arcMR  = arcJOTl  et  ME  = *?*"?  •*  * ’ 
substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  X*44)  * oo  trouvera 

• J.’,/,,  ..  *^ârc m + #Çi:  A' v-*  ' 

donc  • 

■■  «==  are  M'R  -4* -.‘JP . . . . 

Telle  est  l’équqtiop  qui  existe  entre  les  coordonnées 
et  QM'  =e)2  d’un  point#  de  fit'  développée.  Pro- 
Flg.  6g.  longeons  maintenant,,  fig.- 6g,  l’ordonnée  BDss aa  dune 
quantité  DA'  encore  é^ïe  à an,  et  par  le  point  A'  menons 
la  parallèle  A'D'  à 1 APt  • **  transportons  L’origine  A au 
point  if.  Poift  cet  effet,  soient  A'Q'ssu',  Q'M'  =e  g ; nous 
avons  pour  L’abscjsse  ' ' 

A'Q'^ADAr^v) 

ou  .-V  4 -.-.y  v * *v  ■ i .*%■+'  - • 

a'  = i circonférence  génératrice  — A Q 
ou  * . . 

' . * =e  ira  — ’•**"'  _ 

à l’égard  de  l’ordonnée  (¥,  nous  avons  - 

% V M'<?s*A/®  — QM',  . ••‘H’-v'  ç 

o»  * - ‘ 

?=2<«-  |8; 

V . s- 

op  tire  de  ces  jfqtlaüoo»  * 

. , . ifaïflr»',  £ — 2 a — A*;  -.ÿi 

au  moyen  de  ce»  valeurs  ; l’équation  ( i^S)  -devient 
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..  WoarcM'i • ,%  *;: 

d\i  ■•  ‘ ' ' 

•'  jwrtc  Wwf  Wb  + V*  **fc4-*$*.  ;-  ' 

* " *=s  ira arç  M't  " ■ '■<•. 

■ ' • *-iV  ,v».  • V//*  v -.v»  *i-.  ■»’  »...  •■  •>-.  v •,■<*,».•  ' 

et  par  conséquent  ^...  fw*'!'  • 

'-T  ••'  •*«*  — . *■•  ' - 

, A • * V . » “ÿ  , * » • ■*"’  ■I^V’  * 

Cette  équation  est  telle  d’une  cycloïde;  donc  la  déve- 
loppée d’une  ejrcloïde  est  une  antre-cy el o'ide - . 

ao8.  Ou  pçùt  démontrer  dè  la  manière  survente  ÿrf§?  la 

synthèse  qûe  la-développée  AAV%-  dg , est  uue  cycloïde,  Fie-  ®!) 
Nous  avons 


r i«r  V 


'•  art  EM'-sf-  Érc  RM' usa  **r  , 


. 

.,  / ...» 

, , ait«  um  "p  aie  um  «aiq  y ■ * *• 

donc  •>;  ■!  . • - *■  • , * 'vr  • • * * < - 

* • • arc  LM'  a*  sw-*  aire  RIT;  , ’ • ■•  ' 

I,  ' • -v  V*  'A*  Y :«<»  v . . 

d une  aütre  part , * , v 

« . arc  «rfcMR  = AR,  art.  aoj- 

substituant  cette  valeur  dans  l'équsitkn»  precedente,  ot^aura 

are  t»' =5a  ^ ^ AR  ^ Ar‘,- 

ote . f.*  • &•  ■ '■**''  ! -i  •;*  y.  y*':  >••>•>'  - 

^.arctM'  =a  ^Ar,  •-.*>  >’*  -4  w-.*'  '.** 

ce  qui  est  1*  propriété  de  la  éy^lol^e.  • „ . 

'3rv N*  ' 

Du  changement  de  Ut  variable  indépendante.  - 

009-  Barsqé’uni  fprmnffe  qui  étrtaiept  Ai*  ÉootlWlètAilBIeteiittéï»  est 
dopuép,  on  ne,  peut  les  tilioAmer  qu’à  t'«ide  de  l'équation  do  Ut  courbe 
àu<pieîl^  on  y eu*  appliquer  cettè  fortaule;  o’eat  SùbI'  qu6  , lorsqu’on 

a U formule  . •.  ‘ l 'i  . 

• »•..*•  * f *.»  • ' t • ^ •>  '**  '!■» 

* -,  ..^è;  o" 


•r  *vt 


& 

/!«#•  Ai  «.  #-■ 


et  qu’op  demande  ce  qu  elle  devient  lorsqu»  la  courbe  tfst  orne  (iarai>ole, 
ou  tirera  de  l’équation  f tiras:»  delà  p^ilîélidlt , les  Valeurs  de  j?  et  de 


$ 


t 
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lS6  • CAIOITC.  HIFI  l»EH»IEK.  V- • ,, 

qu?on substituera  dans  cette  formule,  et  alors  les  coofhclens  diffé- 
rentiels en  disparaîtront.  S*  l’on  regarde  g et  comme  dus  incon- 
nues y U faut  en  général  deux  équations  pour  les  éliminer  d’une  formule, 
et  ces  équations  nous  seront  données  en  difforentiant  doux  lois  de  suite 
l'équation  de  la  courbe. 

MO.  Lorsque,' par  les  operation»  de  l’Algèbre,  lesdx  ont  cessé  d’être 
sous  les  d/,  comme  dans  la  formule  suivante , 

,»>ï  ...  V./i-  .V  !..  »•-:  - i. 

‘ j-jdjv^-dr*)  • 

» dx*-f-d’’ — jJ'y" 

la  substitution  s’opère  en  regardant  dx , Sy  èt  d»v  comme  des  incou- 
naca;  et  puisque  pour  les  éliminer  il  faut  en  général  un  pareil  norrfbre 
d'équations,  il  no  semblé  pas  d’abord  que  l’élimination  puisse  s'effec- 
tuer. parpe  que  la  différenciation  de  l’équation  de  ,1g  courbe,  né'  peut 
nous  procurer  que  doux  équations  entre  dx , <|jr  et  d V ; mais-  il  taut 
remarquer  que  lorsqu'au  moyen  de  ces  deux  équations  qn  aura  éliminé 
Ajr  et  d>,  il  se  trouvera  dan»  la  formule  un  facteur  dommun  dx»  qui 
s'évanouira.  • f-  ’ .* 

f»r  gxempfo,  et  la  oourbe  est  toujWif»  aae^aHkolc  repraeeutée  par 
y a?* , an  difl'érenciaqt  deux  fois  dé  suite. ceti*  équation,  on  ob- 
tient!* ^ 

/ . .à/ a=»a*dx€  dy- is.'midx*  ». 

ces  valeurs  étant  Substituée»  dans  la  fofcmule  (vffi)  > dn  obtiendra , après 
«rair  supprimé  le  Taoteur  sotnpaun  dxé  , . v . 

■ c. : ... . 

jVf-  4a»x>  — w 


su.  La  raison  («ariaqvMlle.dar»  devient  facteur  aomaun  am'Jhcileà 
saisir;  car,  banque  «Uns  u*  lornt^  ^^oantam^^^weaent^ 
et  g,  on  a &it  disparaître  le  dénominateur  de  g , W À' iteàitj», 
hors  atux  en  i~'et  e»  ^ , ont  dÂ  acquérir  le  fâcteair  oommun  dx*  : 

■4**  ^ ..  .T»  . * 


ï 

alors  Ips  termes  qui  étaient  affectés  de~^  ne  contiennent  plue  tb^ 
uft.  que  les  termes  qui  ttaient  allée  tés  de  g .renferment  dx  au  ppe- 


- r 


«U  . 


.1  »• 


prier  dàjré  , car  le  produit  de  rar  dx»  se  réduit  à 4><lf-..l<otsqu’cm 


t*; 
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différencie  ensuite  l'équation  de  la  courbe,  et  qu'op  obtient  des  résultat* 
dé  In  forme  dr  — Mdx , d *y  é=  Jidx’,-  ces  râleurs  étant  substituées  dans 
les  terni es^n  et  en  d,y;dx , 16a  changèrent , comme  les  autres  termes, 
en  des  produits  de  dr*.  " • ••  •„  *,*  , , 

utn.  Ce  que  nous  disons  d’une  formule  qui  contient  les  différentielles 
des  deux  premiers  ordres  pouvant  s’appliquer  6 celles  dans  lesquelles 
ces  différentielles  s'élèvent  à des  ordres  supérieurs  , il  suit  de  16  qu'on 
différenciant  autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  l’équation  de  la  courbe, 
on  pourra  toujours  chasser  do  la  formule  proposée  les  différentielles  qui 
y sont  cantonnes:. 

Aid.  n’on  serait  pas  de  mémo  si,  outre  les  différentielles  que  nous 
vonons  de,  considéiier;  la  formule  contenait  des  termes  en  d r,  en 
d »<r,  etc.  -,  car,  'supposons  qu’il  entrât  dans  cette  formule  Tes  différen- 
tielles suivantes  dx,  dr,  d'x,  d»r,  et  qu’en  différenciant  doux  fois  de 
suite  l’équation  représentée  par  y =fx,  on  en  tirât  eus  équations  : 

■ EfcxT,  dr,  dx)  = 0,  F(*,JS«hr,  dr,  d»x,d»r)m:o,  * 

•*  . ...  . » ' -m  J * 

on  ne  poarrai»  avec  ces  deux  équations , éliminer  que  deux  Hes  trois 
différentieUos  dr,  d*x,dv,  et. l’on  voit  qu’il  serait  impossible  de  faire 
disparaître  toutes  les  différentielles  de  la  formule;  il  y a donc , dans  ce 
cas,  une  condition  tacite  exprimée  par  la  différentielle.  <&x;ic,est.  que  la 
variable  x est  elie-mê/iio  considérée  comme  Une  fonction  d’pnc  troi- 
sième variable  qui  ne  parait  pas  dans  la  formulé,  et  qu’on  appelle  la 
vaYirnhlc  irutfpcniaxic:  Cela  deviendra  manifeste,  si  l’on  fait  attention 
que  réq nation  'yzs.fx  pourrait  dériver  dn  système  des  doux  équations 

* — Fi,  y — — . 

entre  lesquelleson  aurait  éllmUië  t;  o’est  allisi  que  l’équation  y = a 
revient  au  système  dee  deux  équations 

* x = bt  + i y = «<*, 

• * * # • *• 

et  l’on  conçoit  que  x etr" doivent  varier  en  vertu  de  l’accroissement  que 
t petit  recevoir;  mais  cette  hypothèse,  que  x et  y varient  d’après  l’ac- 
croissement donné â t , suppose  qu’il  y ait  dos  relations  entre  x et  t f et 
entterel.tî- l’âne  dè  ce?  relations  est  arbilraire , oar  l’équation , que 
nous  représentant  en  (Vénérai  "par- y x=Jfc,  étant , par  exemple,,.*. 

fx— ".  ..  •'  . , * l|  r 

yssa  si  l'on  établit  ontae  t «t  xla  relation  arbitraire  x=  . 

j»  - .v  et 

cette  valeur  Âant  mise  dans  l’jSqnation  y = a U changera 

(p e*l*  : t» 

y = ^-4  -,  équation  qui , étant  combinée  av'ee  celle-ci,  xi»  -y. 


xx 

en 


»éuto  condition  à ta- 


T ' * * * 

t au  sopimet  <lc.Ia  courbe , ou  aura  « ~\/x'  -+-  >>  ; eniîu , ,( 
Jtra  l'abseissc  ou  l'ordonnée , et  l'on  aurait  alors  t~r)  ou 


r58  OAECUt  tjJTTÉtlENtXfl..  t 

. ’ .1 

1 • A t,  . % r • (j>-  " 

doit  reproduire  par  l’élimination , y = a - 

'•**  * ..  V * v \ 

quelle  on  aloivo  avoir  égard  dan»  le  choix  do  la  variable  r.  » •> 

214.  On  peut  donc  déterminer  arbitrai rernent  la  variable  indépen- 
dante t.  Par  exemple,  on  prendra  la  cbfde,  l’are,  l’absoisBC  en  l’ordonnée 
pour  eette  variable  indépendante;  si  t représente  l’are  de  la. courbe,  il 
faut*  que  T'en  ait  dt  — V ilx*  0s‘  ; si  t représente  ta  corde  , et  que  l’o- 
rigine soit  i 
pourrait  être 

Y ■■  y J • • 

îtTS,  to  choix  de  l’uuo  de  ces  hypothèses  ou  de  toute  autre  devient 
indispensable  pour  que  la  formulequi  contient  dcsdifféraoliolles  puisse 
en  être  dt  livrée;  si  nous  ne  le  taisons  pas  toujours,  c’est  que  nous  sup- 
posons tacitement  que  la  variable  indépendante  a été  déterminée.  Par 
exemple,  dans  te  cas  lé  plus  ordinaire  oit  urte  formule  ne  contient  que 
les  différentielles  tir  f4ft  d^»r,  d’r  y.etc.  , l’hypothèse  çft  que  la' variable 
indépendante  / a été  prise, pour  l’absei&se , car  alors  il  en  résulte 

v ^ . • • ÿ T . V * 

. - . d*  ►.  ' • d*x  '*•  :•  - 

-V  • • 

•.  • • . • • 
ja  I » J*  | s . } % « r#  ^ 

et  l’on  voit- quo  la  formule  ne  doit  pas.  renfermer  dos  différentielles  se- 
condes , troisièmes , etc. , défi.  t<’  * t 

at(i.  Pour  établir  la  formule  dans  toute  sa  généralité,  il  fout*  d’après 
ce  quj  précède,  que  r ctj  soient  des  fonctions  «Pline,  troisième;  variable 
Indépendante  f;  M qne  ^’on  ait,  #ft.  a6*,‘  -,  ’ - . 


on  tire  de  cette  équation 


V * »'** 


dr  dr  d j 

df  ~itirh’ 


4r  . . • - 1 

df_tf  ' 

a ■'?«'  ’ 


prenant  °P<5l*«.t  ’ittf*.  fe,  fteconü  membre 

coititfltî  jgji  Uiprt»  (e*  wMom.»  Vf'  I*;.  ofi  tronvem 


: — v~  m 


d/* 


Itaiis  cctle  expression , dt  a deux  usages  : l’un  'csl'd’indiqnèr  quelle 


Diqiti: 


i by  < 


! . 


* r 

■ i 


\ 

I>U  CII.UtOBMENl'  nt  fcA  VARIABLE  JWnirENDANTE.  |5f) 
est  la  M > iable  indépendante  .1 , et  l'anuo  d'j  outrer  comme  signe  d’Al- 
cftbre.  Nous  pouvons  no  coniWérec <fc  que  sous .le  second  rapport,  si 
nous  no  perdons  pas  dé  Vue  que  t ost  ia  Variable  indépendante;  alors 
supprimant-  di*  copumo  facteur  commun  , l’cxprqssion  précédente  se 
simplifiera  en  écrivant  ‘ • 1 . ’ • 

• . * . 

d^r  _ 1 drdft  ~ .r 

dr  ’ Ar»  * 

cl  en  divisant  par  <U,  elle  deviendra 

* __  dj»d*.r  — ■ dyé*x  • J .*  ; 

• < ^ ' * * 5 . ^ *4Ér*’  * w ^ : "*>  ■ «y  -ij4 

a,7-  En  opérant  de  même  sur  l’équation  (|$j)  on  voit  qn’m  prenant r 
pour  variable  indépendante,  le  second  membro  de  l’équation  devient 
identique  au  premier;  par cbnsiquint , lorsqu’on  prend  r poqr  variable 
indépendante,  on  n'a.qu’tm  seul  cliangenmbt  4 faire  dans  la  formulo  qui 

contient  les  coefficiens  différentiels  Jî  et  ^ lC’eat  dô  remplacer'  ce 

, V • ' V 1,  - X UJ^  ♦ * . 

secorid  obeflicient  différentiel  par 

• » ’ • 

Ptmr  appliquer  cas.  poitafcjéraflon*  au  rajon  de  eo«rrfcorormt,art. 
est  donné  par  l’équation  • V » -,  •-  V . .. 

• ’v..‘ *.■**• 

- • »,  ..  •;  < .«  T * y . V*  ♦ -, 

* .g;, 

si  l’on  veut  <vo«  qas  <*’f  MriibWaindé- 

pendantc,  ofi  changera  eétte  éqnation  an 

s * - • • * ■ * * .«•*  ' • 

..  • *1  ■■ 

•*.  . v ^ *“7  drri çLràfe*'  !,i  • -.os' 

1 A-  *.  ?'  •-  >.*  -a;*;*'1.  ... 

' • *•  i'  ' r ‘ ^ l j-1;  , *>0.’*  ‘‘î 

en  observant  que  lonu«nétWe«r-r*t|qor^^S-^^îll,  , 


i ou  aura 


• r <M*r  — dj«i?i  ••••' 

<*  ’ V ••  • A ' s*  • » ».  • " -'if.  % ■ * ( ' 

»ib  Oetts  valeur  de  y suppose, qidnc  quo-xet  f soknt  dss  fonctions 
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d'une  troisième  variable  indépendante  ; maie  .si  x devait  être  celle  va- 
riable , c'est-à-dire  «i  l'on  avait  t x , on  aurait  d'iao  r et  cette  for- 
mula retomberait  dans  le  ms, ordinaire  en  redevenant 

...  , V e ••  V-  • • • • e.  ... 

* 

417.  Mai»  si , an  lieu  de  prendre  m pour  la  Variable  indépendante,  on 
voulait  que  l'ordonnée  fat  cette  variable  indépendante , cette  condition 
aérait- exprimée  par  l’équation  J =>-f  ; et  en  différenciant  deux  fois  de 
suite  cette  équation  , «n  aurait  . ' 

...  «dp . d’r  ■■■'.'  >’• 

4t.  \X  >.  • ... 

Là  première  de  ees  équations  noua  dit  seulement  que  .y  est  fa  variable 
indépendante , ce  qui  ne  changera  rien  A la  formule  f mais  la  seeoude 
noua  montre  que  d\r  «loit  être  nul , et  afors  l'équation  (148)  se  réduit  à 

# ‘ • * .a  *.  ! , • *’■  * "*  - 

3.00.  U eal  à remarquer  <fue  lorsque  x est  la  variable  indépendante, 
et  que  l'on  nr  par  conséquent  d’*~j='« , cêttc  équation  noua  dit  que  d>  est 
constant  ; fl'ob  *1  suit  qd’en  général  la  variable  quï  est  regardée  comme 
indépendante,  a toujours  une  différentielle  constante. 

mi.  l'infin  , si  Ton  prend  l’arc  pour  vnrfabio  indépendante,  on  aura 

* ' d/  = Ir'xfr*  ri-dy»  ; 

•'•levant  au  carré  M diVmht  pardi»  f nette  équation  nous  donnera 

* • » . 4r>  s-  d f*  ■ • * 

il >t...  •;  ^ 

différenciant  cette  équation,  nous  regarderons , art.  Mo,  dr  comme 
^féfcstairt,  puisque  r éet  le  variable  indépendante;  et  en  opérant  d’apréj 
Vâ  régie  dé*  okposans  , noua  trouverons 


■ » r •. 

.s  ^d’r 


’r  • 


d’où  l’on  tira  . . . . . . 

-, • . • : ' *,♦'  • ' r,  -V  ïWr 

par  conséquent , si  Von  subétitue  la  vaJcardc  d*jr  ou-celle  de  d»r  dans 
l'équation  « oW  dur»  dans  l'è  ^rotùlh'cbs, 
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— (<***  -fr  dJ'*)*  fa  _ V (d^*  4-  dj-j 


' (dx>  +■<!/•)  dVE 
et  dius  le  second  cas  ,* 


d* y 


dr  ; 


(tlx«  4-dr*)* l/dx; 

(dx*  -f-  clj'*)  d*x  * 


• dj" 


d*x 


dr: 


oaa.  Dans  ce  qui  précède , nous  n'avons  considéré  que  les  deux  coefïi- 

ciéns  différentiels  mais  si  la  formule  devait  contenir  des  eoef- 

ficiena  différentiels  d'ordres  plus  élevés,  il  faudrait,  par  des  moyens 
analogies  à ceux  que  nous  avons  employés , déterminer  les  valeurs  de 
d*y  * (i<y  * • 

- — - de  , etc. , qui  se  rapporteraient  au  cas  où  x et  r sont  des  fouc- 

dx*  dx* 

tions  d’une  troisième  variable  indépendante. 

De  la  méthode  des  infiniment  petits. 

3t%3.  Les  notions  que  nous  avons  de  l’infini  ae  réduisent 
à cette  proposition  : Une  quantité  n’est  pas  jnfiaie  lors- 
qu’elle est  susceptible  d’augmentation.  Par. conséquent, 
si  l’on  a x + a,  et  que  x devienne  infini,  il  faut  suppri- 
mera, autrement  ce  serait  supposer  que  -x  peut  encore 
s’augmenter  de.a,  ce  qui  est  contre  notre  définition. 

2o4-  Cette  proposition  étant  fondamentale,  j’ai  cherché 
à la  démontrer  d’une  manière  plus  satisfaisante  ,'00imn£  il 
suit.  Soit  l’équation  '.  . * * • 

* + « = ï- • • • ■ (*49)»  ' ■* 

dans  laquelle  a est  une  quantité  constante.  Nous  pouvons, 
à l’aide  d’une  indéterminée  m,  représenter  par  ma  le  rap- 
port, des  variables  y et  x,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
supposer  . ' ‘ .-•••*.•  a 

max  — y . . . . ( i So)  ; 

substituant  cette  valent-  dans  l'équation  ( 1 49) , on  obtient 

a =z'max,., . (i3i); 

divisant  tous  les  termes  de  l’équation  (i5i)  par  ax , oi>  a 


- -f*  - — m...  . (t5i)  ; 
a x 
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quand  x devient  infini,  la  fraction-  âyant  atteint  à son 

dernier  degré  de  décroissement,  se  re'duit  évidemment  à 
zéro;  alors  l’équation  (i5a)  devient 

• ' ’ i 

mz=~. 

, . ••  a ‘ 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  l’équation  (v5i) , on 
obtient  4.  * 

ce  qui  montre  que  quand  x est  infini  x-j-a  se.réduit  à x. 

225.  La  quantité  a',  à l’égard  de  laquelle  jç  est  infini,, 
est.  ce  qu’on  appelle  un  infiniment  petit,  par  rapport  à x. 

a?.6.-  Comme  nous  ne.  considérons  ici  que  les  rapports 
des  quantités;  la  démonstration  précédente  a lieu1  lors 
même  que  x aune  valeur  "finie,  pourvu  seulement  que 
a soit  infiniment  petit  par  rapport  à x.  ' 

La  théorie  des  fractions  va  nous-serVir  encore  à rendre 
sensible  cette  vérité.  En  effet , si  l’On  compare  la  quantité 

» t h , • * » ‘ 

finie  b i\  Ja  fraction  - , il  est  certain  que  plus  le  dépomiua- 

* ; *•  ' ' P 

teur  I augm^o^rftjtplus  li  fraction  diminüwa  ; de ‘sorte 
que  quand  * deviendra  infini , cette  fraction  deviendra  abso- 
lument nuUe,  et,  comme  telle , devra  être  supprimée  de- 
vant b,  qui  qlors  serU  infini  à l’égard  dé 

. . - ••  -V  v * '•  ‘ 

22,j.  Quoique  deux  quantités  soient  infiniment  petites, 
il  ne  s’ensuit  pas  que  leur  rapport  soit  nul;  car  ' • 


On  sent  d’atllfears  que  deux  quantités  infiniment  petites 
peuvent  se  contenir  comme  deux  quantités  très  grandes  ; 
ainsi,  en  représentant  deux  quantités  infiniment  petites 


à 
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<î  y 

par  <1^  et  par  dx , il  suit  de  là  que  leur  rapport  ~ ne 

sera  pas  nul  : résultat  conforme  à celui  que  nous  avons 
obtenu  par  la  conside’ration  des  limites. 

228.  Lorsqu’une  quantité  x est  infiniment  petite,  par 
rapport  à une  grandeur  finie  a , le  carré  x%  est  infiniment 
petit  par  rapport  à x.  En  effet,  la  proportion 
y.*  ::x:  x* 

nous  prouve  que  x1  est  renfermé  dans  x autant  de  fois 
que  x l’est  dans  l'unité  , c’est-à-dire  un  nombre  infini  de 
fois.  On  démontrerait  de  même,  à l’aide  de  la  propor- 
tion x:  x1  x*  : x3,  que  x*  étant  infiniment  petit  par 
rapporta  x,  le  terme  x3  doit  être  infiniment  petit  par  rap- 
port à x*  ; c’est  par  cette  raison  qu’on  a divisé  les,  infini- 
ment petits  en  différent  ordres" : ainsi,  dans  les  exemples 
précédens  , x est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
xJ  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  x3  est  un 
infiniment  petit  du  troisième  prdivs  ; ainsi  de  suite. 

s.29.  Observons  que  si  x est  infiniment  petit  par  rapport 
à u,  il  en' seca  de  même  de' X’ multiplié  par  une  quantité 
finie  En  effet , x considéré  comme  une  fraction  dont 
le-  «dénominateur  serait  infini  , 1 peut  être  représenté 

€?■*'■*  t C OC 

par  — ; or,  que  l’on  ait  — ou  — , çes  quantités  n’en  sont 
pas  moins  nutles  par  rapport  & a. 

■ a3o.  Be  même  qu’un  infiniment  petit  du  premier  ordre 
doit  être  supprimé  lorsqu’il  est  à côté  d’une  quantité  finie, 
qu'il  ne  peut  augmenter,  oh  doit  effacer  un  infiniment  pe- 
tit du.  second  ordre , qui  serait  à côté  d’un  iniiuiment  po- 
lit du  premier  prdre  ; ainsi  dç  suite.  • ; . 

Par  exiUnple  f si  l’on  a cette  expression 

« 4-  by  -f  cy‘  -p.  djrï,  ".  • « 

et  que  y soit  un  infinimeht  petit  du  premier  ordre,  cy*  en 

u.. 


% - 

■>> 


% 
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sera  un  du  second  , et  djr3  en  sera  un  du  troisième  : il  faut 
donc  effacer  dÿ3,  parce  que  djr3  ne  peut  augmenter  cÿ*\ 
et  comme  ejr*  ne  peut  augmenter  b]rt  on  l’effacera  à son 
tour',  enfin  , on  effacera  aussi  by,  puisque  cet  infiniment 
petit  du  prunier  ordre  ne  peut  augmenter  la  quautité 
finie  a , et  -il  restera  a. 

23 1.  Deux  quantités  infiniment  petites  x et  jr  donnent 
pour  produit  un  infiniment  petit  du  second  ordre.  En  effet, 
du  produit  xjr  je  tire  la  proportion 

» : y ::  ? : *r> 

ce  qui  m’apprend  que  puisque  y est  infiniment  petit  par 
rapport  à i,  xjr  sera  infiniment  petit  par  rapport  à x,  c’est- 
à-dire  sera  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

232.  On; prouverait  de  même  que  le  produit  *de  trois 
infiniment  .petits  du  premier  ordre  donne  un  infiniment 
petit  du  troisième  ordre. 

a33.  Nous  pouvons  maintenant  expliquer  la  théorie  de 
la  différenciation  , d’après  la  méthode  des  infiniment  pe- 
tits. Pour  eet  effet  ,.si  l’on  suppose  que  dan§  une  fonction 
de  x la  variable  x prenne  un  .accroissement  infiniment 
petit , représenté  par  dx , eu  Sorte  que  x devienne  x-f»dx, 
la  différence  du  nouvel  état  au  premier  sera  la  différen- 
tielle de  cette  fonction. 

234.  Par  exemple,  pour  trouver  la  differentielle.de  ax , 
cette  fonction  devenant  a (x  4-  dx)  = ax  -f-  a dx,  si  l’on 
en  retranche  ax,  il  restera  adx  jmir  la  différentielle. 

235.  Cherchons  encore  la  différentielle  de  ax3;  il  Taut 
do  a (x  -f-  dx)3  retrancher  ax1.;  développant  et  rédui- 
sant, on  trouve  d’abord  3ax’dx  4 3flxdx*  4-adx1.  £ela 
posé,  adx3  étant  un  infiniment  petit  du  trotsiéine'-ordTe, 
ne  peut  augmenter  3oxdx’,  par  conséquent,  on  effacera 
adx**  de  même  3axdx*,  qui  est  uu  infiniment  petit  du 
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second  ordre  „ «toit  être  supprimé , parce  que  Sox'dx  en 
est  un  du  premier- ordre  ; et  il  restera  3ox’dx  pour  la 
différentielle.  - ■ * 

a3G.  On  différenciera  , d’après  le  même,  principe  , toute 
autre  fonction  de  x,  en  aypnt  le  soin  de  supprimer  les  in- 
finiment petits  des  ordres  supérieurs.,  ce  qui  se  réduit  à ne 
conserver  que  le  premier  terme  du  développement , ainsi 
qu’on  le  fait  par  la  méthode  des  limites. 

Par ‘exemple,  pour  trouver  là  différentielle  de  /x , au 
li'eu  d’écrire-  ’ 

/<*  + *>  -f*.  = A + BA  + Cfr  + etc. , 

qui,  dans  le  cas  de  la  limite,  donne  dx  = Adx  pour  la 

différentielle,  on  aurait 

f(x  4-dx)  =fx  -f-' Adx  -f  Bdx®  -{-  Cdx3  4-  ett.  ; 
retranchant. la  fonction  primitive,  il  resterait 

Adx  + Bdx“  4-  Cdx3  4-  etc.  ; „ 

•*  • 

et  comme  on  devrait  supprimer  les  infiniment  petits  des 
ordrés  supérieurs,  on  ne  conserverait  que  le  terme  Adx, 
qui  serait  la  différentielle  cherchée. 

23y.  Pour  trouver ‘la  différentielle  du  produit  de. deux 
variables,  j*,  x,  on  supposera  que  quand  x devient  xq-dx, 
^devienne  /'4'd^j  et  que-z  devienne  z 4*  dÿ.  Le  produit 
jrz  se  convertira  donc  alors  en  (jr 4-  dj')  ( z 4-  dz)  j déve- 
loppant et  retranchant  jri,  il  restera  ^dzq-  zd^4-  dj-dz. 
Le  dernier  terme  de  ce  résultat  étant  un.  infiniment  petit 
du  second  ordre , devra;  s’effacer  ; et  l’on  aura , pour  la 
différentielle  de  jz  , l’expresfcion  j dz  4-  zdj'-. 

238.  On  déduira  ensuite  de  cette  dernière  différentielle, 
celle  du  produit  d’un  plus  grand  nombre  de  variables,  et 


v 
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ensuite  celle  de  xm,.par  les. procédés  que  nops  avons  suivis 
lorsque  nous  avons  employé  la  méthode  des  limites. 

23g.  La  différentielle  de  a*  s’obtiendra  aussi  très  faci- 
lement, lorsque  l’on  aura  le  développement  detf*+l,'i  et 
ce  développement  se  trouvera  comme  celui  de  ax*h  ; ar- 
ticle 36;  on. cherchera  ensuite  la  valeur  dé vzx+<ix — çx,  et, 
ne  conservant  ,que  le  premier  ferme  , on  rejettera  les 
autres  comme  des  infiniment  petits. d’ordres  inférieurs  à 
celui  du  terme  que  l’on  conserve.  De  la  différentielle  de  a* 
on  déduira  ensuite , comme  nous  l'avons  fait , celte  de 
log  x. 

240.  A l'égard  de  là  différentielle  tfe  sin  x,  on  a 
sin  ( x -f-  dx)  — sinx  = sin  x cos  dx  -f-  sin  dx  cos  x — sin  x, 
l’arc  dx  «tant  infiniment  petit , 

cosdx  = r,  et  sindx?=dx;  • , 


au  moyen  dé  ces  valeurs,  on  trouvé 

d.ÿin  x = dx  co$  x. 

' 1 

241.  Le  problème  des  tangent.es  a.  donné  en  quelque 

sorte  naissa 
manière  qn 

minent  peti — ... 

Fie-  7°*  Soient  PM  et  P'M',  fig.  70,  deux  ordonnées  infiniment 
proches,  èt  MO  une  parallèle ‘à  l’axe  des  x ; la  tangente 
MT  pourra  être  considérée  comme  le  prolongemèn't  de 
l’élément  MM'  de  la  courbe  , parce  que  cet  élément  étant 
très  petit,  est  cénsé  être  .en  ligne  droite.  Nommons 
AP,  x;  PM , y,  l’accrpissement  de  x sera  PP'— dx,  et 
celui  de  y sera  M'0=^d,f7  te  triangle  infiniment  petit 
MM'O  étant  semblable  au  triangle  MPT , on  a 

M'o  : MO  ::  mp  : pt,  ‘ . . 

ou 

<\y  : dx  ::  y : pt  ; 


mee  au  Calcul  différentiel.  Voici  fle  quelle 
résout  ce  problème  par  la  méthode  de^infi- 
ts 
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On  trouver»  ensuite  1»  normale , la  tangente,  et  leséqüa- 
tions  de  ces  lignes , comme  dans  les  At,  7a  et  78,  - • v • 
a42-  P°ur  atonr  1®  différentielle  d’un  arc , pn  regardera 
l'arc  cémprjs  entre  les  ordonnées  PM  et  P'M',  infiniment 
proches,  comme  Une-ligne  droite;  etalqr»,  en  nommant 
r ‘Parc  total,  MM'  sera  dr,  et  lé  triangle  rectangle  MM  O 
qui  a pour  côtés  MO  =^d*  et  JM/O  — dj-,  donnera.  , 

- . - dr  ==.  \Zdx‘  -f-  d^*.  ' • •* 

343.  La  différentielle  de  Pire  d’une  courbe  dont  les  coordonnées  sont 
polaires,  se  trouve  aussi  très  facilement  par  la  cônsidération  des  infJtai-  ^*2-  7*- 
ment  petits.  Lu  effet,  soient,  fig.  js,  RR'  et-  MN  deux  arcs  de  cercle 
décrits  Ton  avec  le  rayon  1 et  l’aiftro  avec  le  rayon  u , dans  l’angle  .infi- 
niment peiitM'AN,  formé  par  deuxnyons  vecteurs;  lp  triangle  NM'M 
pourra  être  regardé  comme  rectiligbe  et  rectangle  en  Mj  on  aura  floue 

M*N  = V-MM'’  +MK*  ; 

et, en  observant  que  M'M  = du,  et  que  MN  est  égal  à ndt , en  vertu  de 
la  proportion  • • * * • 

tld»::  n : MN,  . 

nous  pourrons  remplace^  NM'  et  MN  par  toifrs  valeurs  ; et , en  mettant 
di  à la  plaec  de-M'N , Sous  aurons  ’ . . . 


d<  =i|/du*  -U-  n*dr«. 


Le  même  triangle  MM'N,  comparé  ap  triangle.  M'AT,  nous  fera  obte- 
nir la  sous- tangente  d’une  courbe  ^polaire  par  la  proportion 

M'M  : mn  am' : at, 

ou,  en  remplaçant  AM'  par  AN,  qui  n’en  diffère  que  d’an  infiniment 
petit , 

.du  : udt  ::  u ; AT; 

d’où  nous  tirerons  - • . 


AJ  = »’ 


di 

du"  t 
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De  la  méthode  de  Lagrange  pour  démontrer  les 
principes  du  Calcul  différentiel,  sans  la  consi- 
dération des  limites,  des.  infiniment  petits,  ou 
de  toute  quantité  évanouissante. 

244-'  Nous  avons  vu  de  quelle  utilité,  était  théorème 
de  Taylor  lorsqu’on  voulait  développer  de?  fop étions  en 
séries.  Lagrange  •considérant  la  grande  facilité,  avec  la- 
quelle les  principes  de  la  différenciation  pouvaient  se 
déduire  de  ce  théorème,  parvint  à le  démontrer  sans  faire 
usage  du  Calcul  différentiel , par  un  procédé  que  nous  al- 
lons modifier  de  la  manière  suivante  ; 

Soit  y = /(.*  -M)  ; par  la  nature  dè  cette  .fonction,  il 
faut  que  lorsqu’on  fait.  A =,=  o,  f(x  ,-f  h)  se  réduise  à fx;  : 
c est  ce  qui  aura  lieu  si  la  partie  qui  contient  A dans-  cette 
-équation , est  un  luultiple  de.  A.  KepréseutOnsda  par  PA  ; 
nous  aurons  donc  ,.  ’ • 

fÇx+h)=dfx  + Th; 

P pouvant  être  une  fonction  de  A , si  nous  appelons  p ce 
que  devient  P lorsque  *=  oT  ét  Qh  la  partie  qui  dépend 
de  A,  nous  aurons  encore  P=pp-f  QA;  èp  continuant  ce 
raisonnement , on  aura  cette  suite  d’éqüations  : 

y =e/x  -p  PA, 

. P f i»  +QA, 

Q = 9 -h  RA,  • . .* 

etc.  etc.  etc. 

•S  . 

Mettant  la  valeur  de  P,  donnée  par  la  deuxième  équation, 
dans  la  première,  il  viendra 

y =fx+ph  -f  QA>; 

mettant  dans  ce  résulta*  la  valeur  de  Q,  donnée  par  la 
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troisième  équation , On  aur/i  * y 

y ■== / * + ph + ?a°  + r h*  j / 

en  continuant  ainsi,  et  en  mettant  f{x-\-h)  à la  placide 
JT,  on  aura,en  général  * " ' • 

f(x+ A)  +ph+  qh*  + rAs  -f-  sh*  -f-  etc ,(j53). 

245.  L’expression  /"(x  4-  A)  représente,1  en  géne'^J , la 
fonction  qui  n’est  pas  encore  réduite  en  série  ; si  dans  cette 
fonction  on  change  x en  x-4*fi  on  aura  le  même  résultat 
que  si  l’on  eût  changé  A en  h -f-  i.  En  effet , celte  fonction 
ne  pouvant  renfermer  x sans  que  cette  variable  ne  soit 
suivie  immédiatement  de  ft%  un  terme  tel  que  A (x  -f  A.)”, 
par  exemple,  lorsqu'on  aura  changé  x en  x-f-r,  deviendra 
A(x  4-  *-j- A)w,  quantité  qui  est  la  même  que  A(x-f- A -f- f)" 
qui  résulterait  de  la  substitution  de  A -+-  i à la  place  de  A, 
dans  Ja  fonction  h(x  -f-  h)m.  Ce  que  rçous  disons  de  çe  terme 
devant  s’appliquer  4 tous  les  autres , il  s’ensuit  que  , dans 
les  deux  hypothèses,  le.  premier  ineiqbre  de  l’équa- 
tion (i53)  donnera  lieu  à des  résultats  identiques;  d’où  il 
suit  que  le  développement  fx-\~  A* A -4*  ^ A*  4- etc.,  amènera 
le  même  résultat  en  remplaçant  xparx+x,  ou  A par  h -pi, 

246.  Eu  substituant  d’abord  A + * à A dans  jx+ph 
-4-  qh'  4-  çtc. , on  aura 

.T*  a • 

fx+p(h+  0 4-  ?(A4.*)*+r(A4- O3  + etc. . . (i54)  ; 

développant  les  termes  en  A «Je  cés  binômes,  il  nous 
viendra  • l • v- 

</'x4*/>A...4-ÿA*4-2jA/...4-rA,4-3rA,i4-3rAi*,  etc...  (i55). 

Pour  obtenir  ensuite  le  résultat  de  la. substitution  de  x à 
x + i,  dans  l’expression^  4- ph'+  qh 1 4-  Ni3  4-  etc. ,. ob- 
servons que  dan$  cette  série , A étant  en  évidence , cçt  ac- 
croissement n’entre  pas  dans  fx  et  dans  les  coefficiens  p , 
q » r,s,  etc.,  quantités  qui  ne  pouvant  donc  renfermer 
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que  x , en  doivent  être  regardées  comme  des  fonctions;  et 
puisque  l'équation  (i53)  a lieu  pour  toute  fonction  de  x , 
la  substitution  de  x -f-  f.à  la  place  de  x changera 


y* 

en 

fx  + 

Pi  + 

qP 

+ 

ri 3 . 

+ 

si*  . 

+ 

etc. 

p 

en 

p + 

pi  4- 

p"P 

4- 

p-P 

4- 

p,yP 

4- 

etc. 

' • 9 

en 

< 7 + 

q'iJt- 

q'P 

+ 

fP 

+ 

qyyP 

+ 

-etc. 

hr 

en 

r 4- 

<r'»4- 

r"  P 

4- 

rm  P 

4- 

r"i* 

+ 

etc. 

▼ 

5 

eu 

* S --f" 

î'»  + 

s*P 

4- 

fp 

4- 

slyi* 

etc. 

etc, 

etc. 

ctc. 

etc. 

etc. 

■ etc, 

11  n’est  pas  besoin  de  prévenir  que  pa'r  les  lettres  accen- 
tuées, nous  représentons  les  coefficiens  deé  différentes 
puissances  de  t dans  c£s  développemen9. 

En  substituant  ces  valeurs  de  fx , de  />,  de  q,  de'r, 
de  s,  etc.,  dans  la  suite  fx  ■+•  ph  -f-  qh‘  + ^ 4*  etc-  » 
nous  obtiendrons  ' . 

f x + pi  4-  qp  -f-TÉ5- j-  etc.  + (p  + etc.)  h 

-\~(q  f y'j'4-^V-}-etc.)Rw4*(r-f*r?i4>r'»*+etc:)Asetc..(i56). 

247*  Cb  développement  devant  être  identique  (art.  245) 
à çeliii  qui  est  donné  par  l’équation  (i55) , il  faut  qne  les 
termes  qui  y contiennent  les  mêmes  puissances  de  h soient 
égaux  {noie  sixième ) ; nous  aurons  donc 

p p'i  + />"»*,  etc.  — p 2 qi,  etc.  ; 

q -f-  qi  -f-  q"P , etc.  = y + 3 ri , etc.  ; 

r 4-7  r i 4-  P'.P,  étc.  ’=x  ’r  4-  4fi>  etc. 

Ce  que  nous  disons  de- A pouvant  s’appliquera  »,  en  égalant 
les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  i,  on  trouvera 

/ — 2ÿ,  q =x  3r,  r'—fa.  etc ‘ (t5j). 

Ce  qui.  revient  à égaler  les  termes  offectiés  de  Ai*  de  é’i,  de 
7i3»,  etc. , des  équations  (i55)  et  (|56).  ■ 

2.48.  Noûs  avons  vu,  art.  246,  que  p était  en  général 
unefonolion  de  a:  ; représentant  donc  p par  fx,  et  nom- 
mant fx  le  terme  qui  multipliera  A dans  le  développe- 
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ment  de  f'(x  -f-  h)  »"  nommant  de  même  f"x  le  coefficient 
de  h dans  le  développement  de  h),  et  ainsi  de 

suite,  nous  aurons  ces'équations 
f (x4-fc)= f x +A  f x-\- termes  en  h1,  en  h3,  etc.} 
f\x+h)^f'x+hf’x+t«ÏTnctenh\enh\^.\  ’ 
f’(x+h)ep2rf"x+hf1,x-\-tertnesènh.'‘,  ehh3,- étc.r'”  * 

etc."'  '•*  etc.  jetc.  * i 

■ . ' -> 

24g.  Par  hypothèse, - nous  «Von»,  art.  248 , p = fit ; 

donc,  si  daqs  cette  équation  on  fait x = x-j-/r,  On  qûra 
P +p'À +p"Kl  +pmh:  ets,-='/'(x^-h). .. . (i5g); 

mettant  dans  cette  équation  la  valeur  dèff(x-f -h) , donnée 
par  la  seconde  de»  équations  ( i58) , nous  obtiendrons 

A-f-/>'À4-f-etc.  =■ f x-\-hf" x -f-  termes  en  h4,  en  113,  etc. 
Cette  équation  ayant  lieu  , quel  que  soit  h,  il  faut  que  les 
termes  des  mêmes  puissances  de  h soient  égaux;  donc 

V =r*i  ■ •. 

cette  valeur  de  p'  changera  la  première  des  équations  (167) 
en  f“x  2 q ; d’où-nous  tirerons 

Si  daus  cette  équation  noüs  cbangeotaSxeh  x+h,  il  viendra 
q -f  q'h  -f-  q"k{  -+r  «te.  =»:£  f\x  rf  h)-,.  V 
.mettant  à la  plate  de  f\qc-\*h)«p n développement  donné 
par  la  troisième  des  équations  ( i58) , nous  aurons 
q+q'h-\-q"IS-PeLc£3s'-(f'rx-\-hJ'’x-ï-'terrnes  en  li4,  enh3, etc.)  ; 
comparant  les  termes  qui  multiplient  la  première  puissance 
de  /»,  nous  aurons  q’  =z\  fmx,  valëwr  qui  étant  misé  dans 
la  seconde  dés  équations  (167),  la  changera  en'  7 /"xsfl  3**, 
d’&h  l’on  tirera  ' . • • " . • * 

...  • • r = i,4./'o:;  , 


en  continuant  ainsi.,  nous  trouverons  sufcccssi vemen t .tous 
les  autres  coefficiens  de  l'équation  (r53);  substituant  dans 
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celte  équation  les  valeurs  de.p.,  de  q ,-dû  r,  e te. , nous  aurons 

f(x+h)z=fx+hf'x  + —/"x+^f’x+elc*.  . (160). 

a5o.  Si  l’on  considère  maintenant  la  première  des  équa- 
tions (i58) , on  verra  que  f'x  étant  le  coefficient  de  h dans 
le  développement  de  ,f(x-^~h) , est  ce  qu’on  désigne  par 

o.upar  de  même, .en  considérant  la  seconde  des 

étudiions  (f58),  on  reconnaîtra  que  Je  coefficient  f'x  de 
1$  première  pûissahce  de  A,  dans  le  développement  de 

» * + J /•/  % , 4 

f'{x  -f-  h) doit  être  représenté  par  , c’est-à-dire  par 

dar  dr  .... 

— f^  = et  ainsi  de  suite  ; par  conséquent,  en  met- 

tant ces  valeurs  dey.r , àtf'xy  dç.  f x,  etc.  , dans  l’é- 
quation (160),  011  trouvera 

6,>. 


u5i . C’est  ainsi  qu’on  parvient  à la  formule  de  Taylor, 

* ^ Jy. 

sans  faire  usage- du  Calcul  différentiel.  L’expression  , 


qui  entre  dans  cettè  formule , est, le  signe  de  l’opération 
par  laquelle  ori  obtient  le*  coefficient  de  A dans  le  de've- 
loppsinent  de  /"(.r-j-  A)  ; dès  que  ce  coefficient  est  trouvé, 

les  expressions  etc.,  flous  indiquent  que  la 

même  opération  répétée  nous  fera  connaître  les  coeiliciens 
des  autres  puissances  de  A;  de  sorte  que  nous  n'avons  Be- 
soin que  de  connaître,-  par  des  moyens  tirés  de  l’Algèbre, 

dr 

ce  que  doit  être,  j-  puur  chaque  fonction.  Par  exemple, 
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si  l’on  demandait  quel  est  -j^  pour  Ta  fonction  a:",  -on  dé- 


velopperait (x  -+-  A)™  par  la  formule  du  biuome,  qui  don- 

_ . # (Jy  ... 

neraitxm  + mxm— '/»-}- etc.  ; et  comme  — devrait  indiquer 

le  coefficient  de  la  première  puissance  de  A , dans  ce  déve- 

i J • * 

loppem'ent  j ou  aurait  ^ =mxm~'r  Ainsi,  tput  se  réduit 

à pouvoir  trouver,  par  des  procédés  analytiques,  le  déve- 
loppement des  différentes  sortes  de  fonctions  que  l’Algèbre 
peut  présenter  » ces  procédés  ne  sont  pas  différens  de  ceux 
que  nous  avons  fait  connaître  pour  développer  leà  diverses 
fonctions  qui , par  leur  cembiimison  , donnent  toutes  les 
autres;  c’est  ainsi  que  nous  avons  donné  les  développe- 
mens  de  a**4,  de  log  (x-4-A),  de  pos  (x-T^A),  etc. 


?.5a.  Voilà  donc  une  troisième  méthode  , d’après  la- 
quelle les  principes  du  Calcul  différentiel  se.trouyenf  dé- 
montrés d’une  manière  indépendante'  de  toute  considé- 
ration de  limites  d’infiniment  petits,  ou  de  quantités 
évanouissantes  ; mais  fette  méthode  11e  peut  néanmoins 
exclure  celle  des  limites,  parce  que  lorsqu’on  en  vient 
aux  applications,  et  qu’on,  veut,  par • exemple , déter- 
miner, les  volumes,  ou  les  surfaces  , rectifier  Tes  courbes, 
ou  obtenir  les  expressions  des  sous-tangentes,  des  sous- 
normales  , etc.  , or  est  -toujours  obligé  de  recourir  aux 
limites  eu  aux  infiniment  peliti."* 

253.  En  considérant  les  développemcns  des  diverses 
fonctions  (x-f-A)"1,  ax+*,  lqg(x-f-A)f  sin'(x-f- A) , etc., 
que  l'Algèbre  nous  offre  ; comme  ces  fonctions  sont  en 
nombre  très  limite  , il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans 
leurs  déyeloppeiuens , le  coëfiicieut  de  la  première  puis- 
sance de  A n’est  ni  nul  ni, infini,  du  moins  tant  que  x 
conserve  sa  valeur  indéterminée  ; c’est  d’ailleurs  ce  qui 
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résulte  de  la  démonstration-  précédente.  En  effet,  suppo- 
sons qu’on  eût/>  = o dans  l’équation 


/(x  -f  h)  = fx  ph  -f  qh'  -f-  rh?  -f-  etc.  ; 

il  arriverait  deux  cas  * ou  la  valeur  de  x,  que  renferme  p, 
devrait  être  donnée  par  mie  équation  identique,  ou  par 
une  équation  qui  ne  le  serait  pas.  Dans  ce  dernier  cas, 
p — o représenterait  une  équation  ^’un  certain  degré,  et 
cette  équation  ne  donnerait  qu’un  nombre  limité  de  va- 
leurs de  x , ce  qui  gérait  cotitre  l’hypothèse,  qui  admet 
pour  x une  valeur  quelconque  ; mais  si  p ==  o , c’est-à- 
dire  si  f'x=o  était  une  équation  identique  en  x (*), 
faisant  x = x-f-A,  on  aurait  encore  f'(x  + A)  = o ; et 
comme  entrerait  partout  où  entre  x,  cette  équation, 
considérée  par  rapport  à Æ,  serait  encore  identiquement 
nulle,  ou,  en  d’autres  termes,  cette  équation  aurait  lieu 
quel  qqe  soit  h-  il  eh  serait  donc  de  inêihe  de  Son  déve- 
loppement qui,  d’après  l’équation  (i5g) , est 

P,  + p'K  +.rPfl'  + etc.'x=  o;  . , 


mais  lorsqu’une  équation  de  ce  genre  est  mille,  indépen- 
damment de  h,  il -faut  que  les  coefficiens  des  differentes 
puissances  de  ’h  soient  nuis  séparément  ( vqyet  la  note 
sixième) , et  que,  par  conséquent , l’on  ait 

pxxo,  p"  — o,  p9= i-o,  etc. 

. * t 1 ' - I o *i 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  . . 

p'  = a £,  //==  3 r,  p"  = eic. , . 

qui  résultent  de  l’idontüé  des  ternies  affectés  des  mêmes 
puissances  de  A,  de  i’h  ,. de  i}h,  etc.,  dans  les  suites  i55 


(*)  te  cas  où  p ne  contiertf  pas  1 est  compris  dans  cetui-cl  ; car  si  la 
râleur  de  p qui  est  nulle  , eu  représentée  par  d' — à,  on  peut  1a  consi- 
dérer comme  C"  — *)■  ‘ • V 
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ét  i56,  on  obtiendrait 


i75 


q = o,  r=  o,  5 = 0,  etc.; 
et,  comme  en  outre  p — o,  l'équation  ( 1 53)  sc  réduirait  à 
f(x  + 7i)=fx. 

Il  faudrait  donc  que  x -j-  h , "mis  à la  place  de  x,  he  cba lo- 
geât pas  la  fonction.,  ce  qui  exigerait  que  cette  fonction 
fût  identique  ou  constante  car  on  sait  que  si  jx  était,  par 
exemple,  de  cette  forme,  xÀ — x%  ou.de  celle-ci,  c-J-x2 — x’, 
la  substitution  de  x -+■  h à la  place  de  x donnerait  toujours 
le  même  résultat;  et  l’on  voit  que,  dans  le  premier  cas, 
la  fonction  serait  identique,  et,  dans  lé  second,  se  rédui- 
rait à une  constante  c.  Il  suit  de  ce  qui  précède',  que  le 
coefficient  de  la  première  puissance  de  h né  peut  être  nul 
dans  le  développement  général  de  f(x-^-h). 

Il  ne  serait  pas  moins  absurde  de  supposer  ce'  coefficient 
infini , car  le  second  membre  dé  l’équation  (t53)  devenant 
infini  „ le  premier  inefilbre  lé  serait  aussi , c’est-à-dire 
qu’on  aurait  f(x  -f  h)  = ôo  ; et  comme  f (x  •+■  / 1 ).  est 
composé  en  x|i,  compie/r  l!est  en  x,  le  terme  qui, 
dans ’f{x  -+•  h) , rendrait  cette  expression  infime,  devrait 
rendre  aussi  infini  fx.  Par  exemple,  si  f (x  -f- h)  renfer- 

‘ " 'A  • . ' ^ „ . 

mait  un  terme  tel  que  :■  -y  r-, , qui  est  infini, 

n (af-f  A)—  (x-f-A)’  ^ 

il  est  évident  qu’on  devrait  avoir  dans  fx,TM Sjkjup 
^ *î  • ' 

,'qui  serait  aussi  infini.  Il  suit  delà  que  la  fo'ncü^on 

x“*x  ■ • -A?.. S!*.  !..  . 

proposée’ serait'  infinie,  cè  que  nous  né  supposons  pas. 

?.54'.  I<es  expressions  fx,  f"x , f"x,  etc.,  sont  ce  que 
Lagrange  appelle  la  foncliçn  prime , la  fonction  seconde , 
la.  fonction  tierpe p etc, , de  fx,  et  qn  général,  en  sont  les 
fonctions  dérivées.  Lagrange  indique  aussi  les  fonctions 
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dérivées  d’une  autre  manière,  en  remplaçant  ^ par  jr't 
par  Jr”t  Par  J* •>  et  ainsi  de  suite. 


Des  cas  ou  la  formule  de  Taylor  est  en  défaut. 

a55.  Eq  général , lorsque  dans  une  fonction  de  x on  met  x4-  A & ta 
place  de  x,  la  forme  de  là  fonction  reste  1a  même , puisque  x -f-  h,  entre 
partout  où  était  x ; pinsi , lorsque  Jx  renferme  un  radical  , /"(x-f-A) 
dçit  aussi  le  renfermer  : par  exemple  , si  l’qn  a 

/x=»x*  +-^=»  ' • 

V*  s • 

le  même  radical  se  trouvera  dans  l'expression 

= b(x  + h)‘-h—£—. 

. „■ 

Il  n’elt  serait  pas  toujours  de  même  , si  l’on  assignait  la  vajeur  de 
l'abscisse  x pour  l’un  des  points  de  la  courbe.  Par  exomplc  dans  le  ces  où 
. j 

Jx  renfermerait  un  terme  tel  que  V x — a,  si  l’on  donnait  4x  la  va- 

• * S - 

leurs,  on  voit  que  le  tqlical  cubique  [/x  — a s'évanouirait  dans fx, 

• 3 . 

tandis  que  le  radical  cubique  J/ x+A — a,  qui  devrait  entrer  dans 

* 3 _ 

/■(.r-f-A),  loin  de  s’évanouir,  se  réduirait  alors  à ÿïi.  Dans  une  sem- 
blable circonstance, /fa-+A)  ne  peut  se  développer  tuivant'lcs  puissances 
de  A;  ce  qui  se  manifeste  par  les  valeurs  infinies  que  prennent  les  coeili- 

3 

clehs  différentiels;  c’est  ainsi  que  l’équation  yzxy[x—a)  nous  donne 


<1/  i , 

S = î(x‘ 


3 VTCf  ~ . 

Ijue  x—a  rond  ce. coefficient  différentiel  infini, 
fi.  Pôur  qu’on  tombe  ainsi  sur  des  qnantités  infinies,  il  spfTit  que  la 
fonction  /(«  -+-  A)  étant  ordonnée  parrspport  alix.  puissances  de  A , ren- 

fermeparmi  ces  puissances  unexposant  fractionnaire  n compris  entre 

les  nombres  entiers  n et  n +ï;  en  effet , nous  aurons  dans  cette  hypothèse 

/ ‘ v * ' 

/y-hKji 


• t 

: A+  B À + CA«4-OA» . . .’.  -f.'MA*NAn  * 


+PA-*-  -fQA«+.-f.RA«4-J,etc....  (i6ï). 
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développement  dans  lequel  un  terme  qui  moquerait  serait  censé  avoir 
zéro  pour  coeflicient.  Cela  posé,  en  regardant  a comme  variable , nous 
trouverons  , art.  55  et  56, 

4/{*  + *)  _Af  (*+■>>)  à'Sla+h)  d'/(a+i) 

dJ, d^— ’ = -~aaT  etc-::..  (i«). 

Différencions  successivement  par  ^apport  à h,  l’équation  (.6a',  et  re- 
présentons , pour  abréger,  par  M',  K',  V,  Q',  R',  etc! , par  Q" 

Lons0  ’'  “ qWe  dcVi^“en‘  les  coc®Çicns  M,  N, P,  Q,  R,  etc,  nous 

* hy  • • • f , , — "4®  M «m  L 

^4  * ~ ® + a®/  + 3DA» ...  4.  M'A»-*  4.  N'A*' 

+ ^ + <?'*'■+•  + Kÿ*.;+  etc.,*^1 

aC  + ».3Ba. 4.  m"a—>  ita 2 

+ •+  Q"A*  4-  R"*-  + ' +•  etc. , 

. e*..  f..  etc. 

Remplaçant  tas  premiers  mèmbretde  ces 
valeurs  tfnterdnt  équations  (166) , nous' obtiendrons  ’•  * 

'*•••  ”v  - • * •"'V  *'  ,•* 

<j/(«  *4- A)  , -,  '•»  — n — ' Y •;  . 

d<  . — 8 + aCA  + 3DA» . . 1 4* 

’ J .T  1 *'**»••  • • («4) , 

^ aC  + a-31)A.  4,  4-  w;;r-|».  s ,, 

. • V ^ >■  • 4-  ^*e-.  4.^  4.  Ittf-#..  4^«t. . V »•  . 

.ter  ««.-.••  ' ra  ” etc  • TJ  ^ 

Jj*  *?*  tî&ï  (*%  (»65) , nous  aurons  pour 

• *v  V . * ‘ * 

1 •/  V » * n + t 

arrivé»  àJnn'i»*,  les  MpMMts.de»  termes  en  Ai,  ta  A *u 


Oa 

W^ete. , nou*éObüeodtoQ« 

Élém.  de  Cale.  dijf. 


S 
\ ^ 


Pj 
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m;  + js  j,e  + P,A  4-  Q,A«  -M  >’  4-  etc. . . <166), 

do*  ‘ r t 

et,  à la  différenciation  suivante,  noua  trouverons 
I 

*’■+-•/<*++)  + P/04.  Q/  + B(A-  + etc-  • • f>®7)  i 

’ r-9ku*+ 1 • 

M comme  - est  moindre  que  l’uAlté,  l’exposant  J - . M premier  terme 

l • 

de  te  développement  pourra  s’écrire  aipsi  : Alor»,.  eu  faisant 

passer  A au  dénominateur  dans  le  premier  terme  du  second  membre, 
l’équation  (167)  deviendra 

d»-*'/fp-P*)  ^ M.  _|_  p(  4.  Qnh  4-  B J?  + .etc.  (*«W  • 
do"  ■*"*  ' . * 

h m 

Or  si  l’on  tint  A=o,  dans  1’éqnati.on  (U56) , on  Voit  que  tous  les  termes 

le  terme  WA"  de  l’éq.mtiou  (tfa).  U u’enost  pa.de , mémo 

* (ton  fait  kc’o  dans  l’équation  (.68)  i car  alors  le  prem.or  se  redmsant 

à N»  rend  la  valeur  de  -jÿjqps"  ‘nGni«-  ' • . .. 

1t  en  serait  de  même  si  nous  prions  le.  éoeflielens  différentiels  des 
ordre,  suiv.ns,  parce  jm  toutes  le.  différentielles  successives  d un  terme 


de  Ja  forme  p contiennent  A au  dénominateur. 

Il  résuJtmde  ce  théorème,  q«e  lor^u'on/uit  x = a, 

•Ml  de  f(x+h),  fUMilte  — puissance  fredennaire  de  hAuucedw- 
toppement,  e,  pelle  moU  comprne  eMro  les  terpc,  affectes  de.  h ei  de 
h.T.  on  ne  pourra  d*crm».er  fe,  termes  * ia  sérte  * Tajrtor  que  JV- 
„uà  l'ordre  n wluùoctoent  : ton,  les  aM„-es.  teçmes  dépendront  mfiu,. 

2L>  Une  fonction  de  * représentée  par/*  étant  donnée , s.  1 on  veu 
déterminer  le  developpétnent  +>/t'  + V,  ^ypothoae  x=«;  .1 

faudra,  comme  ou  le  S*V,  c*le«ler1«  terme»  d.  la  dnite , 

mais  si  en  foisant  ce  calcul  on  trouve  que  l’un  desebefficlen.  différentiels 

devienne  infini  dans  l’hjpothè.e  dé  *=a,  on  .ne  chercher,  plu.  à ob- 
tenir le  àéveloppentep»  de  par  la  aene  de  Taylor;  mats  vote, 

la»  >rocôrté  q«Hl  ftiuch*  employer.  'On+toêitr'a  r*4~h  h la  plneode’X, 
dans  f x • alors  le  terme  qui  contient  i — a au  dénominateur,  contiendra 


Digitized  by  Gooflfe. 


CAS  EN  otfAUT  -Ml  LA  POBMULK  f*  TAYLOB. 

1 — * + h > et  ™ deviendra  plut  infini  loruU'onfera  , mai * dorme™ 
/<«u  à un  terme  agir  té'  d'une  pui tuner  fraction  mire  de-  h 

a 58.  Soit , pqr  exemple  , 

• ..  - „ > 

• • i’  J ? \r  -• 

en  différencias*  , an  trouve 

• dr  • 


. • <V  ' . ai 

r •-  * • • • * » |.  »*#»*  - (<•  ,*¥• 

flr  . . . i 


-Me.,  dm  la  < 

y . a»  ‘{‘«t 


de  Tajfar  (équatieh  »,  pagerJJJ/o»  «W 

>(*+*)  Ç=«**  «a-  W -t-  s Av-f.etc. 

Or,  quand  le  torn*  multiplié  par  A détient  iaÿai.;  donc  «e  dé- 

veloppement n’aat  pbp  paeaible. 

Dana  ce  cas , d’après  la  stgle  précédente  , en  mettra  x +h  3rla  place 
de  x dans  l'équqtrop  _ . ... 

et  1 on  trouvera  . 

/ axA  — *»  + «4/xr „ 

eSMtrtimiqoi.^V^rlwtWMfc*^#,  émôen*  . V 

ou  ' , s +^>  ^ -‘.  rt*+eéyr + itf', 

••• 

développant  par  la  formule  du  binôme,  et  repréaentam , poor  abréj^r, 
P**1  » > " >.C,  «te.,  les  coefiiclètw  que  Hontfe  éette  formule  bit  a ' 

y--'  ' ■'  i ’ 

V™  + h = [la  + »)*'si+BI  + a'  + »i^  «te.  } *«>  - 

substituant,  on  trouve  * . 

/ [a  + kl  =s  a*  *>  + oluÿl  + 4**)/*  + aCfVfc'À  + etc. 

On  trnit,  par  eet  exemple,  qu’ep  .mentant  «r+A  d...  *.fepo,ion,  et 
taisant  xx;  «,  on  peut  introduire  une  ou  plusieurs  puissances  ftactioir- 
naires  de  A ;<pn  développa  ensuite  séparément  les  tefmeèqm  sont  sus- 
ceptibles de  üètra.,  apit  ppr  1»  iewutW  de  btoeva,  -j  -qaimmsar  et 
l’on  substitua  ces  tempo*  dans  Ja  valeur  do SCa+*)  ,t+aat* n U-.»-..  1— 
développement.. . . ; 7™.  . 

loppmnont’do  -P  A)  ne  pouvait  MMMtr  dm  formes  atfrmés  dW 
puissance  fraotionnaire.de  *•  En  effet,  supposons  que  l’on  eût 
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k)  =/*  ■+•  M •+■  f**.-. 


J 

comme,  diaprés  la  théorie  des  équations \/&  est  susccptfblede  trois 
valeurs , M , M , P , nous  aurions  ces  trois  développemems  de/(x  4.  h) , 
f(x  + A)  = /*  + pb  4-  qh%.-.  4-  M* 

/( x 4-  /t)  =,/r  4- T4  4-  qh'.+.  4-  N, 

/■(*  4*  *)  =.A  4".  F*  + ?**••>  4-  l’- 
Or,/* devant  renfermer  les  unèmes  radicaux  que  f(x+h) , srt.  a55,  il 
faudrait  que/*  eût  aussi  trois,  valeurs  differentes,  Q,  R,  3;  en  substi- 
tuant successivement  ces  valeurs  à ht  place  de/*,  on  trouverait  donc 
/"(x  4-  i)  = Q .4-  {é  rç4’ . . . 4-  M» 

• ''  .■;*/; (x  ■+•*)  = Q »►  j*  -4-qh*:..  +K,1  •’  **" 

' /.(x  4-  /.)  = Q 4-  ph  + qh*...  4-  P, 

. -v  >sr-  . <f\x  4-  h}*=  R'44  p* i'4-  qh*.**  4-  M, 

/(x  4-  *)  = R 4-  ph  4-  fl». >4-  "V 

*.  /(*  -H. A)  = R P,  ’ 

f \x  4-  h)  =îs  S ■+■  ph  + qh' . . . 

/(x  + •#)  * S 4.  plt  4-  4"  •*  • 4-  N» 

jf(x  4.  <)  = S -4-  ph  4-  ?*•...  4-  P,*  '* 

de  sorte  qéq  l’expression /(x  4-  *)  étant  développée  , aurait  neuf  valeurs 
différentes,  tandij  que  non  développée,  elle  n’eu  pourrait  avoir  qn’su- 
tant'qhe fx  en  comporte , et  par  conséquent  trois  dpns  rhypothèse  ac- 
tuelle; ainsi  l’on  ne  peut  supposer  que  le  développement  de  /(x  4-  h) 
contienne  une  puissance  factionnaire  de  <1 , sans  tpmber  dans  une  con- 


tradiction. 


,i*P 


afio.  Enfin,’,  il  ett  certain  que  f[p .4-*)  ««  peut  admettre  daqs  son 
développement  / un  terme  affecté  d’une  puissance  négative  de  h ; car  s’il 
contenait  un  terme  tel  qu«  M*-",  Oh  aurait 

. * M 

. ’ /(x  4-  ft}  —fx  4-  /*4-  î4*  4-  J 

or,  en  faisant  è=o,le  premter  membre  se  changerait  en  fx,  et  le  se- 
cond, au  Heh  de  «<•  réduireà  fx,  deviendrait -infini , à dm  se  du  terme 

M A - ' . 

— qu  il  renferme.  % K 

Il  on  serait  de  même  ai  le  développement  contenait  un  terme  affecté 
du  logarithme  de  h ; car  v Ton  avait,  par  exemple,  nn  terme  tel  que 
A log  * ça  terme , lorsqu’on  ferait  h =to,  deviendrait  A log  O;  or,  lu 
logarithme  de oétantl’infioi  négatif,  4*  «rme  A log  * aérait  alors  infini  ; 
d’oû  il  suit  quo/x  devrait  l’étre  auesi  ; cequi  est  contre  l’hypothèse. 

r<N  WT Atout.  ■DirréneNTrEt. 
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CALCUL  INTEGRAL. 

* . * * *'M  ' 

De  l’intégration  des  différentielles  monômes. 

26t.  Le  Calcul  intégral, a pour  objet  dé  trouver  la  fonc- 
tion qui , étant  différenciée , a du  produire  une  différen- 
tielle donpée.  Pour  çommencer  par  le  cas'  la  plus,  simple, 
nous  allons  chercher  à iptégrej  l’expression  armd  x : dans 
cette  vue  , difTéreucioas  l’expression  x™+1 , nous  trou- 
verons. t,t'  y . 

. : 4-^+,rf  .......  ... 

d’oè  nous  tirerons  V • H ■ 1 v 


Vrk1 


— ; 


et  éôuhme  là  cpnstanté  'vt  -p  1 n’influe  pas  sur  lâ  différen- 
ciation , nous  pourrons  écrire  ainsi  l'équation  precédqqt^,. 

‘ *'  • '*  • ' --  - A—  •=•  i 

■ ■ d-*Hf5  •••  . • 

par  conséquent,  lâ  quartfité  qui , pajr  li  diferèhciation , a 


iSa 


donne  «"dx , est — — — . Pour  indiquer  cette  operation, 
• • 

noue  mettratw; , 

qui  signifie  sont 
écrirons 


i^it  ia  ditfér«ntieWR,  le  cUractériètiqne/; 

nrW  ou  iriiêgrale  (*)  , de  sorte  que  nous 


fxmt\x  — — . 

26*.  Concluons  dé  là  cette  règle  génétaïe  : •Pour  intégrer 
xmdx  , il  faut  augmenter  T exposant  d une  unité , et  diviser 
pâr  cet  exposant  ainsi  augmenté  ht  par  la  différejttielle . 

ü63.  Soit,  par  exemple,  ; nous  durons  donc 

*,  • . '-.K  \ 


/ad x • , , ax  ax 

— J-  =s  fax-'Ax  =s  — r-c = — — x=.  — 

jàt  ■ : ‘‘  ■ ' "■.‘J h~  k ■ - t»*  • . *■. 


-3+1 


a 


on  trouvera  de  même  que 

• ••  : . •••  • 

t . , ssi-’  •» V ‘ •»  •«  >*  • • 

3 — 3 X3+1  -S.  2-3 

. *-  fdxÿ*‘  utafx'  dSr  =at  •■-..■'a-e  t=^-: 

. v?  . . 3 


264.  Observons  que  lorsque  nous  différencions  a-fx<h, 
nous  trouvons  cûutrne  si  nous,  «'eussions  diffé- 

rencié que  x ■;  pjr  conséquent  il  faudra^ eu  intégrant. 


(*)  Ce  mot  sorrtne , pour  désigner  l’intégrale  , a été  introduit  par  les 
anciens  géomètres,  parce  que,  d’après/la  méthode  des  infipimen  t petits  , 
Us  eb  nsi  diraient  une  fonction  y comme  «ne  somme  d’accroi&soména  in, 

fintmént  petite.  •' 

Par  exemple , on  voit  que  l’ordonnée  étant  MP , flg.  7*,  on  a 

MP  * ab  + a'*'  + fl'i"  4 ■+•  *”M, 


c’osuà-dire  quey  est  égal  à la  somme  des  accrbissemcns  infiniment  pe- 
tit» , représentés  ctiacun  par  4r- 
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ajouter  une  constante  à l’intégrale.  Ainsi , dans  Ica  excin- 
pies  précédé  iis,  nous  écrirons 


f 


ar 


3 JL}** 

fàæÿac1  = — g—  -f*  C. 


265.  Celte  constante  C , qui  doit  s’évanouir  par  la  dif- 
férenciation, est  en  général  arbitraire,  à moins  que,  par 
la  nature  du  problème , elle  ne  soit  déterminée. 

Par  exemple,  si  l’on  a déquation  y = aoc1  b , qui 
est  celle  d'une  parabole  CBD’,  fig.,  dont  l’origine  est  Fig.  73. 
en  B , et  qu’on  en  tire  d iaxdx,  on  trouvera,  en 
intégrant,  ■ •*.  • . • - . ' 

y = ar‘4-  G (i).' 

Cette  équation  peut  convenir  ft  une  infinité  de  paraboles. 

Or,  si  l’ou  veut  que  parmi  toute*  ces  paraboles,  CBJ>, 

C'B'D',  C"B"D*,  etc.,  la  courbe  qui  a_  pour  équation.. 
y=ax*~ |-C  soit  celle  d’une  parabole  qui  passe  par  le 
point  E dont  les  coordonnées  sont 

j =o,  x =s  AE— 

v a 

f*  • • *J  S • 

fb  • • • 

il  faudra  qu’en  faisant  x =±  y -1  Ou  ai*  .J******  ce  qui 
réduira  l’équation  (tj  k 

o = A + C,  ‘ 

• < ; ;•  ' . » . 

d’où,  l’çn  tirera  C = — b.  Substituant  cette  valeur  dans 

l’équation  (i),  on  obtiendra 

’ * 1 1 - 

y = ax>  — b,  ' . 

” • V •.  • * V * ; . t « 

comme  on  Bavait  avant  la  différenciation. 

266.  Lorsque  la  nature  du  problème  ne  détermine  pas 
la  constante,  on  peut  disposer  de  cette  constante  cr>mme 
dans  l’exemple  suivant  : ayant  trouve  que  l'intégrale  de 
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ar"lbr  est-  V / ' 


cai.cui/  intAora!„ 


X 

# t 


x-t'. 


m-f-i 


»:  l 

•*  .*  ii% . 

*r*V»*4  IV,  ; 


nous  donnerons  à x ufae  valeur  déterminée  à,  et  le  second 
membre  de  cette  équation  deviendra'  ‘ 

• ••  i ‘ <m>«  V .♦  r » » v }*>  i iw 

^qfj-  ’é*  A*-  • - (4).  , .>  . 

*,'<  *.v,  i / % 

C étant  arbitraire,  nqtlB^p  ouvous  déterminer  .nette  cons- 
tante parla  condition  <jt*é  l’expression  (3)  sqit  nulle,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  par  la  conditiou  qu’onait^  ==  o 
lorsque  x±£b  ; alors  l’équation  (a)  deviendra  ‘ ; u 

•v  bm  ‘ 


••  *?•  Vt\* 


+ c> 


•>*  « 

Vi  1,1 


d'où  l’on  tirera  laj^lenr  de  C,  qui,  étant  substituée  dans 
l’eqnation  (a),' ‘nous  donrfera  *•  * 


•r.~J  m + l 


(4)- 


267.  Il  n’y  a cju’uq  seul  cas  qui  échappe  à la  règle  de 

l’article  ^62  pour  intégrer  xmdx  ■ c’est  celui  où  m = — i - 

car  aloirg.la,  formule  (^dfivient 

. > ’ ' . ‘ 

X° Ù°  Q 

il  faudrait  donc,  dans  ce  cas,  faire  usagé  de  la  règle  de 

l’articlé^B3,  pour  dè'terirniner  la  vraie  valeur  de  l’intégrale  ; 

mais  on  peut  éviter  cet  inconvénient,  en  observant  que 

dx  :«  *-  dx 

x-,dx  = — , et  que  «eue  expression  — est  la  différen- 

x'  x 

Ùellc  de  lqg.x  x par  ooçséqUen.t,  pous  aurons 
T '***&**  fàv  , i'h  • 

. Jx=i0  S*+fc' 
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différentielles  complexe*,  dont  l’intégration 
peut  s’effectuer  par  la  régie  de  l’article  26a. 

268.  Nous  avons  vu,  art.  22,  que  la  différëntielle  d’un 
polynôme  se  form/ift  de  la  jsompte  des  différentielle^  de  ses 
termes;  réciproquement  l’intégrale  d’un  polynoiïfe  sera 
égale  à la. somme  des  intégrales  des  termes  qui  le  com- 
posent. 

Par  exemple, , * , 


/(f**  ~b^+*àx  +f*' 

• .•.  T ■■  •*«  •• 

ou , en  effectuant  les  opérations , 


d jp,  -f*  € , 


f (°dx  — bj^r+xdx  V/*)  = ax  + 3**  + C- 


Nous  n’avons  mis  ici  qu’uoç^qnsiante,  parce  que  chaque 
terme  donnant  uhe  constante  à l’intégrartion  , nous  pou- 
vons représenter  la  somme  de  ces  constantes  par  une  seule 
lettre. 

269.  Tout  polynôme,  tel  que  etc.)*djr, 

peut  s’intégrer  par  la  même  règle , lorsque  n est  un  nombre 
entier  positif.  Pour  cola,  il  .suffit  d’élever  le  polynôme 
à la  puissance  indiquée , et  d’intégrer  séparément  chaque 
terme.  « ' . • • . 

Par  exemple,  pour  intégrer  (a -f.  bx)*Àx,  nous  aurons 

/(a  - f-  bxydx'x=  f(a’àx  + i*6xdx  + b'x'Ax) 

b’x3 

' =a*  a'x  rj~  obx * -J — ^ p C. 

270.  Lorsqu’on  a prie  exprebsion  telle  que  (Far^Px, 
composée  de  deux  factéttfé  ddhtî’tih  ek  la*  différentielle  de 
la  partie  Fx  qui  eèt  scruVla  parenthèse , pour  intégrer  cette 
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expression,  on  fera  Fx  = z,  j>ar  conséquent,  dFx*=dz; 

substituant,  on  trouvera  *’ 


et  «u  intégrant , 


(Fx)*dFx  = ï*du , 


kh4*I 


P.X)n+l 


«4-*  *4.1 

Pour  en  donnër  nn  exetaple , soit 

. (a  + ix  + cx*)s(ùdx  4-  zcxdx)  ; 


4-C. 


comme  bàx  -4-  *cxdx  est  4a  différentiel!»  de  la  quantité 
renfermée  entre  les  parenthèses , on  fera 

a -f-  bx  + cx%  = s, 

. & 

et  l’on  aura , en  différenciant , 


bàx  4-  aq rdx  =a  dz  ; 

dane 

a * 

(a  4 àx  + cx*Ÿ  (&dx  4*  2cxdx)  = z ' dz. 

L’iatégrale  de  cette  expression  sera 

jî^4C  = g (a  4*  éx  4-  cx?4^  4“  C*- 

• • 1 

271.  Si  l’un  des  facteurs  était  la  différentielle  de  l'au- 
tre, 4 une  constante  près,  l’on  pourrait  encore  intégrer 
par  le  même  procédé.  Soit } par  exemple , 

\ 

(a  4*  àx’)*  mxdx ....  (5). 

Comme  je  vois  que  la  différentielle  de  a -j-Ar*,  qui  est 
aéxdx , ne  diffère  de  mxdx  que  par  la  constante , je  fais 
«4  éx’xsa,  et  par  conséquent  rÜx&x=.iz,  d’où  je  .tire 
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xAx  '=*  — ; substituant  «es  valeurs  d*m  l’expression  (5), 
j’obtiendrai  ' ‘ *• 

(a  -f-  bx1)*  mxix  = ^-z'  âz, 

r • • • • - » • ••  * «.  • ».  • . • 

et,  en  intégrant,  il  viendra 

f(a  + bx’f  mxAx  =^j*’  + C = ~ (a  -f  Ax1)*  -f.  C. 

272.  La  même  transformation  peut  s’appliquer  aussi  pour 
rapporter  certaines  différentielles  à des  logarithmes  : si  l’on 

avait,  par  exemple,  j— , en  faisant  a -\-bx  = z,  j’en 

..  . «l'+D* 

déduirais  dx  = ; substituant,  j’aurais 

® C dx  f \ Az  .1  /'d»  1 . - _ 

-jiT=bi~  “s.1** 1 + c’  „ 

et , en  mettant  pour  z sa  valeur, 

/ïfe*?l<>8<“  + #x)+C' 

_ , . i • dx 

En  opérant  de  meme  pour  - on  trouvera  qqe  L in- 

tégrale de  cette  expression ost 

• /ïSï=- 


différentielles  qui  s’intégrent  par  arcs  de 
cercle. 


273.  Soit,  fig.  74,  a;=CE,  le  sinus  qui  a le  rayon  pour  ^ 
unité  et  dont  Tare  CB  est*;  nous  avons  x = sinz‘;  diffé- 
renciant il  viendra  dx  — cos  zdz;  d’où  nous  tirerons 
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dx 


d*  ac \ d’une  autre  port , l’équaùou  cos’  z + sin’  * 

nous  donne  ' 

cos  * =ç  ÿ i —siu?' z **  \ — X*  ; 

substituant  cette  valeur  dans  celle  de  dz , on  obtiendra 

* « » *•  ' *'♦  # *'-•-*  *4*  V * 

„ dx 

d*  = - -gu—  ; 

■ \ • lr  ST'Ùt*-  » xi 

> » • 

par  conséquent  on  trouvera , en  intégrant, 

»**«*>  j»  • N > fAPrtf.  -ri  a*X  , £ :v 

" + «.\  :<  ^ 

^ Kj- X- 

* • . , t t .\*  '•>  , r * 

Pour  déterminer  la  constantè,  supposons  dope  que  lors- 
que x = o , on  ait.  . 


h 


àx 


,n  a 


|/ 1-— a»1 

F‘C  74  comme  > d’après  la  figure  74,  l’arc  * , représente'  par  CB, 
est  nul  èn  même  temps  que  ht  sinus  or , l’équation  (6)  « ré- 
duira donc,  dans  cette  hypothèse,  à a^=C  ; par  con- 
séquent 

« ..  • /ÿ=?  **  ^ ~ *»  **  - ■ 

274.  Si  le  rayon,  au  lieu  d’être  j»rïè‘  poar  nwité,  est 
égal  à a , nommons  ùc'  son  sinus , nous  aurons  pour  l’arc 
"d’un  même  nojnbré  de  detgrés  -,  , 


1 : i ::  a : x', 


‘«r.  . • • . » 


d’où  nom  tirerons  1 ? ‘ 

X' 

a’ 

~j  uætaqtaB!’#  ~tj  .pr  jhe  ri  al.  QîMj  s* 

Substituons  cette  valeur  dans  lequtjiiou  {7),. nous  trbu- 
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/"*  x'  ' •»  I»  * . .../  >•, 

^ dx  J 'a  dx'  Ç i dx' 

J V^,-x-“  ! / ^7  l/aVr'1’ 

J V'-*  J aV1-* 


par  conséquent  l’équation  (7)  deviendra 

G dsA  - •+*•  •</ . -x\  W ii. 

/ 1.  ■ ■ ■ ■ — = arc  ( sin  = — J , 

•4  i/Vr-x'’  \ «4 

, ' »«■  * H 'î>  • V • . — 1 

et,  si  nous  appelons  x le  sinus  dont  le  rayon  esta,  nous 
pourrons  supprimer  l’accent  de  x dans  l’équation  précé- 
dente , ce  qui  nous  donnera 

/p?=h =*"("" =3- -m- 

275.  En  6econtLlieu,  soit  z l’arc  CD , fig.  74,  dont  le  co- Fig.  74. 
sinus  AG  est  x , et  qui  a le  rayon  pour  unité,  nous  aurons 


, 


*u«‘t 


< T = CO  S Z , 

et , en  différenciant  y vv> 


d’où  l’on  tirera 


h mi  ■«  iwvi.j* 

-«».  RM 

dx-=  — dz  sin z, 

••  i/n  **•  4 


dz  = — 


dx-.  n 


sin  z 


• j . nii.it  1?. 

et,  en  mettant  pour  sin  z sa  valeur  tirée  de  l'équation 

r.,j  ■**  jd  . • •k'i.fAéf^Xv * 


on  obtiendra 


coa?  z -f-  sin1  z = 1 . / • » , : 


dz  = 


•dx  •' 


V/  1— -cos’z 

ou,  parce  quecos*=xx,  ,w.\  , w 


dz  rr: 


dx 


7^*’ 
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et  en  intégrant,  on  aura 

' » 

f—  ■ — * sc  afc  (cos  s=  xjf  + G. . . . ($}. 

J y i-j1 

Fij>.  j4‘  Pour  déterminer  la  constante  G,  nous  voyons,  fig.  j4«  que 
lorsque  le  cosinus  CÉ  =:  x se  réduit  à zéro  au  point  B , 
l’arc  DC  qui  est  représenté  par  * 

*•  k . % • • 

J }/,\  — x*  4 


faisant  donc 


C dx  , 

*0’ 


r*-*  «a  .Cî 


dans  1 équation  (9) , ou  aura 

; . . *fr.  -*■!*.•  •*  > 

...  «•’  iu-xxf«c<eo*3=o)  + C...,  («a*;. 

et  comme  l’arc  dont  le  cosinus  «st  zéro  est  égal  à \w,  on 
voit  que  l’équation  (iq)  se  réduisant  4C xsq,  l’équation  (jy) 
devient 

p àx 

/ ..  — >-r-  = arc  (cos  =;x), . . . (ni. 

• J l/t  — 

■ — — — i . 

a t ^ y 

Si  dans  cette  équation  nous  supposons  x — - , pour 

•»  * • 1 i'i:  -iqsis.'  ;i  » .m  iraçriiïjiiw:  en 

passer  à I hypothèse  on  le,  rayon. est  a,  nous  trouverons, 

en  Opérant  comme  df«s  Vasrtscle  a^i 

276.  Nous  avons  vn , art.  4?  > qu^ou  «■»»* 

i!  dx 

d.twigr.ss-^T-1; 

^ cos’ x 
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si  noos  faisons  x a»  rang  z,  nous  trouverons 

dz 


*9* 


ilx  = 


d’où  bous  tirerons 


. cos*  z 


Or,  la  proportion 


dz  = dx  X cosa  z.  '. (i3). 


donnant 


cos  z Z i " i ‘..sécarue  z 


on  aura 


* J * COS  Z : 

4 CI  K.  s • > 


cos1  z = 


.1 

' séç  z* 

i. 


■ -,çe 

1 iv;inc 


•k 


sec1  z iq-tang*z 
substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (i3),  on  trouvera 


a dx 


i te  i ’ V 


et  en  fcitégrant  on  aura 


ri* 

J 7+ï-z+c-: 


• L 


prenant  l’intégrale  dans  l’hypothèse  que  cette  intégrale 
s’évanouisse  lorsque  x = o,  z devient  nul,  et  l’on  a 


donc 


C; 


yr>  dx  ‘ j.  • 

arc  dont  La  long  esl  x,  /p  {ift. 

, , *♦  # 

Si , comme  ou  1 a fait  à regard  du  sinus  et  du  cosinus , on 

passe  de  l'hypothèae  du  rayon  pris  pour  uûité , à celle  où 

le  rayon  est  a,  en  changeant  x en  -,  il  faudra  mettre  — 

« a 

x*  x*  * 

et  t + - = — , à la  place  de  dx.  et  de  i -j-  x1. 
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Ainsi  en  divisant  l’une  de  ce*  expressions  pat  l’autre  , on 
trouvera 

‘h 

» F »•!*,•  * ..  / 

et,  en  faisant  passer  « dans  le  second  membre , 

277.  Soitxle  sinus  verse  DG,  fig.  74,  d’ua  arc  DG  = *. 
F%-  74-  £e  gjnus  verse  et  le  cosinus , valant  ensemble  l'unité , nous 
aurons  x -f-  cos  s = 1 ,•  et  en  différenciant , 


d’où  l’on  tire. 


Or, 


dx  ==  cU  sia  z, 

••  • 


si  n * = y/  r — cos'zaeà  (1 — cosz)  (i -*f- cos  z) 

— \/x(i  — x)  = V IX  .«—.X»<;  : 

• * 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (16) , on  a 

flx 


dz  — 


-»  .V  ■ 

et  en  intègrent 


. y/zx  — .x;  ’ 


/, 


d.r 


3=  = arc  (tinus  verse  =x). . . . (1.7). 

T*1 


i/*x 

• J, 

Je  jatqjagfte  peint  de  constante',  parée  .qu’en  supposant  que 
l'intégrale  s’évanouisse  quand  x est  nul , z est  aussi  nul. 
-t,-*.*--)  : ‘ x '*■'  ■ ■* 

Si  i’uiv  fut  « -,  dans  l’équation  précédente  on 

trô«WPW»v.  ' . <•  ► H.  'JJL- . 

f'-r-r= ===3=  = arc  (sinus  verve  =-V .. . (18). 
r A */ 
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278.  Lorsqu’on  veut  avoir  la  valeur  de  l’intégrale  pour  * 
une  valeur  déterminée  de  r,  ,oa  opère  cortnne  dans 
l’exemple  suivant. 

Supposons  qu’on  demande  l’intégrale  de  — - — —,  lors- 

, . ) ’ • A J *+*  x*.  .1.'. 

-que  x=  7;  le  rayon  étant  1.,  la  tangent^  -sera  do^c.  7 ; 
et  comme  les  tablés  des  sinu9  sont  construites  avec 'un 
rayon  de  10  milliards  de  parties,  la  tangente  relative  à ce 
rayon  sera  10  milliards  de  fois’ plus  grande;  par  consé- 
quent cette  tangente  vaudra  7 Xio  milliards. 

Le  logarithme  de  la  taugenle  tabulaire  aura  donc  pour 
expression' 

log  10  milliards  -f-  log  7 =io -f-  log  7 

= .10  -f-  o ,845oq8  10,845098. 

• \ 

Cherchant  ce  logarithme  dans  les  tables  des  sinus,  on 

verra  qu’il  répond  à un  arc  de  , ■ 

« *•  *■  t 

90o96',  division  décimale, 

8i°52  ,..  division  sexagésimale. 

Pour  trouver  fei  valetir  numérique- de  cet  arc , dans 
î’hypotlièsç  du  rayon  = 1,  nous  remarquerons  que,  dans 
cette  hypothèse,  la  circontéreivce .^=6, a83. . . par  cen- 
séqucnt  nous  aurons  ' . 


ou  de 


4«o°  :'go096<::6,î83. . arc  cherche  =\  ,42. 


ou 


V»  '•»  ' 


■ - V. 


36o°  : 8i°5a’ 


’5a':;6,283. . . t arc  cherché  =1  ,42'. . , 

De , l’intégration  par  parties. 

• ’ • > V 

*79.  En  prenant  la  différentielle  d’un  produit  de  ^eqx 
variables,  par  le  procédé  indiqué  art.  1 cm  tréuve 

* •’  * "*  1 • . ' ' " * , 

• • • d ^vv'tt£  ûAv  -t-  i<Jm  ; V 


CAUCUl.  INTfiOHAI.. 

intégrant  et  transposant,  il  vient-  ■ - 

fu&y  = uv  — /Pdw. . . (19).  * 

C’est  à cette  formule  quet’on  rapporte  les  différentielles 
que  l’on  veut  intégrer  par  parties.  ' ; 

s8o.  Par  exemple',  si  l’on  ignorait  quelle  est  l’intégrale 
de  x“'dx  , on  ferait  x”  = u , dx  = dv,  et  l’on  aurait 

= X*4-  , . j»d*  = X X dx"  = x X mxm~'d r. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  1 19) , on  trouverait 

fxmdx  =xm+1  — Jjc.  mxm~'dx  =e  x*^’  — mjxmdx  ; 

réunissant  les  intégrales  affectée»  de  x"dx , on  a 

donc  _+l 

fxm dx  = f f-  C.  . > 1 

m-j-t 

5.81.  Soit  encore 

* /dxlog.x; 


■ ». 


ep  faisant  log  x = u et  dx=r  dv , je  trouve 
/tlxlogx=ax  logx— /<lx=xlogx— x-fC=(togx~  r-)x+C. 
282.  Pour  dernier  exemple , cherchons  à intégrer  , 

/ ’ ■ " ■ % 

dx  y a* — xr: 

en  faisant  ; ’ 

• * ■ - - • 

ÿ d‘  — x‘  = u et  dx  = d*’  ; 

nous  obtiendrons  d’abord 

Nous,  chercherons  ensuite  une  autre  valeur;  de 

•*  * 

jix\/ al—x‘  : 


(20). 
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Poûr  «et  effet,  en  û^hipfc**,  <fen^  èiptwiôn  ^ 

/••  <-  Vv*'-  •'  ' ’ i/à*^2£t‘  f1"-  - v -„v- 

. '■  •*?=CK3,  < . • '•>  ’ 

• _.  V«w  , . . *. 

nous  aurons iVcpatio'n  idemiqüe  “ 

' '*  fi\x  V*rj.£ 3 w./*-  «***•'  __  f x'êx 

• - ■*•  i -.  - J ■ à»  ï/at_Z^&i  '■  ‘ ■ 

■dans  L seco^T"1  des .!!««% ralions  indiqi^'ÿ 

le  «econd  membre,  «dus  obtiendrons  (art.  W)  ' 

■ « r j V*  f ' . V*  - •.'•**#  * t » . *-* 

/ArVa*_x>  =-.** aïx/'sfe  ~_V—  /l_£d? 

; .'4  - • ’V*>  * a/  ’* 

ajoutant  cette  équation  à t'dq nation  (*>),  nous  trouerons 

* • / * . * 
a/d*  t/«*— *•'  iÆ_*>  + «*vc/sia  = îV 

dbnc  . - . u.*' •-»  ; -f  % 

■■ 

On  voit  par  ces  exemples  que  fewq^Vw...  0_  a 

TIÎZT*  ?*'**>***’  «"^ratiof^^g 

fa,t  d^^eettemWgrtlede  cette  de  fuàr  • £ du 

conséquent  cette.. nptbode  *****  n'est  ^ Æ 
jours  applicable  V ’ - __  ™ 011 


y.  \v* 


^ Kntegratkm  par-les  séries,  v 


V -/► 


a83.  Soit  Xdar  une  différentielle  dans  laquelle  Jf  « 

5£T  tt»  sa^rttîi^ 

+ B*f  + C*v  + D*'  + E*‘  + etc 

i3. . 
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ordonnée  par  rapport  aux  expos  ans  «,  ty  y,  Ote.  ,on  aura; 

etc.)  àx 

Ax«+i(«)  E*,+'  , _ , „ 


^84-  Prenons  pour  exempte  • , qui  est  la  diffié- 

' / ® 0t  J n 

rentielle  de  log  (a  + jt)  : on  écrira  ainsi  œtte  fraction  : 

—4 — X dx  , et  il  s'agira  d’abord  dé  trouver  lo  déve- 

a -Ux  * . . >v  •>  ' 

■ >y  . v ' • ' 

lopperuent  de  — , ce  que  l’o»  fera  au  moyen  dé  la 

f*.»  *.  . . . *■ 

division  ; ou  plutôt  on-  le  déduira  de  cette  formule  facile 

à retenir,  ' . - . ’ . ■ 


dans  cette  équation, 


multipliant  les  dévot  termes. du  premier  membre  de  cette 
équation  par  et  divisant  ensuite  touflai’équattep  par  a , 
6a  obtient-  . v • 


V«)  JJi  l'nn;des.^pôsa»s  de**  *-*•  «5  <*  tWtïijtertk 

yêr  logarithme»  *0  terme  qui  eq  ferait  Wfeklé. 

Oq  a trouvé  et  développement  eu  eifectusnt  lf  division  Üc  i 

psr  i — 
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/'  ila-  /*/«  ■ x , x%  x'  \ . 

Z+ï  -J\a  - ? + ? “ 5Ï--+  ctc- ) d* '• 

cl,  en  intégrant  chaque  terme  en  particulier,  on  obtiendra 


A 


dx  * x*.  , x3  x* 

W~^CtC  +C---'  (23); 

et,  eu  remplaçant  le  premier  membre  de  cette  équation 
par  log  (a  + ar),  intégrale  treüvée  en  faisant  b— I,  dans  la 
formule  de  l’art.  27a , on  aura 


x*  ; .r3  xi 

3^'r;w"“etc+c” 


(a4X- 


iog(a+x)  = - 

* % * • 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  remarquerons  que 
lorsque  x=  o , cette  équation  se  réduit  à log  s = o -4-  C ; 
substituant  cette  valeur  de  C,  l’équation  (24)  deviendra 

los  («+*)= fag + * - £ + £ - £ +c  LC.  a. 

■ ■ « ' * ’’ 

285.  Pour  second  exemple cherchons  à intégrer  par  les 

J ! — r : ; ■ 

(*)  Observons  qu’en  déterminant  ainsi  la  constante,  on  ne  la  regarda 
plus  comme  arbitraire,  puisqu'elle  est  nécessairement  égale  au  loga- 
rithme de  a , quand  enlatt  x = o,  dans  réqnaüon{2Ç).  Làoù  cette  cons- 

lantea  pris  une  valeur  déterminé!),  c’est  lorsqu'au  lieu  de  {-?*■  - nous 

. J « d-x 

avons  mis  log  {a  4-  ±)  : en  effet,  l'équation  (23)  non»  montre  que 

<ljf  * • Jf  rl- 

— - — est , en  général , la  différentielle  dé  C -f-  - — + etc.  4 or,  la 

a la*  1 9 

k x x * r-  * , 

suite  loga  -t-  -• — 4-  etc. , qui  est  le  développement  de  log  (a  4-  jr), 

est  un  cas  particulier  de  la  suite  précédente  ; c'est  celui  où  C = log  a. 

Ainsi , lorsqu'on  a mis  log  (a  -f.  r)  à la  place  de  /— , c’est  done 

J « + * 

comme  si  l’on  eût  choisi  parmi  toutes  les  suites  qui  sont  l'intégrale  de 

dx  * • 

collô  où  la  constante  est  égale  à. log  «. 

CcUc  remarque  peut  s’appl  iqncr  aux  autres  expressions  qiiç  nous  aUons  . 


intégrer  par  les  séries. 


4 S 
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*9®  . *.'►  • estoita  mrlniUfe.  ' .*  • 

Ar  - , ■ 

Seri€*  T+lï  ! W *w,vaBt  a»si  .cette  différentielle 

| • • • 

T^pjîXA*,  H s’agira  -de  trouver  îe  développement 

...  j ) f-  * ; _ • ' ' • , > 

t — y~ — ;•  Pour  «la , «0  «<roiparaj»t  cette  ex  pression  à - ■ t-  r 
•T1  * i — s 

nous  aurons  a = — sobsti tuant  «cite  valeur  Hans  l’é- 

qualion  (ai)  r nou3  trouverons  ,•  r . *-  • T *'• 

> ‘.«J  * ••  *•..  ’*a.  v *-.•  ‘ w 

7^  = *“  + .«*•  v-v^rf* 

donc  ; " W r 4 •:'*  * “ r 

- t .£*  A*..  ->  . .jp3  v \ • /i)v 

/ - * ^ <r“  "7  T jt  »>.*■•  4 C» 

. »/.  I .»*  . 9 ' J i . ' * w 

'm  «aJ  #.  « «*,•  « »*  ’•**  >'  • . * - V . * **  *.r  • V 

«u.jnatêt,  ârt.'  5^6, 

#•  ^ - j y3-  - jj*  jp7  \ *.‘4  * 1 • . 

ai«(t«tigfci?)5çar-.y  4-^.— ^-4-ete.^-C....  . (46).. 

Qtiand  jr=e,  (’axc  devenant  ttnl  j oh  a Ê =à  o. 

586.  Si  là  tàngente  est  plus  grande  que  l'unité , le», 
termes  déveefte  série  àflaqt  enaugméntîjnt,  on  ne  pourra 
«Iqriiiicr  uué  valeur  approchée  de  l’arc  • dans  ce.  -cas,  on 

obtiendra  une  série  descendante  en  opérant  ainsi.:  onf/cn*. 

»r*  V ‘ J r i*”?-  t*  ‘ * * **  ^ • ’ 

x = -dans  l'équation  (z5),  ce  qui  la  cbau0era.cn  . 

V > * * -'  , » . e ■ ' . t V. 

’ ' ' * Ce  > I , >-  * , - . -»  * " 

. • ■7^?=tt-fc-TS  + -TT'Cs  'h  etD;» 

l--:  {.--J T - • i?.'-  2r®  •>  . • ■ ■. 

... , -tSmS  ■■■;  • ' 

multipliant  le»  deux  tenues  du  premier  membre  pur  *%. 


on  aura 

."j.  ; 


/-  «T  >'  ••  • 

■ > ■«- 


v ar*  VWI  ;•  «-  ..  ■,»  -■-■•»./• 

' " r~  1 ~~  ~3  d-  etc:  ; 

H,' +*v . - Æ ' *- 

divisant  toute  l’équatîôu  pas  x\  on  obtiendra.  1 
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union x-w  séants-  i®*- 

— - — s* — — — + 4s  — A + e*c-  (*y>  ' * 

x*  4- 1 -r*  x*  ~ar  .**  , '9 


donc 


f,  ss  /Y— --»4r  4- 4s—  Zi  + $x  > 

ÿÿ  + f J \X*  xi  t-y#  &■-  ■-'Ax-  vr  ;• 

' * ’ 4-’~  . 

et,  en  effectuant  Intégration  ,iadiqi»ée , '• 

* ' • , f ■•>'<.  ■**;*'  ; *;<£  ■ *V 

arc  (tangasx)  s=  — ^ -f  — 5^5  4"  eU-  + ■/ 

■A~,  '*■  ■ •*■.'4  i!r^  k-  ■ 

Pour  trouver  la  valeur  de  la  constante , nous  ne  ferons  pas  • 

,ï=Oj  car  cela  rendrait  les  termes  du  second  membre 
de  l’équation,  (vf)  infinis  ; «nais  en  faisant  x — co,  l’ex- 
pression sré  (tanfj  ■=£  x)  sera  égale  «u  quart  de  la  circon- 
férence, et  l’équation  (27)  devichdra  ~ xirconj.  *=o  4-  G j 
et  en  représentait  per-  -j  *■  le  quaft  d©  la  circonférwtce , 

l éqjiation  (a 7)  nous  donnera 

/*  . • » 

arc  (Ung  ^ i 4L  5^  '+'** 

187.  Poqr  tntégrqr  pair  Ips  séries  ' ' 

1 


%/  \ — X3 


s*K£  > ■ 


on  développera  (t  — of* J % ptft  la- formule  du  binoinè, 
de  la- manière  suivante,  : ou  calculera  d,’abord  les  coeffi- 
cieus  du  deveroppefncot  de  (1-*-  x-’)m , dans  l 'hypothèse  de 
m = «—  î , ea  écrivant  pour  former  Ces  èoefiLagps, . 

-1'  ' » * ••  . : * * •*'  f 

m — 1 th,—  2.  m — 3 ' . \ 

•m,  r=— -,  — —7 — , etc.,  . 

a >•  iffs'  . 4 * - 


(*)  On  parviendrait  direetenrent  avr  même  résultat  en  divisant  1 pas 

*.*  -M*  *.  - y,,-*.-»  ..  S 
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otio  it  oalcui.  ueTjtaitAi...  •/  « ♦. 

«tv  en  changeant  m ou — ces  expressions  deviendront 

5,  etc.  . 


» 3 5 • 7 


4’  6’ 


8’ 


f 3.  ' ‘ 5 • 

Multipliant  successivement  — - par  — par  —-g,  etc.,. 

on  formera  les  coefliciens  qu’on  mettra  à la  place  de  A.,. 
<le  B,  deC,  etc. , dans  cette  équation 

(i  — x ’)  * = i — Aar*  -f-  Çaft  — Car®  •+•  etc. , 

-Tv^-'  r>  . . , ■'  •, 

ec  qui  donnera  /'y,.  . i « •.  . .. 

11.*  ‘ ' • 

» , « i.»  3 . 3 s-, ■' 

...  -j-g,  3 r + - a:1  -Kn  1 + - a-7>  4-  etc. , 

. ,t/t. — ^ a . x „ 3 4 p 

et  /tr  intégrant  l’équatioft'  '<  , : «• 

• ihr  / i .1.3  i 3 5 \"J 

— 1 + -*’+-  . - •/  • 5^+ etc.  idx, 

|/i— *r.  Vw  a a. -4  T»  4-  6,  , ’ 

•.  ■ • '»  ...  . , , 

on  trouvera  * . . • " , . , 

■ . ■ r r .-“v  • * ■«  ...... 

. ii3  , r 3 x5  i 3 5*’ 

»cC*an==a:)r=x+ï3+-.jT4-2.J  g-  + etc‘  r • • (*8)  *• 

* *'  / > 

nous  né  mettons  pas  de  constante,  parce  que  lorsque 
j.t=  o , Tare  daftule  sinus  çst  x s’évanouit-.  \ 

Il  f à des  cas  &ù , pour  déterminer  la  ralenT  de  la  cMMtaiitS , onr 
ne  peut  fahis  nt'XfS*,  ni  i-too.’Soit,'par.e**feiplè , A .«  • 

(**r?  Ta*  - tC*  rs?)”1 9 


en  posant 
et  faisant 
en  treure 


m. 


i — i.  tTT’ — a 


, >W., 


* ■ "i>  .s  ' . -Vw 

A . 


\ 
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INTÉGRATION  PAR . LES  SÉ-IUTS 

' ;v^>  T*- 

(Toù  l'on  conclut , comme  dans  l'art.  287, 

• 1 ■ . y*  * 

,dx  , , id if  . 1 . i . 1 3 1 „ 1 ï 5 1 > 

t1'4';"  S‘ï*#3  v* 


et  en  intégrant  , on  trouvera 

/’  dx  . . i . 1 

i 


' ^e‘X-  »'.»*•  a'4‘4rt  â " 4" 

d’une  autre  part , * 

* Ç dx  ^ p dx 
J i/»*— i y |/x* — 1 


r 3 5 i , . 

6-G?+e,C-; 


donc 


P xdx  * 

= f t/**  — I ...  ..  11 

1 — loB  (*  4-  V/~)  ; 

J X -b  y**—i 


1 1 1 
: log  X — *•  . 

a ax» 


jÇr 

■ - ■ 7 • 7-7  — etc..  • • (*9)- 
3 4 4**  * <• 


log  (x  + \/x »—  i)  : 

,4M:  , 

Pour  déterminer  la  constante,  on  ne  fera  pas  x = oo,  puisque  alors 
logx  deviendrait  00  j d'une  autre  part-,  on  n’égaleta  pas  x à cérO ,-  car  le* 

j j f * "*<'  , tj  , 

termes  log  i,  - . ^-j-'eto.y  deviendraient  infinis;  «sais  si  l'on  suppose 
x = 1 , l'équation  (29)  deviendra  , 

t t i3i  1 3 5l  1 - , « 

O==0~â:5“âk4a_î'4'6'8  ^ 

ce  qui  donne  . 

389..  La  formule  (38)  peut  servir  à trouver  une  valeur 
approchée,  delà  circonfe'rence  ; car  eu  faisant  x = - , eMe 

•J  Ix  A.  « 

se  réduit  à 

rî  j t*’* 

(.  i\  iiii  i3ii.*35i  i* 

sin=  -J  = - 4-  ^ • -7  *4-  - . 7 . x . H 7 • ^ — -f-  «te.  ; 

2/,  3 ••  3 3 31  3 4 5 3*  3 4 G 7 3 t 

• \ . . . * V * .U  • 

* I . 

or,  le  sinus  qui  a pour  expression  - , étant  égal  à la  moitié 
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fcAwsn.  intAgi AT,, 
tlu  côte  de  l'hexagone  régulier,  comme  ce  sinus  répond  à la. 
douzième  partie  de  la  circonférence , noua  aurons  donc 

1 1 . * * » ; * , » 3 5,  , 

12 


et  par  conséquent  * . 

circor\f.=.  ,2  (-  -f  I.l.i.  _ui  ? I Jb  a.  1 J S ’*  • V , 

\»  + 2ÎJî  + a‘4‘5’a4  ^ a'I'ê'j’?/  + ; 

si  l’on  prend  les  dix  premiers  termes  de  la  suite 


on  trouvera 
donc 

• I 


1 . si  t r , 
ï + 2>,ï*+elc'>. 

0,63359877; 


- circonférence  = 6(0,52359877)  = 3,  *4, 5^263 

valeur  dans  laquelle  l’erreur  ne  porte  que  roi  la  dernier 
chiffre  décimal,  qui,  comme  ou  le  sait,  devrait  Être  5.  • 
390.  Nous  avons  trouvé,  art.  384, 

f * 

U>g  («+*)==  - etc. 

Gette  série  étant  peu  convergente,  faisons  xzx — x : nous 
aurons 


* , 


' ' ' log  =t  loga  — etc.  ^ ’ 

v~  • . 

retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  cela  nous 
donnera 

l°g  («- -h x)  - log  (a  — a)  « ^ + g.  + + etr 

ou  • 


«t 
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agi»  Pour  déterminer,  par  exemple,  à l’aide  de  cette 
formule,  le  logarithme  de  a , on  supposera 

' * ■*?'•  â+x  a / . . 

? ; 

'*  . * o :r>  -.V  ' * ^6 

par  conséquent,  . .*  v*” 

2/  + x = »,  «rx  =at  I ; 

donc 

3 


«oc-. 


ü~3’' 


a1 


etc. 


substituant,  on  aura  ' . ' . ; ' 

]o6  a = a Q £5.  ^ +’|  . ^ + etc.). 

< . 1 • » .*•»%  * ' . , * - 

En  se  bornant  au*  dix  premiers  fermes  de  eettë  série , fé- 
duile  en  décimales,  ou’  déterminera  la  valeur  du  loga- 
rithme dira*  triplant  ce  logarithme  , on  aura  l'élut  de  a3 
ou  de  &■'  Si  d'tme  antre  part  bu  calcule  par  la  foru/ule  (3o) 

Iô  /'  L -,  * 

le  logarithme  de  -g- , et  qu’on  ajoute  ce  logarithme  à celui 


de  8,  on  aura  le  logarilbtoe  X 8 ==  log  10.  On  voit 

que*  par  des  procédés  analogues,  la  formule  (3o)  donne- 
rait tout  autre  logarithme  ; mai»  il  est  à observer  que  ces 
logarithmes  sont  des  logaritlunea  népériens.  Pour  en  dé- 
duire  le*  logarithmes  tabulaires  r « nous  représentons  par 
La. le  logarithme  tabulaire  d’un  nombre  a-,  nous  aurons 
La  . ' . . 

n — 10  ; prenant  les  logarithmes  né pé tiens,  ceue  équa- 

tion nous  donnera 


a°4  CALCUL  INTÈaKAT.. 

• ' 

et  par  conséquent  , 

v/.  • .fif**,:.  ;V  . •• 

c est-à-dire  qu’tan  logarithme  tabulaire  d’un  nombre  est 
égal  au  logarithme  népérien  de  ce  nombre , diVisë  par*le 

logarithme  népérien  de  i o» 

*9“-  On  a trouvé  une  série  encore  pjus  convergente  que  celle  qui  nous 
est  donnée  par  la  formule  (3q) , pour  déterminer  un  éogerithnm.  Voici 
de  quelle  manière  on  peut  la  déduire  de  cette  formule  : 

En  divisant  a -f-  x par  «2-  x,  oh  trouvé 

’ 1 i*  «"* 

• * . a* 

-,c=i4' 


X •••«—*' 

•/  V 

2x 


représentons  par  - la  fraction  — ~}  on  a Téqpatjoa.  âl 


« -r  * ^ v y * +■%> 

- — ^c=i+-~ 


rf— ir 


r* 


? «« 

et,  en  multipliant  par  a — x,  il  vient 

• i\  v ; V i'’r  **  ■'  ► 

* ’ , g*- J-  a t1  f-  w • !3  * **  „ ..j.  * t 

. •*'  • , ‘ * *^-4  A • Nt* 

tous  lea * étant  transposés  daii|  le  premier  membre , on  obtient 

^ , v*  av 

ar  4*  ca  — ; 

• * . • * .»■  * - g » « p ■ * * i , ..  * \ • \\ 

multipliant  par  * , on  trouve 

et  par  conséquent  . 

‘ - «t  >\\  *,**•»  -•  ■ ■ (v>. V. vv*-„ 

» * f *■  _ 4 v lus. -f- w-V  J î>.\\  v '2.i  ; ^ 

substituant  lés  valeurs  ,de  èeif  f'daps  V/oçtoulç.  (30)^  ou  a ce 

résultat  ; . ^ \ „ 

**Orr)  ^ 

et  enfin,  ' ' 

loB(sq.e;  =108*  + ’(~jTs  4-  -^  + etc.). 
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P»r  exemple,  pour  avoir  le  logarithme  de  3,  0*1  fera  v—  r,  t = j et 
par  conséquent  log  iriro;  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  pré- 
cédente, on  obtiendra  * ’ . 

log  a = a J*  etc’  )• 

Il  faudra  diviser  ce  logarithme  par.  le  logarithme  népérien  4e  ip, 
art.'  agi , pour  avoir  iVlpgtirilhme  tabulaire  de  a.  . * • 

De  la  méthode  dés  fractions  rationnelles. 

■ •?*  ' 

293.  Proposons-nous  d’intégrer  l’expression 

FÏ*  + . . „ 4-R'a:  -f-S'  . a 

dans  laquelle  lé  multiplicateur  de  àx  egt  une  fraction  ra- 
tionnelle; nous  allons  démontrer  que,  dans  l’expression 
donnée , on  peut  toujours  supposer  que  n surpasse  m ; car, 
si  cela  m’était  pa$  , intégration  pourrait  être  ramenée  à 
celle  d’une  différentielle  de  même  forme,  dans  laquelle 
la  plus  haute  , puissance  de  a;  du  dénominateur  surpasse- 
rait la  plus  haute' puissance  de  x dh  numérateur  J pour  cela 
il  suffirait  d’çffectuer  la  division  comme  dans  l’exemple 
suivant.  • . v’  ■*  •’»  . * 

Soit  \ 

P^-q-Qr^R^  Si  \ ' • 

I * / 

en  divisant  d’abord  tous  les  termes  par  Q',  'on  âura 

p _3*  1 Q1  R , ' S 
Ç*  + q^-+ 

WïL.i'Sl 


faisons 


,1  . t . u 

P*  À À»  ^ **1  ne 


iV  c.  V- 


„*A  ■-*  V 


nous  aurons 


ao 6 CALCOfc  l^TÉOllAL.  r 

R'  T)* *  ^ c* 

• 4^  “ R * Q'~~b  » ‘ ■■  : M 

Y 

Fx34-Q'’*,  + R"x  + S" 

x^+R-V  + S*  ‘ -■• 

On  effectuera  la  diVision.de  la  manière  suivante: 

. ^ , V|»  f * 4 » * if- 

PV+  Q"x*  + R"x  -f~  S“  | x*  4-  R"x  -f  S” 

— P V—  R"P  "x*  — P*S*x  j Fx  -4-  M~" 

i"  reste.  (Q" — R"P>-+  (R"—  P*S")  x -f-  S"  ; 

• ...  * ? - . * * ^ * r • ■ 

représentons  par  M et  par  N les  coeflkieus  de  x’ et  de  x, 

> ' • 

/e  i”  reste  devient  Mx3  + Nx-j-S". 

Suite  de  la  divisiçn  — M*’  — MR"x  — MS* , 

-,  second rtste  . (N MR")  x -f- S* — MS"; 

> * i V ‘ * - * 

on  peut  représenter  ce  dernier  reste  par  Kx-f-L,  et  alors 
on  a 

PxM-QxH- Rx-fS àx_  (P-r+M)  dx  _j_  -*Kj*L)  ~ ; 
y'Æ'  + R'r  + b x’  -f-  R x -+-  S*  ’ 

et  en  intégrant,  on  obtient  , 

"PxM-Qx*+Rx  + S 


r— r, — dx  = P"  — -f  Mx 

Q'x“+R'x+»  2^ 


/! 

. r (Kx+Ljdx  i r 

+J^+;rv+ * . 

ainsi  la  question  est  ramenée  à intégrer 

(Kr  4-  L)  dx 
x»4-R"x  + S*' 

294.  11  résulte  de  ee  qui  précède  que',  quelle  que  soit  la 
fraction  rationnelle  qup  J’on  considère,  son  intégration 
petit  toujours  être  ramenée , dans  le  cas  le  plas  général,  à 


MÉTHODE  DES  ÏB  ACTIONS  RATIONNELLES. 


a*vj 


«elle  de 


, px— ’ + Rx+S  . *•" 

. Px*4-Q^,^..*..  + R'«+S/  « v ' 

• ^ 

En  regardant  le  dénominateur  de  cette  fraction  compie 
le  produit  d’un  nombre  n de  {acteurs  tels  que  x — a , 
x — b\  x — c,  etc.,  ces  facteurs  peuvent  être  réels  ou 
Imaginaires,  égaitx  ou  inégaux. 

Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple,  nous  les 
supposerons  réels  et  inégaux  , et  alors  noua  opérerOps 
comme  dans  les  exemples  suivaos. 

295.  Proposons-nous  d'abord  d'intégrer  : dé- 

composant le  dénominateur  en  ses  facteurs , on  écrira 

aâx  • edx 

x’  — a*  (x  — a)  (x -f-  a)' 

et  Ton  supposera 


odr  • /A  , B ’ . 

tj — 7 = 1 — Idx*-:. . (3t). 

•{j é— a)(x  + a)  \x  — fl  x-f-a/  , 

A et  B sont  deux  constantes  qu’il  s’agit^e  déterminer. 
Pour  cet  effet , réduisant  le  second  membre  au  même  dé- 
nominateur, ou  obtiendra  .* 

• + r * ■»  4 * '* 

adx  (Ax  ±ÊL  4-  Bx  — Ba)  dx 

(x  — a) \»  + a)~  (*  — a)Çfc4-â)^  "V 

Supprimant  le  divisôur  commun  (x*-  a)  (x  -f-  a) , et  le.fac- 
teur  dx , il  restera 

'a  =-Ax  «P  A (j  Bx—  Ba. . . . (3a)  ; 
et , éu  ordonnant  par  rapport '^.x,  on  aura 

(A  -f-  B)  x -f-  (A  — B — 1)  a =s  o,  • 
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x ayant  une  valeur  inde'terininc'e , ainsi  que  le  suppose  (*) 
la  différentielle  proposée,  cette  équation  a lieu,  quel  que 
soit  x ; par  conséquent,  d’après  la  méthode  des  coefficiens 
indéterminés  (voyez  Dote  6e),  on  égalcrt  séparément  à 
zéro  les  coefficiens  des  différentes  puissances  de  x ; ou,  ce 
qui  revient  au  même,  on  égalera  entre  eux  les  termes  qui, 

dans  l’équation  (32),  contiennent  les  mêmes  puissances 

11*.' 
de  x,  et  1 on  aura 

A + Bio,  (A  — B-^i)«z  = o; 
ces  équations  donnent  • 

.*  t 

f • 

’ . ’ 'À: 


1,  B = — 

a 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (3t) , on  aura 
donc  * 

«dx  J d*  __  dx 

x * — a*  x — û x-i-a'  r 

et  en  intégrant , on  trouvera 
ajix 


h 


X%-% 

et  par  conse'qüent,  y 


= i log  (x-a)*-  ilog  (x  + a)  + C, 


/ïê ?=^^+c='<^ +c- 

' ■ ^ , ' ■ a3+6x* 

Pour  second  exemple , prenons  la  fraction  — —3  dx  : les 

facteurs  du  dénominateur  sont  a?  et'  a1 — ’x*  i et  tomme 

• f 1 

a*-*-X*  se  décompose  en  (a — x)  X (a  -f-x)  , les  facteurs 
simples  du  dénominateur  sont;  x;  a r-x;  et  a + x,  donc 


(*J  En  effet , la  caractéristique  d , qui  précède  r , annonce  que  x est 
considéré  commé  variable. 
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afc  . 


ca 


rjcf  1 


L'.'M 


■s' 


/ 


"A.V- 


U *. 
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, . _ MÉTHODE  DES  FRACTIONS  R ATlONNELIÆS. 

1 expression  à intégrer  est 

, à'  4-  bx' 

• |<*  .rT~,  Tw ; Til.r: 

je  fais  ^ ~ + 

‘ •*  &r’  ^ • A R 


'V  .4/*  .' 

TOI) 


. » va  ^ 

9-*)(«+^==ï  + —r  + ^-->.  (33); 
eduisant  «s  fractions  an  .»è» ne  ,U 


réduisant  ces  fractions  au  mè.jm  dénominateur,  il  vient 


■:  • ••H 


....•  u v,pnt 
- a — - ^ B/m’4-  BÆ’-f-T/»»-  L:  r;r» 

f.?ï5 ; 

f.»v . 


■ 

m 1 


v-  t •*;  -i  *•  > ■'  • 

B-A_C  = A,  B « + &,  = „. 


b-a-c=a,  Ba  + c=0,  a».=„>.  . ,'  -; 

IÏ2ÏEJ&  ^ 4 =.*• - «- 

donne  Rj.r . . +^»  et  comme  la  seconde  . 

somme  et  1 nJr'  °”  °bt,ent  cn  Panant  successivement 
somme  et  la  differehce  de  rec  .1 


-me  et  la  ^hce  ^deuxT1  S“CCe*sitemcnt  * • • - . : 

c.endm5.„.par,,  d*'“  ,ta*~  .**“«•*•.  ' . , 

•'  *-*v.  ••  : c ..  • 

»i=îi^,  «•— :;v 

•*4- bx'  , mlr  , , . 

douce»  intégrant,  • .♦&  ' • . 

rï±j^ 1 


{'<?+  bx*  , , fn4-At 

J à^^Ax~a]o^x  — — ' 

' 


/ * 
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, 

(a+^[log(a  — x)  -f  log  (a  4-  x)  ] + C 

T - w -’-i  ’ * . .v 


— a log  x — 


2 

(fl  4- 6) 
2 

(a  4- &) 


log  (a  — x)  (a  + ar)  -f  C 


log  (a* — x*)  -f-  C 


ï**-.  r„* 


Kjl{.  V 


r r» 


= a log  x — («4-^0  loC  Vj£ — X*  + C.  ■' 

• 3x— 5 

296.  Pour  troisième  exemple,  soit^— — g^-q— ^ilx. 

Comme  il  s’agit  d’abord  de  décomposer  le  dénominateur 
en  facteurs  du  premier  degré,  nous  remarquerons  que  si 
l’on  a une  équation  de  même  forme  , et  représentée  par 
z' — 6a  + 8=  o,  et  qui  soit  satisfaite  par  les  valeurs  z = ?. 
et  z=4,  on  sera  en  droit  de  conclure  qu’elle  équivaut  au 
produit  (z  — 2)  (z  — 4)  = °-  Or,  en  effectuant  la  multi- 
plication , on  voit  que  quelque  valeur  que  l’on  attribue  à 
z , le  produit  sera  toujours  z®  — 6z  -f-  8;  donc,  lorsqu’au 
lieu  de  z,  nous  mettrons  x , nous  aurons  encore 

(x  — 2)  (x  — 4)  = x*  — 6x -f- 8. 

Par  conséquent,  quelle  que  soit  la  valeur  du  polynôme 
ar» — 6x  -f-  8,  il  peut  se  décomposer  en  facteurs  comme 
s’il  était  égal  à zéro. 

Ayant  donc  trouvé  que  les  racines  de  l’équatioiA . . . 
x1  — . 6x  -f-  8 = o sont  2 et  4 > nous  écrirons  ■■ 

‘ >•  • ’•  • * . . ^ . «.A  * . 1 v* 

\ ! « ■ I l „ •>  » ’ * • * Tt  1 ■ - . 

BS  Adx  • fl 


” < 3x—  5 ,, 

/•  *>_6x+8' 


«dx  ■ v • 


— 


de  *—  x est  — <U  il  faut  écrire  f \ * *' 

s - . *j  ‘ , . • . • 

• * k *•  a «— ^or*  ‘ï»vr  * - 

• l'wÉi*  , j * * ..  * 

VjntÔBraJc.sera  Jfïï 


. »'  et  l’on  voit  <pic  J j 


--A*- •*!(*-: 

% 


t.' 


Diqitized 


■ c 


■ ■ ; ■ ;■ 

‘ \ -•  V-  ’■  t - ’ • . ‘ 

* 

. . V.  . \ t • . » v ■ : 


I .•  N • 
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«t  en  supprimant  le  facteur  commua  dx,  ce  que  nous  au- 
•<rons  toujours  soin  de  faire  A l’avenir,  nous  trouverons, 
après  avoir  réduit  au  même  dénominateur.  • • 

• '.4#  jêL>  ' ‘.a  ’ 


*•  v*v  f • VÏ 


. 


3 •g  — 5 Ax — 4 A -4-  Bx  — a B 


x»_  6*4.8  x»  — 6x-f.8 


f-,  :v, 

À •*  * 


f"/ 


égalant  entre  eux  les  coelficiens  des  mêmes  puissances 

de.r  {voyez  la  note  6e),  on  obtiendra  ces  équations  de 
condition , 


•’<  '*A 


: f 


’l  <c 

V 


d’où  nous  tirerons 


— 5=— 4A  — aB,  3 = A-+-B, 


' *•>? 


B — z a i y 

n — 3>  A -î;. 


» . * • -fc#  ♦ 


• * * 


ihettant  ces  valeurs  dans  l’équation  (34),  on  trouvera 

a 4L.LJ*  , „ „ , • “ 


. . « \ ^ , •«  ••  y,  (,•*  . ~j . "r  .>  # «j. . .■  » r. 

x*+4«x— é«=(x+ 20+1/40'+^)  (x+2  a—  t/ju’-f //•).  ; 

Pour  simplifier,  représentons  ce  dernier  produit  par  a"  Al 

•/  (x^Ik) (x+ii)';  - v . . ;^k’  : '*•  ..  vm 

.-v.,  .A  ' • J ' •.• 


•i  :<  » • . ' -• 


• . v »>  :•  .. 
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réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  noua 

«MMCttreuà- ' • ^ " » *•  '*-*■ 

' ' • . T ' 

■ ■ x ' ■ Ax  4-  AL  4*  Jîx  -f-  RK  ‘ j 

x*4-4aT--’d:=*-  x*  4«*  — Ù*  ’ ;*• 

d’où  l’on  tire  ..  \ . 

/S***;  " ; AL  +BK  = o,  ^ J 

par  dOpséqueûh  •»  ^ j V 


k *v"-'  ;-••  •.*  fe-, 


donc  i 
xdx 


K — L' 

i • 

K 


r-_î^„=^io8(*+K)- A,  'oe^+w +<;■ 

J K— L & — L 

; 

298.  En  général , soit 

Px”-  4-  Qxm_1 4-  Rx  4-  S ^ 

*-  + Q’x«-  ....  + R'x+S’‘  ’ . r-> 

’y  't.*'  • if  m • _ * v \ K 

une  fraction  rationnelle  dans  laquelle  les  facteurs  du  pre- 
mier degré  du  dénominateur  sont  supposés  inégaux  ; on 
résoudra  d’abord  l’équation 


s»  li'  ' 

y.’*  %r:Vf 


' ^lij*1Q'x*,_'  • • • + R'x  •+■  S’  = O ; 

et  ayant  trouvé  qu’elle  est  le  produit  des  facteurs  x — a, 
x—b,  x — c,  etc.,  on  écrira 

jV  , u ,0  a D f 

Vx'n-'+Qxm~’-  • .+Rg+fr A_  , JL  + JL-  -i.  etc. 

.x"‘-f-Q'x'n-'..  . + R,x4-S’  x—a  x—b  x —c 

En  réduisant  au  même  dénominateur  le  second  membre  de 
cette  équation  , chaque  terme  du  numérateur  de  l’une  des 
fractions  devra  être  multiplié  par  le  produit  des  dénomi- 
nateurs des  autres,  c’est-à-dire  phr  un  polynôme  eux  de 
l’ordre  m — 1 -,  donc  le  second  membre  de  cette  équation 


. S •_ 
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». 
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i • ' 1 • ■ o .■*  , .’•  * >.  • 4 . ’»*  0*  . 

sera  un  polyiiQmc  composé  île  m termes.  Il  en  résulte  que  { 
si  l’on  égale  entre  eux  les  coefliciens  des  mêmes  puissances 
dex,  on  aura  m équations  de  condition  pour  déterminer 
les  coefliciens  A,  B,  C,  etc.  Ces  coefliciens  étant  connus,' 
on  n’aura  plus  qu’à  intégrer  une  suite  de  ternies  tels  que 

’ Adx  Bdx  ; i \ 

V , r,  etc.;  *' 

x — a x — b 

l’intégrale  cherchée  sera  donc  »*'.•  • *'.■■ 

a4”'*1  v il**  2 •*•"* 

-J.  > A log  (x—  a)  4*  B log  (x  — b)  + etc.  -f  G. 

4.  ji’  • »'  • 'Aji  a v » ,i/  * X31  .w  •jLi  , ./  , 

'259-  I*a  méthode  que  nous  avons  suivie,  lorsque  le» 
racines  du  dénominateur  sont  inégales,  ne  peut  servir,  si 
parmi  ces  racines,  que  npus  supposerons  toujours  réelles, 
il. y en  a d’égales.  En  effet,  nous  avons  vu  que,  dans 
1 hypothèse  des  racines  inégales,  on  pouvait  écrire 

Px*+QxJ-f-Rx*  + Sx-f-T  Y'  i \ 

(x— a)  (x  — ô)  (x—,-)  (x  — d)  (x  — e) 

ÎA  B C JJ 


a 


x — a 


+ 


* — 6 x—  c ' x — r/ 


x — e 


, eJV 

x — rf  'Vix—  e. 


si  plusieurs  de  ces  racines  étaient  égales,  si,  par  exemple,.  ■> 
Oii  avait  a=x  b = c , l’équation  précédente  deviendrait  v ' 

V<."  * }. A ' . ' 1 

Px4-fetc.  A+B-fC 

(x — a)s\x — d)[x  — c]  x —a 

Alors,  en  réduisant  le  second  membre  au  même  dénomi-t 
nateur,  A-J-B-+-C  pouvant  être  considérés  comme  une 
seule  constante  A',  on  voit  que  les  trois  constantes  A',  J) 

*t  E 11e  pourraient  suffire  pour  établir  les  cinq  équations 
de  condition  qu’on  doit  obtenir  en  égalant  entre  eux  les 
coefliciens  des  mêmes  puissances  de  x.  /.  ■*  • . * 

éviter .««  infonvikneut^  theichons  à décoin- 
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poser  la  fractiou  , 

jfggj|g|gM  ■ 


Px*  -t-  Qx3  -f-  etc. 

(x — a)3  (x — d)  (x  — e) 


•Yrr 

M -k  Lii 


en  un  autre  assemblage  de  fractions,  qui,  réduites  au 
même  dénominateur,  puissent  la  reproduire. 

Supposons  donc  - , 

’;  >*  ■ 

Pxf  4- Q*1  + elc-  A+Bx  + Gr*  D R 

' — rjliüfi 


(x — a)3'(x — d){x — (x — a)6  x — d~*~  x — e‘ 

De  cette  manière , en  réduisant  le  second  membre  de 
cette  équation  au  racme  dénominateur,  nous  aurons  un 
polynôme  en  x du  quatrième  degré,  qui  renfermera  cinq 
constantes  arbitraires;  ce  qui  sufiira  pour  établir  l’identité 
des  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  x.  Maintenant 
je  vais  démontrer  que  le  terme 


A + Bx  4*  Cx? 


•j>  if- » 


*.  v,**  . 2 *:'  ■*>*.;*■!'■/  * i>+.  wM 

peat  se  mettre  sous  la  forme  ' , : 

1 CTm-  ■ 

k’  v c ;* 

•V  . (x— a)3*1"  fat  — a)‘  (x — a)’ 

. b 

A\  B',  G',  étant  des  constantes  indétenninées.  Pour  le 
. ' / 

prouver,  soit 

x—  a-z-t 

, - t J*=ï-f  ff;  Jjr  / • 

donc  rf  _ \ .T  ' 

A 4-  Bx  4-  Cx* A 4- Bu  4- Ca‘ 4- Bz  4- aCaz  4- Cs*  .* . . 

ix  — a)  ' - * 


on  a 


-,  * : A4-B«4-Cfl>  , B4-aCo  G -y 

; ~ I3  Z3  + s ’ . 


mettant  la  valeur  de  s dans  cette  équation,  on  obtiendra 


*< 
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* -•  t-  ' ■ 


e 


. • V J 

ï’Xf  s( 


%,•  » 7 V 


T?r 


4.  ’ 


» 1 
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A + Ite  + C** A-f-Pa-f*^a’  , B4-aCa  , C ', 

(x  — a)1  (x  — «)’  "'"(x-— a)1  x — a’  ; 


(x  — a)3 

résultat  de  la  forme  prescrite , puisque  A',  B',  C sout  des  ,•  '.  • _\  •’  , _ 

constantes.  .s»  . , -ÿfl 

. Cette  démonstration  pouvant  s’appliquer  à une  équation 


d’un  degré  plus  élevé,  concluons  qu’en  général  on  peut  . ‘ . 

!•  ■ - 

supposer  1 .'.v.  . ™ }l 

• Px™-*  4-  Qx"-»  . . ,-f.Rx  + S 


' : '‘v ^ i 

SS  L * 4 


= (X— a)m  + (X— T (x— «)”‘—'”'r(x— a)* 

\ ^ ^ /V  ” i“*t  *'  ' 4 •»'  ’•  ' “ ' 


• , ‘ * K s * k * i*  . 

Il  résulte  dp  çe  qui  précède , que 1 pour  intégrer  l’cx- 
*'  pression  * ...  •' 

Px*  4-  etc.  ?n/ 


•■a 


•dx, 


•••-  (X — a)*(x — d)  (x  — é)  ’ r. 

on  écrira  . " ' _ ' ‘ ^ 


; 

' jM 


-a. 


(x  — a)3(x — d)(x  — e} 

+ _£_  + _^-  + _^  + E 
'^Cx— nl*^fx  — r'T7r  J' 


•1 


(x— a) 1 (x — a)*  (x  — a)  ”r  (x—  d)  (x  — e)  ’ 

‘réduisant  le6  fractions  au  même  dénominateur,  on  dé- 
iéntiihera  les  constantes  A,  A’,  A",  D,  E,  etc.,  par  le 

léià  emnlové  _ et  l’on  aura  ensuite  v 


I procédé  que  nous  avons  déjà  employé,  et  l’on  aura  ensuite  ^ 
• à trouver  les  intégrales  des  expressions  suivantes  : 


Ad.r  A'dx  ï'  A"dx  J)dx 


Edx 


(x— a)3’  (x — af’  x — a (x — d)'  (x— e)’ 


pour  intégrer  les  deux  premières,  comme  dx  est  la  diffé-  . ; . ■ /•' 

• 4 rejitielle  tic  l’expression  x — a , renfermée  entre  les  pa-  ■'* 


. renthèses , nous  supposerons  (arf.  370)  x — a x, 
* aurqns  ‘ ' Yy  . * •>  V 


et  nous 


j > . ■» 


y .a 


t» 


. . • „ • . • * 

siti  calcul  î.NiioBAh.  Ç/<f.  * ~- 

c Ad.x  r\Ai  r.  A A 

-7-=^  w*  =-ü.=r  5cï=SP'» 

r A'dx  /-AM.  ...  A'  A' 

J^aÿ-J— =fk‘  ’d‘=-T=-ï^-;'  • 

' t • Vt  " 

à l'égard  des  trois  autres , elles  s intègrent  par  logarithmes  * 
donc  enfin 

' <~-  - . ' _ • . . r*  • \ w 

/*  (Px*  -f-  Qx3  4-  etc.)  dx  _ _ A 

J (x — a)3  (x — d)(x — e)  a(x — a)*  x — a 

4-  A*  log  {x  — a)  -f-  D log  (x  — d)  + E log  (x -*-f) 

-4-  constante. 

3oi.  Prenons  pour  exemple  la  fraction  - ' ' 

' aaadar  . 

«-  / . ■ -—NO*  ' * *1 


bous  aurons  ' 


(*+“)* 


.i'  ••  Vî ‘ . *' 


aox 


j A ; A*  * y ' 

• « “ • • • i * , ' **  * * . V 

r.cdpisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  * 
.'supprimant  ce  dénominateur  commun,  il  res  Ve 

%ax  = A 4 A'*  4-  k’a„.  , t-.‘  ; 

-Ü’où  l’on  déduira  ces  équations  de  condition  . 

i aa  = A',  A +A'a  = o;  •'  ‘ 


elles  donnent 

A =oa,  A=-ï-ajf;_  O»»  • <• , * 

par  conséquent  ' V- v/i . • 3 ' 

• . - aoxdx  - aa^dx  aadx , - ( 

* (x  4 aY~  (*4a)*M~x4â} 

. * . ' , - . . - A7 • •»  'x'  - - • 

Pour  obtenir  l’integrale-,  remarquons  que  dx  étant  la  dit»-* 

férentielle  de  x 4-  «,  nous  pouvons  (art.  271)  supposer; 
aç  + a = a ; donc  .,4-  y 

• . : . aaxdx  . 4s  .•  d*  . :* 

, i C\  «•>  • 
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intégrant  la  première  fraction  ctu  second  membre  par  lu. 
rèj^le  de  1 article  262,  et  l’autre  par  logarithmes  , nous  ob- 
tiendrons 

/'2<rxdx  2/i"  ,J  , ' • 

^ — + anlogz  +C; 


ttt,  en  remettant  la  valeur  de  z , 
'iaxdx  2 a 


f- 

J (J 


* 

. r 


Cx4^i  - ^jT*  + 2n  loS  («+*)  + C; 

3o2.  Pour  second  exemple,  cherchons  l’intégrale  de 

T * v * ^ * • .J  v" 

. \ ^ x\lx ; • >.4iii 

l’-flx1  — a*x  + a'; 

en  égalant  à zéro  le  dénominateur,  on  voit  que  tous  le» 
termes  se  détruisent  dans  l’hypothèse  de  x = a;  donc 
l’équation  -4-  a1  est  divisible  par  x — a.  En 

«(Fectuairt  cette  division , on  trouve  pour  quotient  x*-— a*  • 
ainsi  la  quantité  à intégrer  est  '.v, 

■x*àx x’dx 

••  a ) — a)  (x  -+-  a)  (x  — à)  (x  — a) 

♦ x2ilx 

~ (r  — ay  (x  + a)’ 

Nous  supposerons  donc 

x% A A'  B 

(x~r-„y  (x  -f-  a)  (x  — ay^x  — a x -f  a 

réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  on. 
obtient 

- _ **  _ A(x  + o)  + A'fx»—  a»)  4-  B(x  — a)« 

(x  — a)*(x4-a)  "(x  + a)(ï-  a)1  ~T" : 

développant  et  égalant  entre  eux  les  coefficiens  des  mêmes 
puissances  de  x,  on  obtient  ces  équations  île  condition  , 

= A,—  2Ba=o,  Ao-AV  + Ba*-». ..  (J,). 

. ri  . • ^ * • 
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Si  l’on  multiplie  la  première  par  a*,  et  qu’on  l’ajoule  à la 
troisième , on  aura 


A a ■+■  2Ba’  = a * ; 


celle-ci , à son  tour,  étant  ajoutée  à la  seconde  des  équa- 
tions ( 3 7)  multipliée  par  a , on  trouve 

a’  = aAa  et  A «; 

mettant  cette  valeur  de  A dans  la  seconde  des  équa- 
tions (3i),  on  obtient  . . , > T 

R — 1 ' • ^ ■ 

• n 4 » , 

* '•  » > , . . 

et  par  conséquent  la  première  donne  ,*’•  \ ’■  • 

, •»  • 

A ' ^ ^ 

A = I 7 — -7  ; - ••y'"  1® 

4 4 

au  moyen  des  valeurs  de  ces 'constantes , l’équation  (36), 
multipliée  par  dx,  devient 

x*d.r  fldx , 3dx dr 

(x — a)’(i+fl)  2(x — a)*  4 — a)  4 (*  + <*)’ 

I • tV  •*'*'*%  . rf  ..  * r 

Pour  intégrer  — — , nous  ferons  x — a = z,  et  cette 

2 (il-”  ûj  • 

1 ^ 

expression  deviendra = dz,  et  aura  pour  inté— 

r 9.3*  2 f ..  J . • 

„ fgrale,  art.  262, 


az~l 


a H • 


donc 


2 S 2(.T fl)’ 


r. f*!* * 

J {X~  fl)*(x+fl)  2(x— fl)~4 

\ . .1 . 1 , jtA.  ■' 

4 é • r -f-  7 log(r  + fl)  4-  constante. 

■ «.  l-,  4 • 4 ■ 

$o3.  On  opérera  de  la  mémo  manière  si,  dans  le  déno 

y * : • m ' ' . ’ 

».  • •*  *■  • % . 
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minatéur,  il  y a plusieurs  groupes  «le  racines  égales.  Soit 
par  exemple,  ' ' ■ ’■'  *-*• 

' .s  aAx  ml* 


(x3 l)3  (X — l)’(x  + t)’ 


A! 


t • 


B 


B' 

+ -£-...(38); 


nous  supposerons  • 

....  a A 

(x—  I)a(x+I)3—  (x—  i^^x^ï^Cx+O’^x+i' 

et  , en.  réduisant  au  même  dénominateur,  nous  trouve- 
rons. . * • k*-  ■>'  . 

••  . •>.‘3!^- '•.’*•  a y.  f ‘ ‘ 

(x-i)3  (*  + .)’ 

_A(x+i)3+A'(xt,i)  (x+i)*+B(x — t)’+B'(x+i)  (x-i)a 

rnftua^rr iK- (Jt_I). (x + 1}.  r " 

, • . • ■ ■ ■ ...  - . . . 

supprimant  les  dénominateurs  et  développant  les  numé- 
rateurs, nous  trouverons  ces  équations  de  condition  : , 

A'  + B"  = o , 

A + A'  + B - B'  = o, 

sA  - A'  — 2B  - B'  = o, 

A _ A'  + B + B'  = a.  ^ 

La  première  de  ces  équations  réduit  la  troisième  à 
aA — aB  = o,  donc  A = B ; la  seconde  réduit  la  qua- 
trième à aA  + 2B  = «j;  de  ces  équations  on  conclut.. 

a , .V 

A =r  - ==  B,  par  conséquent  la  quatrième  devient. — 

_3i'  — A'=  A a . cette  équation  étant  combinée  avec  la  pre- 
mière, on  trouve 

' •*  ’ « ' f **  * |(  ri  ' ' ■>  ' • • • 9 

a'  = -4’  b ~ 4* 

Au  moyen  des  valeurs  de  ces  constantes , la  différentielle 
proposée  devient  ^ . > 


t r d.r  . 

••  • -t  a - — ! — + 

’4  L(*-*)aT 


dx  dx  ■*  dx  ~ J 


Çàr+  0*  x — 1 x + 1 J 


***  OatCtH.  JNTÉCIfAL-  '*  ' . 

On  intégrera  les  deux  premières  de  ces  expressions  par  les  •”* 
règles  des  articles  270  et  262,  et  les  autres  par  loga- 
rithmes, et  l’on  trouvera 

f&^T) r=T  - - ’°c  - 0 + '“G  (-+•)]  +T5»'  . 

3o4-  Avant  que  d’examiner  le  cas  où  le  dénominateur 
contient  des  racines  imaginaires  , faisons  quelques  obser- 
vations sur  ces  sortes  de  quantités  : considérons  d’abord 
1 équation  < _ >.  . 

x'+jjx  + q = o....  (3g), 

. ^ j . • * 

et  cherchons  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  ra- 
cines de  cette  équation  soient  imaginaires  : en  la  résolvant,  ’ 
on  trouve  j ! . 

* \ 1 /J?  " 

, 2 ^ V 4 1 . ■ ■*{ 

■ ■**'  ■*  , 

ta  première  condition  nécessaire  pour  que  celte  va- 
leur dé  x soit  imaginaire,  est  que  le  dernier  tenue  de. 
l’équation  (3 9)  soit  positif  ; car,  s’il  était  négatif,  l’ex- 
pression — q,  qui  est  sous  le  radical , changerait  de  sigue , 
et  le  radical  n’affectant  alors  que  des  quantités  positives, 
x ne  pourrait  être  imaginaire.  Celte  condition  e'tant  rem- 
plie , x sera  imaginaire,  si  q surpasse  ~ p *.  L’excès  de  q J 

sur-  p * étant  alors  une  quantité  essentiellement  positive , 

représentons-le  par  /?’,  puisqu’un  carré  est  toujours  po- 
sitif : nous  aurons  . ' . ■ ■■ 

• 1 ’ , . JÏ • ‘,vv* 

V 'A'-fSS ij*  Hfc  p'*  •»  v.:.  r.  V: 

■ • ;•  : cV  • - . • /.  * 

faisons^  — « pour  éviter  les  fractions , cette  équation 

■^vein^Utt.  » 1 f • * ‘ «V  • f t-  * 


•Digitized  t 


> Y 


■L'+ 


■ y 

» 
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= 3‘;  ^1'’^»,^-**  ' 

il  / f - • » •’  *‘i  ' • , t »'  * ‘ ! ,,  r 

substituons  ces  valeurs  de/j  et  de  q dans  la  proposée,  nous 
♦ trouverons  * . J / ‘ ’ \ . ■„ 

x**’+a*S:+.,*-K<3a  = o....  &)>' 

Cette  équation  étant  résolue,  donne  * . 

x = — «±^1/^7. ...  (4  « ) ; 
ses  deux  racines  ft)ti t donc 

, — « + .‘31/  — r et  — a — £[/ZT,\ 

« 4 * ’ i «•■».  nï***jJ*  •*  J ' ÿf  * ’^v,  ' \ V * • /»  - 

ce  qui  montre  que  ces  racines  sont  disposées  par  couples, 
de  telle  sorte  que  l’une  étant  connue,  fait  connaître  l’autre 
en  changeant  le  signe  de  la  partie  imaginaire. 

305.  En  général , une  équation  peut  avoir  plusieurs 
couples  de  racines  imaginaires,  et  chaque  couple  donnera 
lieu  à un  facteur  du  second  degré,  de  la  forme 

'-'fjl  ' i^1  , V’'  : VW  ''  • ’’  V , - ; ■ »•*' 

X*  -f  2«.r  + «’  -j-  /3\.  (4z).  X. 

306.  Quelquefois  les  racines  imaginaires  sont  égales,  atr-^^^^^P 
signe  près  ; c’est  ce  qui  arrive  lorsque  *=o;  alors,  l’une 

des  racines  est  fi  et  l’autre  — fl  \/~\ , et  le  fac- 

teur (42),  du  second  degré,  se  réduit  à .r>  + /3«. 

- . °°7-  Pour  donner  un  exemple  d’une  équation  dont  les 
racines  sont  imaginaires,  je  prends  l’équation 


' ! 

:>/  ■ \ . 
* ’• 


.4; 

h 


f*  _ Gax  + ion*  = o ; 

en  la  résolvant , ie  trouve 

!..  " 

' . ~ . • ' ' „ • 

x = 3a  ^z\/  — a’  = 3u  ih  a \/ — 1 ; 
comparant. cette  valeur  de  x t^vec  l’équation  (i}j) , i&i 

. -v’*.  ■.  -r*  = 3<7,,.  fi  — a;  t 

. x ; •*  * ' •••  ' J 


• j 

■'  : s 


f.-' 

v . 


’ y y • 


• > 


.*  / 


V; 

• •— 
r ' r 


• * j > > 

> 

ï*  - > 

S 


.**  j : 


*** 

donc 


calcul  intégrai,'. • 'V 


, dans  le  cas  présent,  l’équation  (4i> devient 

•V  ■ + v •:»  ' 

v » • . I -■  . . f i :.mf; 

Au  reste,  quand  on  a Une  équation  telle  que  ; ' 

...  ...,  •-  ..  • • ..* *' 

X»4-4x  4-  «2  = °> 


3o8 


dont  les  racines  sont  imaginaires  (*),  on  peut  la  comparer 
immédiatement  à la  formule  (4a)i  et  l’°n  a 2«  = 4»  dont 
— 4 ; si  l’on  retranche  4 de  12,  il  r^te  8 pour  /3a,  et 
l’équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

. x’  + 4x  4 4*  6 =3  0. 

•*  ■ - » V • 

Le  terme  8,  à la  vérité,  n’est  pas  un  carré  parfait;  mais 
alors  on  le  regarde  comme  celui  de  V 8. 

309.  Occupons-nous  maintenant  de  l’intégration  des 
fractions  rationnelles  dont  les  dénominateurs  renferment 
des  facteurs  imaginaires  ; et,  pour  commencer  par  le  cas 
le  plus  simple,  considérons  celui  on  il  n’y  a qu’uiie  couple 
de  racines  imaginaire»  dans  le  dénominateur  : supposons, 
par  exemple,  qu’après  tvoir  décomposé  le  dénominateur 

en  ses  facteurs,  on  ait  trouvé 

. 

P 4t  Qx  4-  R.ra  + Sx*  etc. ^ 

(x  — a)(X—  b)  v t {x  — h)  (xa  4-  2 <tx  4-  «*  4- C1) 

on  égalera,  comme  nous  l’avons  déjà  fait, art.  3oo,  cette 
fraction  à cette  suite  de  termes  : 

- . . ' ' ’ ' il  * * > 1*.  . • • ‘ , " 1 • ; * l 

Adx  Bdx  Wdx  M.r  4-  N , 

x—  a x — b"  x — h *"  x*  4-  i»x  4 »•  4-  £* 

• *•  s • ' ‘ v '•  /.,  . 2 

• et  ayant  déterminé  les  constantes  A,  II.  . H , M,  N , par 

le  procédé  que  nous  Avons  employé,  tpus  ces  termes,  hors 

— J * 

• V ‘ ' * V ' \ î,  • m • . • . • 

(«y  On  le  rcrifliinaft  lorsgùc  W condition? 'de  Part.  3o4  sont  remplie*». 


v •:  : 


. . \ * < 


« « 


MÉTHODE  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES.  2î3 

le  dernier,  s’intégreront  par  logarithmes  ; à l’égard  de  ce 
dernier,  il  s’intégrera  de  la  manière  suivante  : 

On  remarquera  que  r'+  2 *x  -f  étant  un  carré  par- 
fait , le  terme  à intégrer  peut  s’écrire  ainsi  : • / v ‘ 


intégrer  peut  1 

; '-jux + n 
(x  + »y  + e*  • 


Et,  en  faisant  = il  devient 

Mz  + N — M«  j ‘ ' • 


i w 


et,  en  nommant  P la  partie  constante  N — M«,  il  se  ré- 
duit à 


Mz-t-P 
za4-  & 


dz; 


cette  expression  se  décompose  en  celles-ci  : 


y T-- 

«'  «'■  | 

* 


Mzdz  i Pdz 


il 


Pout  intégrer  la  première , nous  observerons  que  zàz  étant 
la  différentielle  de  z2-j-S‘,  à un  facteur  constant  près, 
on  peut,  art.  271,  supposer  z>+G’  = j-,  ce  qui  nous 
donnera,  en  différenciant, 

• zdz  — ' 


» j 


2 


substituant  ces  valeurs,  nous  obtiendrons^^,  dont  l’in- 

i ► - ' V' 

tegrale  sera 

7 loc^  = “ log = ¥ log  [(X  + «)•  + f»] 

M,  ’ 

' 4 = - log  (x’-fa-x-f- .»  + <?>) 

i . J > e^M  log  (x*  4-  2«X  -fr  *’  4.  C*)' 
f * " • — *>8 


V 

f ¥ 


( 
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*■ ■ • • * * >.  . * * • Ç 77^  " • .•  . a 

A l’égard  de  l’expression  , en  divisant  scs  deux 

termes  par  ff’,  elle  peut  se  mettre  sous  cette  forme  : 

•%  : v *.  # J . [ •‘■jài  î > f*  s»; 

» . - V<  ; ■ J- 

• • ' . , « . • ■ • 

• ’ ; . ? T 7-..-.  ••.  ..  '•*  > 

• • ' • y j ?+«  • - ■’*  .■  • 

et  l’on  voit  que  son  intégrale  est  v . * * . 

è"C(tang  = ^ = ^-^arc(tang=^4lî^; 
donc,  enfin, 

"f 


M.r  + N 


M logl/'E*+2«T+«'-f-^T-|-  arc  ^taiig--^ltf\..  (.{3).  . 

. j r './.:•••  g y , . 

3io.  f relions  pour  exemple  la  fractiou  dx  : le 

dénominateur  ayant  x— i pour  facteur,  nous  trouverons 
l’autre  facteur  par  la  division  , et  la  fraction  proposée 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

• : .■  *•-.  - : • . 

~ ••  a + l,x  . . ( - 

x‘  + 'r  + I étant  le  produit  de  deux  facteurs  imaginaires, 

• ainsi  qu’on  peut  le  reconnaître  en  résolvant  l’équation 

J^+x+i=xo,  nous  écrirons  : 'r 

• • V ;T\.’T  . • .-v  • 

= _A_  , Mx+,N  7 ' • 

(x— i^<x*+x-f-i)  x_  , + x‘4- x + i ’ • • 

"*  0 » ■ ■ * ' • * * * * 

*-  ' - 

- réduisant  au  même  dénominateur  et  opérant  comme  nous 
l’avons  indiqué,  nous  trouverons 


t,  \ 


•*’  DîgitizecCby  Google 
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» a.+  b „ (d  + A)  „ i-A«rrafl 

A «r-y-,  M = -ip-s  ' * .«  7^-i 

nous  xLépomposerous  'ensuite  le  facteur  x'-f-x+i  «4  W* 
teurs  simples , en  le  comparant  à Ferpression  (4$) , ce  qui 
nous  donnera  • *■  , 

2*— «»,«*  + £’  — 1>  . •' 


V« 


et  par  conséquent 


i • > /3  . . 

C==.V4’  ; ■ : : ;vM 


substituant  ces  valeurs  et  celles  dé  M et  de  N , dans  l'équa- 
tion (43),  qui  do  us  donne  la  sétondë  partie  de  l'intégrale, 
et  observant  que  la  première  est  1 - ’ * • 

• • « • i • ..  • > ;\  ».  ! 

■ /"Adir  a-+Aj 


/? Adi:  • a + 4,  „ . x 

y— 


nous  -trouverons 


+ ^parc 

V 3 


+ C*-  » 's  ... 




T-^TT  I 

+ îs-.-.y  « 

3 1 1 • Lorsque  la  fraction  aura  dans  son  déuoraindtqur 
des  facteurs  imaginées  égaux , elle  cefe tiendra  un  ou  . 
plusieurs  facteurs  du  second  degré,  de  la  forme. ..U. 
(#’  +-  •uçc  +•  %%yf ,,  suivant  qu'elle  renfermera  un  ou 
plusieurs  groupes  de  factejirs  imaginaires  égaux . Lé  fac- 

te*'  ' •/  \x''+^-+.'4ey  * *:*:■'* 

•**  A*' $V  »,>'•;  7 * \>„*rv  , ■ y*  * \ 

correspondra -à  cette  suite  de» termes  • • . 

ÉUrtr.  de  Cale.  diff. 


. X 


• « 


Djgitized  by  C^poale 


aa6'  - «aucun  mréonAU.  *. 

H + Kx  -,  H'  -4-  R'*  __ 

(x’-f  ÙX+  «*  + C'Y  (**  -P  *•*+»’  + «T  ‘ 


■♦^|55gjç---+5K3^r--  7,-^  • 

ayant  opéré  de  même  pour  les  autres  groupes  de  facteftrs 
égaux  „ On  déterminera  lé#  constantes 

H,  K,  H',  K',  H",  K',...  H,,  K,,  è».;  * 

comme  précédemment.  • 

On  multipliera  ensuite  par  dx,  et  il  ne  s’agira  plus  que 
d'intégrer  clsaqu£  terme  séparément , pe  que  l’on  pourra 
toujours  Caire  lorsqu’on  saura  intégrer  le  premier  U*»* 
de  la  suite  <44)  /nultiplié  par.dx,pt#squeX©us  les  autrte# 
sont  de  m^me  forme.  Pour  ceteffet,  nous  éêrkons  ainsi 

ce  tenue  : . 1 . . * . ■•  v . ' ’ • 

H + Çx  j,.. 

faisant  x ■+-  m as  z , il  deviendra 


' ' H — K*  4-  Ks 

••  • '-(p+t.ÿ’ 


f *-'K’ 


da; 


» ... 

ot,  en  nommant  M lapartïe  coifstanteH— K«;  on  aura  à 

intégrer  , » . _ 

M+K 

• • • ' • »•  - ‘ V 

•Cette  frartidn  peut  se  4éco.mpô#ér  eh  Ces  deux-ci  : _ 

J v.  'V  • , .'*'  • < ' ■ *»%**• 

,."M  ..-o*..  &<ds . v-  .«Md*. *:.t<  i'  - . 

T - - *V i 

Pour  intégrerai  première , comme  «dz  est  la  différentielle 
dez^  + C*,  à un  facteur  constant  'pr^ès , nous  supposerons 
,»4 .C*s=j,  (art.  *7  r)  ,• -et  trous  «curons  ÉÀl=»~^r>  suba- 

-,  * vf**  > ^ 
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• , * f . •.* 

1 1 tuant , on  .obtiendra 

f'  Kzàz  . r ivày  ' I v r , I Kr^' 

i<p+?/=/  ;k7»=;k/>  ■■  - ■ 

i , — p * (t—p)  [fr+z'ÿ-'  “ • 


3ia.  Il  nous  resté  à intégrer  ; ou  plutôt, 

, , M (€*-+■  z’ï-'dz (45). 


our  parvenir  à Cette  intégrale  (noie  septième) , nous  la 
aifons  de  celle  de  f(C‘+z'ydz,  de  la  manière  sui- 

•p  • ' ' ' : • ' . 


Pour 
déduirons 
vante  : 

• * • . • • T • « "•'TV 

Kn  diminuant  l’exposai^t/j  d’une  unité,  c’est  diviser  par 
£*+•*’  ; par  conséquent,  en  multipliant  en  même  temps 
par  la  même  quantité,  nous  aurons  l’équation  identique 

' ; (ff»+*ÿd*.=  p + sy-xc*  + z'odz, 

e(,  en  exécutant  la  multiplication  indiquée  danale  second 
membre,  il  viendra  . • . ‘ 

*,  (»”  + zy  d*  ==  C • (tf*  -f.  tÿ-ldx  H-V-f  x-y- ’z\\z  ; . . 

• • . ’ . . 

intégrant , on  aura  ^ 

f fŒ'+tÿ-'d .,.m-  •• 

Des  deux  intégrales  qui  sont  dans  lu  second  membre  de 
cette  équation,  nous  laisserons  la  . première  sous  le  signe 
qui  l’indique  ; a l'égard  de  la  seconde,*  nous  y applique- 
rons l’intégration  par  parties.  Pour  cela,  en  multipliait  et 
en  divisant  par  a l’expression  & + zy-z  dz,  nous  l’écri- 
rons. at^i  .-  ■ ' “ : 

• * "Z  •_  ' «.  '*  >• 


Digilized 


/ 


* •"  tAixvx  tK'ftaifhu  • 


u • i.  ' : '•*-  (C1  -f-  • 

alors  (ff* + ’2zd*  sera  la  différentielle  de  — — , 

. ......  . • • ••  _ JP  iv  , 

de  sorte  que  Impression  (47)  deviendra  V • ; 


* i 


* ,(£*  + **)' 
r * d ■ 


* • • P 

, , v’  > 

en  la  comparant  à l^Ç^jmule  (art.  279) 

1 * fudv  = uv — fvàu, 

dé  l’intégration  par  parties nous  ferons 

• * ŸY 

x ' ' ' mkcï  » ; **= 


* » 


• »v . 


et  nous  trouvérons 


. 'a  - . . . . • , . . . ' • f';  . ' • " 

Substituant  .celte  râleur  à la  place  du  dernier  terme  de 
l’équatiôn  (*46),  et  ipettant  les  constantes  eh  dehors  du 
signe  d’inté gra^on , «jette  équation  (4â)  deviendra  . ; • 

\ /(>+  a*  — c*/(c*'d» *•)*-*?*  ■ 5 

* <£!+££  _ —/(^  + 4*)'  dZ  ; ' 

V*  P • 2/>  . . . 

transposait  lé  dernier  tenue  dans  (le  premier  membre et 
radlsiàùt,  on  trwfrwa  ... 

dz--Ç±^,+  'Pffr  +*Vr^i 

v .•  ' 3 •P,  .;■■■ 

. ■ y.  , • . ■ *■ 

oû  tire  de  cette  équation  - 

fp+z'Y~'Azï= — ^jT^t+z'y  + • 


faisant  p *-„?  = — p,  et  par  conséquent  p = i — p, 


on 
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■'■•.:  ■}  m+A-’à*  • ,"  .....  j 

Ad  moyen  4e  cette  formule , on  fera  Rendre  intégrale 
de  (é'  + zy-rdfj  d’une' autre,^  dans laquelle  la  valeur 
numérique  de  ^exposant,  au  lieu  d’4tre/>,  aéra  moindre 
d’une  unité  5 pér-la  même  formule,  on  fera  dépendre  ensuite 
l’intégrale  de  (f*-jkx*)~ (f—?dx,  de  celle  de  (é'+zt)-<f-‘)dz , 
ainsi  de  suite  ; de  aorte  qn’aptès  chaque, substitution,  l’ex- 
posant de»  la.  partie  intégrale  diminuant  d’une 'unité,  it  ne 
restera  plus  en  dèrnier  lien  qu’à  intégrer  l’expression 

■ -»v  ■ \ ’ ' ' À * X.  ■ ■ 

■ - 

. -f-  z1  ’ 

or, «nous  avons  vu,  art.  27$,'  que  l’intégrale  de  cette  ex- 
pression étéit  - 

.[  iarc^qg^). 

On  ne  cherche  pas  à faire  dépendre  l’in  tégrakjf(£*-f  z*)~  4* , 
de  celle  x-*)*dz , quantité  qui1  se  requit 'à  z ; ' car , 

si  dans  la  formule  (48)  on  faisait  p=ï,  le  terme 


deviendrait  infini. 

3i3.  Il  résulte  dé  cette  théorie  que  l’intégration  de  toute 
fraction  ratioiuçîlle  nq  dépend  .que  dq  cqs  trois  sôètesdeG' 
formules:  - X X\  T i' •; 

,3’-  = 5 *rc (“*s = s) » .. .. , 

9 . • r ' ' V • **■'/* 

c est  pourquoi  pn  dit  que  toute  fraction  rationnelle  peut 


Digitized  by  Google 


aîo  . CALCUL  INT  Aon  AL.  . 

toujours  s’intégrer  eu  algébriquement , on  par  loga- 
rithmes , ou  pararcs  de  cercle,  ou  par  le  concours-  de 
cei  moyens.  ' -, •.  * 

^«4^  Noos  terminerons  cette  théorie  par  an  exemple  qui 
renferme  tous  lés  cas t soit  donc  la  fraction  rationnelle 

- iT  **■  + P'****  ^ 

rrr\..ss  dîr’ 

• ^ ! J x V*.-  ; .* 

, . : ' 1 . * / w 

* JMoit  laquelle  ©a • „ \ *%,.-v  .«  --aj  — 

- V • 1 ■ :n  . 

• ..  ..  R ..=?-» -T  «tî  ‘ : • 

IC  e j ^ b T'  ~ * 

. R*  = x — ■ e ; tné^ua:; 

; • rW^^er,  i ■ ; 

,S'=.  (x  — dj*  , > facteurs  réels  égaux; 

•»•*•••*<•*  •>  v ; 1-,  k 

T a».X*  + 2*X  +•  -+-  »*•,  1 ' 

T = x»  rf-  *■'&+•  «'l+f > facteurs  imaginaires  Ütég.  ; 

• :-i  ' ’V-Ta  ; - , .v  ';  : 

Ü=C ■as'+*a/x+0;+C,y,  j • 

U'=  (x3-f.2«(iX+«<(*'4-C#^S  > facteurs  imaginaires  égaux; 

on  supposera  *.  ? 

A.  ; , R.  * _€.  _ 

RR 'R\.  .SS' . . .TT' . . . UtF  x- a ^ x ^ c 

*•  E - ^ jfj  ' * g*  . .v 

. *(x-  eŸ  (*  — e)”- *■  W-  eY^'"-  ***’ 

• F T ' ' t.  ; F*  ' • 4 

+ +-  etc‘  • 

* .*  p • , ;*  * 


• Di 


il  I 
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, _ .£•+»*  S (.  ^iri^ rr+eto. 

+ 'a*  + iux^  «’  + <?’  + x*  + 2m' x +V>  -4- 


1 -+-  lux  -f- 

M + Nx 


. . . A . :*.  S.  t 


M'  + N'x 


wi  t . 1 » -4- etc. 

+ (?+  2“/x+--  i+Op~‘ 

P + Q*  , P'  4-  Q* 

+.(^+2-.^-.“+5/)4  + (*’+^+V+c;y-1 

... v.  .* . . vt.  • «>  v • ; 

et  ayant  réduit  au  même  dénominateur,  ofe  opérera  comme 

nous  l’àvons  expliqué. 

De  l’intégration  des  fonctions  irrationnelles. 

■ ...  . ... 

. 3i5.  Lorsque  dan*  une  expression  différentielle,  qui 
contient  des  radicaux,  on  peut,  1k  l’aide  d’une  transfor- 
mation, faire  évanouir  les  radicaux,  l’intégration  sera  „ 
ramenée  à, celle  de?  fractions  rationnelles. 

On  peut,  toujours  faire  évanouir  les  radicaux  qui  n’af- 
fectent que  des  quantité»  monomes  : liç  procédé  que  l’on 
emploiera , pour  y parvenir,  sera  le  .même  que  celui  dont 
nous  allons  faire  usage  dans  l’exemple  suivant': 

Soit  * J ' ' ’ . 

* «* 

^ x "“i5 dx , ou  plutôt  * ■ ■i-r  dx  ; 


/-  /-  •. 

y/x— y * 


t. . . il 

' xï  — XJ 


on  réduira  les -exposons  fractionnaires  au  même  dénomi- 
nateur, et  ayant  trouvé  que  le  dénominateur . commun 
est  6 , on  supposèra  x.  = s6 , alors  on  aura  * 

...  • J . • 

\/ X — z*,  Ÿ x = Z’ , dx  = tiz5dx  } 

• ■ 

substituant  ces  valeurs,  on  trouvera 


■T»;  » ,.»*•  .r 
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* v _;  **,-*3  I X 

v'ï—V*  •.,-  • • •; 

on  intégrer»  cette  expression  par  la  méthode  des  fractions 
rationnelles,  et  l'oh  substituera  ensuite  dansJ'intégrale  la 
valeur  de  % en  x.  *,  • v''  ‘ • . 

3i  Ç.  Il  n'en  eèt  pas  de  meule  lorsque  le  radical  affecte  un 
polynôme-,  cependant  on  peut  intégrer  toute  expression 
«*<c,  qui  reaferme  ^/A  + Bx-J-Cx’,  c’est-à-dire,  tonte 
expression  de  la  forme  • , •*. 

l Fjfc,  V^A-f-lfr  -fr  fex*).djt.  • 

• ‘ .•  **'*.*  ‘ #*  * v *■ 

11  peùt  arriver  deux  eas  : le  terme  O”  sera  positif  ou  né- 
gatif; s'il  est  positif,  on  écrira  ainsi  lé  radical,  * t' . , 

■■  , ; J-.-  .... 

'•V  -'  •.  ' •*  ‘ 

. a r . * - ’ * • * .*  "* 

jt  • * % . * t v ' 

si  ce  tçrrfie  est  négatif,  nous  le  regarderont  comme  le 
produit  de  •+•'0  par  — ’x*;  et  alors-  le  radical  pourra  *se 
•'mettre  sous  cette  forme)  *vv' 


•r  t 


■ . . Ve  y/f+ff- *•;  . 

»•  t V “*  > , 

pour  simplifier,  faisons*  i " 1 ' 


- f i 


A B * 

C^’  &T  1 


nous  aurons  à intégrer  les  deux  expressions 

• • w 

F(x,  l/a  -fi  ksc  -f-  x')  dr , F(ar,  \/ a bx—  x7)  dx. 
• .*■  ■ *j  .• 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première. 

Notre  but  étant  d’obtenir,  par  une  transformation , les 
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valeurs  de  x,  de  da'  et  de  [/a  -f-  &r  A-f*  **V  en'd&nctiûu, 
rationnelle  d’une  nouvelle  variable  s,  noû*  supposerons 

\/a  + bx  4-  x-  — (49^> 

# ’ * , ‘ ' . * * 

parce  qu’en  élevant  au  carte,  les  termes  eux*  se  détrui- 
saut,  il  noqs  testera  entre  * et  x une  équation  du  pre- 
mier degré,  de  laquelle  on  pourra  tirer  les  valeurs  d?  * 
et  de ,d*  en, fonction  rationnelle  dç  z..  Élevant  donc  l’eV 
quation  ,(4g). au  carré,  et  supprimant  lia  termes  en/**,  oh 
obtient  ■ . . .♦  . ^ . ...  • 

. a + 6x=ïxz  + *V , .’i  (Ho), 
d ou  1 on  tire  J . 

* 1 i a • * * ,*  , 

..  — a ■ 

....  , X‘—  -T (5i); 

. $ *-.*»;  • •-  • .. 

au  moyen  de  cette  valeur,'  l’équatibn  (4g)  devient 


y*?**-* 

. » •.  •»  • • r * N-  , % 

ou,  e»  réduisant  au  même  dénominateur,  , . • ^ \V. 

✓STS.'+'i  » - SEkfetâ. . . . (5a,  i 

Il  nous  reste  à déterminer  da:  en  * : pour  Cela*nous  diffé- 
rencierons l'équation  (5o) , et  poüs, obtiendrons 

' -«  • . 'i  • f * 

» ' J • « * ’ • ’ s , 

. 5d*  — aardz  azdx  rf:  ^dt, 

d’où  nous  tirerons  • , *,;•.*  -, 

• ' • ’ ’ # ..  v 

' (b ■ az).d*  = a (x  tf-  z)*d?  -J  . 

,■  i * . V*  ,*  - * ■ ‘ ' 

et  si  Ton  élimine^e  radical  entre  réqua'tioù  (£g)  et  Téqua- 

* -^■l"  , **-*«'*  ■ >'  *'f,>  r '»  >■  S ^ ■/.  » i 

(*)  On  pàtfrrait  aussi  égale»  1a  radical  puisqu’on  élevant  les 

deux  membres  au  carré , les  termes  en  x * s’évanouiraient  également. 


r ’ 


> • 


234  .V CAixjtii:.  iutAobai.. 

ùou  (5a}r  on  aura  . / - 

->  .•■  (z* — bi  + a) 

» — sz 

•*#.  ' * ' . 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation -precedente,  on 

trouvera  . . . v . /’  . ,.-r 

.1\  ; * . '2  (Z*  -bt  4-  O)  J 

(6  — 2z)dx=»-~- — 


■^T-iz 

«b-  » » ' • 

*(*•-*  ***■*.  ■; 


,-v  nr-*H»T»)j  ' ,trt\  ' 

dr  = ;<K-  • • • . <5^  • * 

^17.  Prenons  pour  exemjrte  . 

•Ax  , - -v . 

*V  a + &£.+.  Gt* 

iiqus  écrirons  ainsrcètte  expression  : 

> , Vf.  . i tbr  y.-.  - ' 

. y^C  x + 

A • H * ‘ * 

eri  faisant  - = « et  - = 4.  L'équation  (53)  ,•  divisée  par 

l’équation  (£«),•  noua  donnera,  après  avoir  réduit,. 

dx , 2dz.  _ • 

Ÿà  + b£+=*'  ~ az  ” 

et,  en  divisant  par  l’équation  (5i^y  on  aura 

' . dx  , • ' \ ' 

x\/à-\-bx  + 3?  z‘  a 
...  • • • , 

multipliant  les  dénominateurs  par  ÿC,  cette  équation 

deviendra  - 

dx  « .»  dx  àüz 

?ÿÇ,V^Ï+x'  °U  xV k+ïx-jr&^y  7-  a\VC  ’ 

fraction  qui  s'intégre  par  la  méthode  des  frictions  ration- 
nelles, puisqu’on  peut  regarder  \/C  comme  une  constante 
ordinaire. 
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* • • * ' % *•  - ' . ’ 

âf8.  Poû  r 'saeond  eSçmpt? , prêtions  àx  \Z~ rrt'-f-  **■  { en 

comparant  lè‘  radical  À petor  de  la  formule  (5a),  nqus 

avons  a=.i7^,t  à=^o,  et 'eu  mettant  ces  valeurs  .dans  les 

équatious  (5a)  et  (53),  uotjs  trouverons 

•i-V.-v*  •"  •'»  ''  ' ♦ ' 

'./TT-7 s*+  ni*;  ' J.  . . (2’4i w*)  , 

2*  i • V • M* 

donc  » v,  *•*  '•  - V ' ‘ V-  • . 

. - • ••  a* yrsqn?  = X fe;:  - 

• -.v.  . ... 

Lorsqu’on  aura  jntçgrë  cette, expression, rationnelle  on  y 
substituera  la  Valteur  de  z ep  -ir.  ' . 

3 i 9 . La  métbodo  précédente  rte  peut  servir  quand  C^r* 
est  négatif , .car  en  opérant  comme  ci-dessus,  oti  aurait 

• ' . v.  • • v.  . . 

. l/A+'BÀ^-  SF  ç * ~ x7  > 

• . . * * A B"S 

et  en  nommant  par  a' -et  b les  constantes  et  ^ , on 

trouverait  ' . • / 

•;  ‘ • jj  ' • ••»■••••  £•• 

l/A  Br  Cjc1  — ŸGV  a 4-  Sx  — x\ 

' ’ V .*•  • • - , . 

Or,  si  nous  supposions  'ÿ/d+bt — ar»  sa  pr  + ?,  en  éle- 
vant âu  carre'  lès  deux  mefnbrçs  de  cette  éqçatiofi,  les 
termes  en  x*  pe  s’évanouiraient  pasj  et  "alors  la  valeur  de  x 
en  z serait  irrationnellé.  Polir  traiter  te  cas , fions  remar- 
querons préliminairement  quç  le  polynôme  a-f  bx  •A-.x‘‘ 
est  décqmposable  en  facteurs  réels  "du  présider  degré  (*). 


— 4- 


(*)  Ptmr "la  (iérftontror,  noue  écrirons  ainsi  oe  polynôme t • • < 

* • d ...♦  r • 

et  nous  troueerons  les  /acteurs  dér*  — bx  — a,  en  égalant  h eéro  cette 
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V *■  t 


Soient  • fait  / le?  racines  de  A’ècpifttion 'j&—  bx — a—  o ; 
pous  aurons , d'après  Ws  propriétés  des  équations-» 

■t  x*~r-' bx  —■  ap£(x'-r- 4)  (x-^ë')i  (r \pté hùitibne) 

• ’ ’*  + ï , *■  . r**  \ * 

et  par  conséquent , ça  changeait  les  signes , ■ ' ' . 

a-f-fcfc— \x*=  — (x-*-+)  (x-~+)  z&(X— 4)  jjsf  ; 

. */  \ . • v , , . 1 , 

substituant  cette  valeur  dans  le  radical,  nous  supposerons 

^(*— *)*. . . J t54)  Î 

cette  équation  élevée  au  carré , nous  donne 

* 4:  - 4 &'-**)  *=  ÿ* • * ‘ ' • 

, _ , . .f  • * : * : *>•  • .. 

e| ,, en  supprimant  te  fecteur  commun,  on  A , 

. v;  .*•  ' . * •)**•  <•••  -(56Ï*  . > 

d’où  l'on  tire  •’  ’ ! ' 

• * * •'  ■ ^ «'  + r ■ i 

• • <»■=•  - ; » , . , 

*•-*-  I • 

donc,  • ••*.• 

• .♦•  ..  » . • 

. 

v V ' f / . 1 *’  . 

et,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  . . ■ 

: . - r..».,  ; v>‘  . . .• . . 

- cr— •«  = (56)  ; 


-rrr 


-r — •- 


erpression  ,ee  qui  nous  dohuer*  ■ 

>ÏV*  ■'  : i *-’;V  'V 

*•*■'.  . *•  * I***  1 • ' “*•»'  * .**•■•  • 

Wtabç^  par  !a  çro^riété  des  équations  ( voyçz  Ifc  note /$),  t 

*r-bx-«^.  \/6jr  + ajj  (i  - 5 +-)-î 

et  puisque , par  hypothèse.,  a représente  une  quantité  positive  ; las  fac- 
■ teurs  qui  composent  coproduit  ne  peprent  jétre  imaginaires.  Au  rdSie, 
sans  résoudre  1’éqda'tion  *■  — bx  — a = o,  on  peut  conclure,  d’après 
1?  signé  <îc  son  dernier  terme , art.  'H04.,  qu'elidases  -racines  réelles. 
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cette  valeur  étant  mise  dans' le  second  membre  de, l’équa- 
tion (54),  on  obtfent  * : ’ ’ . .. 

f 

■'  “*  < ’ • 

VA*  — *)  x)  •=  (5 7).- 

• • •■Z  -y-  I 

• I ■ . » . *. 

A l’égard  de  di:,  il  suffit  de  différencier  l’équation  (5ty 
pour  en  obtenir  la  valeur  en  a.,1  et  nous  trouverons 

En|  1 

. • dxœ ^ adzv. . • (58).  * 

, -*  -v  ••  ••  tz'T*,1)  . j 

• S ./  ' • 1 • * 

32b,  Appliquons  ce  procédé  4 l’exemple.  . v 


•.  7. 


■ d* 


V’i  -f-  ii  — • 


• , # . 1 V.  % A * 

nous  diviserons  l’équation  (58)  parl’é^tation  fSfy)*  et  rious 
aurons  -*•  ‘ i(  -n;  > •*. 

.*  n.'...'  <• 

•y  0.  jür--  'jti flfrV  /ft-  < 

• ; . . *.  ••  - . .v  . •*a.+I  . • *- 

dcmç  . ' • • • : ;••  {<; •'  * .•  • » ••r>- 

/’•  • d*  » \ ' ■ , " , > •* 

vtrw^--  ? - * ™ (“»8 = a + eif 

' «s“y  ^ A . ; ' - , , ' V--. 

ou,  en  remettant  la  valeur  de  a , donnée  par  l’équation  (54)< 


«fa  ' ' V 

t — aarcsf  tang=\/  *TîV'  ■,  Vÿ 

3ar.  Prenons  encore  pour  exemple  dix  2æt  — x’  :,en 
■>«^-ant  ce  radical  à celui  de  l’équation  (54),  nous 
«=b,  •'=•>0,  et  les  équations  (4«j)  et  (48) 


comparant 
aurons 
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deviennent 


C* UHL  IHftaWML.. 


tf  il- 


ia- 


■■x)  = 


IM 

F^Ti'’ 


da:  ■ 


lût 


/■  • • 

ces  équations  multipliées  l’une  pjar  l’antre,  nous  donnent 

‘ V C- , ‘ - * *'*  ■>•  ■ x 


* -r- — - __  . . 8a,2T«te 

- •(?+!?’  - 

expression  qui  s’intégre,  par  la  méthode  des  fractions  ra- 
tionnelles. 


•à 


' De  CintégratioH  des  différentielles  binâmes. 

• - v * ‘ . . 

• • ’*  . 

. ifi-  Nous  avon%vu  qu’uji  moyen' trjis fécond. pour  in- 
tégrer Sqs  fonctions  qui  contiennent  des  radicaux  , était  de 
transformer  ce»  fonctions  en  d'aufres  rationnelles,  pour 
pouvoir  .y  appliquer  la  mélhôdsr  de»  fractions  ratiou- 
netles.  * • • T ' 

Liw difficulté  est-  de  tPoûter  la  transformation  qui  peut 
être  employée  pour  chaque  cas  ; nous  avons  indiqjné  celle 
’qtq  convient  lorsque  les  radicaux  .ne  sont  que.  des  tri- 
nômes , dan^  lesquels  la  variable  pé  surpasse  pai  le  se- 
cond degré;  ces  sortes  d’expre^ions  étant  tiès  frequentes 
dons  l’analyse , il  était  utile  de  faire  Connaître  là  transfor- 
ma lion  propre  à- les  reudre  rationnelles.  Nou$*avous  aussi 
donne  un  procédé  général  pour  Tendre  rationnelles  les 
fonctiobs  qui  ne  contiennent  que  dés  monômes.  élgvés  À 
îles  puissances  fractionnaires  ; uous  allons  exaiimier  tnain- 

»•  A ^-1  ’i,  i \ n t*nnf<fnHb*i  néi  aa  a >t  " 1 1 fClld  1*C 

affectées 


3a3.  lia  formule  générale  des  expressions  binômes  est 

" # •*  • • 
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JNT.éGilA.YlON#  DES  DlWifcSNà’ÏBÇlÆS  BIN0MT.6.  1$ÿ 
*'•  • '-  ,»*'■  + $x  p).  ■ •••  -y.. 

Si  /»  est  un  ndmbrc  entiér,  cette  Fortaule  s’intcgrésa  par' 
l’a^t.  069-,  mais  lorsque >,  se&  égal  à-|a  fraction  £,  nous 
aurons  . * • * . 


• • «a>ft  • ,<•- . ■■ 


• * 4 x"-*(a+rbx*yï4x.y*  (%.  • V •'/ 

Pour  rendre  celte  expression  rationnelle , noup  ferons 
‘ 7«.  ':''*+b&jBSpJy,f  flSo), , 
ou  , c^qui  revient  «U  thème , ,*  . . * 

•.*  . .‘y.  .. ..  **“r  =?*#  ... 

et  par  conséquent  . ‘ . 


■»  r s . 


./  l. 


' (4  4-  Ç6r). 

f/Aj.uation  (6o)  étant  différenciée,  nous  donne 

- -s  . : . . . (6*);' 

la  rnênte  .ëquation.(6of)  étant. résolue  par'  rapport  à af,  on  & 


,’v 


. «i  * 


: ..y- ■ 

* * r\  ‘ ' *'•>  ijw  ^ fi  ^ \ >>V  • 

-w.  '-g V 

H.  L'érprsetion  bicorne  .Arr  Otant  *n  cas  pwttculâei  i 
ci-,  (A^^B^r^yeat  ï cettè  àei^ièrtyfbw^êT^le  btfài'? 

et , en  faisant  j — r xn,  yfctm  — -I,  «Jlfuleviradr»  • 

* . . *-'-qA  + B«-jr. . - 

^ 1 • j « , , , 

On  a.préftné  remplacer  r/i  |iarm, — i,  idutftt Vppt'par  m,  p«fre^  que”!^/ 
eomütigns  d’intçgcObijitO  ssroot  plus  facile»  à exprimer,  Sdnupê  nqjes  le 
verrons.  ' » ’ ■ ! ■•  '•*'  ‘‘  " **'•  *■■■*•*  <t . ■ . 
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donc,  en  élevant  lep  deu*  membres  de  cette  équation  à la 

puissance  m,  on  ob$eht  « • !.  , 

F - . •:  1 '-7:  • . w-  • 

• • 3 • • 


différenciant  les  deux  meut  lires , mettant  les  constante*  en 
dehors,  et  divisant  par  »»,  oh  trouve  ‘ ' 

• -v  (,  ’ . "u,  *.  ; ••'••••  „ 

• ’ ..  • V-,d*  r . . 

* \ i"’  • v '1^  -*  . 

- substituant,  dans  l’équation.  (%).,  ceuq  valeur  ainsi  que- 

P ' ' \ ’ \ ■*  . **  ' # ‘ ' * 

ctelle  de  (a  4-  dortnée  par  P^uation  (6i) on, a 

*■  • • • ; < .■  • <>  ' 


, JL/zL~ay~  z7^-*ds....  (63).  • 

, ••  ■■  f i* v»  A'-; v ■»•  • • ? ,v ■.  . • v . < - ’ 

Cette  expression  est  n#ttonneli&  lorsque  est  un'  nombre 

■-'*  - • gvîLrf  ■ <■'  ' 'i ? 

entier  positif;  car  alors  — — efct  éJbïvé  â une  .puissance 

entièVe , et  Von  peqt  réduire  l’expression  (63)  4 un  nombre 
limité  de  monomés,  qui  sont -intégrable»  chacun  jfar  lÿ 

. # ^ , » *pà':  * A.*4  # %«  v 

ticle  oupsfr  l’értiple  ^68.  Si  — est1  u«i  nombre  entier 

*eg»l&  ^pr$8tûpn  , 

peut  l’intégrer  ^pàr  la  ‘méthode'. 

3»4-  -Pfceuohtipou?  exemple 


• 4-v.  ^ ..  . 


-r'- 


Bans: ç« job,  ‘ ' 
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par  conséquent  la  condition  d’intégrabilité  est  satisfaite. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’expressiori  (63) nous  aurons 
à intégrer  ' . • 

W (*3  ~ - |r*7d*  + ; • 

_ • y . *• 

donc 


ioéJ  . 

on  substituera  efisuite  dâns  ce  résulté  la  valeur  de  z 

en  x.  ' * ' * |*r 

% K * ••  f i • • 

..3a5.  Pour  obtenir  une  autre  condition  d’iuiégrabilité, 
écrivons  L expression  (69)  -de  la  t>’ 0 ua  suivante  : 

et,  en  élevant  les  facteur*  du.produit  è Ja 

P L ' * 

puissance*- , nous  aurons  J* 

af  ?!  p 

;r’n_,;c  1 (J  4-  *)’  dx  = ar  (<M—  +'  a*. 

! ■ 

Or,  d’après  la  démonstration  précédente  , fl  faiif,  pour 
que  cette  quantité  soit  ..intégrable,  qn’on  ait 

. nP 

ra  q — (- 

nombre  entier?  ■ ‘ 


n 

t.tMrt* 


ou,  en  exécutant  la  division  indiquée, 

• ' * ’ . '*  *«  • * t . . 

* • • •'•■Ht  ;•  2.^.^sta- nombre  entier.'  t . ,• 

n q - . . \ 

■vl»y ‘ >. 

ô y*  TE  * ( V • * 3 

3l6.  Prenons  pourexcinple  l’expression  x^td.r  l/a  -f- 

t^tém.  de  Cale.  diff. 
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écrivant  aiDsi  Cètte  expression,'  ' ' . ■ V*. 


ou  a 


x?-,(a+  ùx3)'dx, 
m = 5,  n=  3,  />=•«  7^3, 


par  conséquent 


m .£  — Ë _l_  £ — a- 

r*  “ — S o — * f . 

n y o o 


donc  cette  quantité  est  intégrable.  Dana  ce  cas,  on  aura 
(art.  3i5),  • , 

• } i '/ a \i  ‘ . * 

a^**(a  3 dx  = a^**1  *xdi^ 

et  ert  réunissant  les  expûsans  de  X,  cètte  expression  de- 
viendra t . . . 

• X^aX-3  + bfix.\ . . (64)  ; 
faisant  æx~»4 -b  = z?,  nous  trouverons'  • • 

Zr  — b . -, 


ou 


(fix-'  + bj*  = z,  x- 


.i?-b 


la  dernière  de  cea  équations  nous  donne  •.  , 

, ■ ' ' • '*i;‘  ' ’ *>-* 

• 'x  ~ z3-^’ 

r ‘ , ..  ‘ , 

d’où  l’on  4ire , par  la  différenciation , 

az’dz  , 

/ -*’dx=—  . •• 

multipliant  entre  elles  ces  deux  dernières  équations;  or»  a 

•/  ’ # * • ’ / * 

«’z’dz 


FORMULES  bÈ  RiDWÔTIOS  DES  THFfÉRËNr.  BINOMES.  ■>.%$ 

cette  valeür  de-*»«Lrf  et  celle-de  <«*-*  -f  bf  ét,nt  ettfesti-  J 
tuées  dans  l’expression  (64),  on  trouve  enfin  ’ 

x\ax~l  -f  i)* ix  = £îlfcl  • * * ' • 

....  (*3  — b)3’  f. 

expression  qui  est  iutégrabfe  par  la  méthode  des  fractions 
rationnelj^s. . ' ■ ...  . . . 

Dés  formules  do  réduction  â?s  diffirejtUefùs  binais, 

+ «a  eatUOttt  pas  aut con- 
ditions d’intéatabiflté  qde.ndns  venons  de  preuve,  W LS 

qnetr  ridt/gratton  par  parties,*  la  manière  suivante  .• 

,V.  . * i •*'■  • ..JH  < 

. ..  . ’ /nda  üv  — fvùu 

nous  supposerons  • . • 


'V.t* 


(v.-f  -ST-'Ar  cs  <Jp;  dont  v i'  *«> 

' ...y  ’•••■, -V*P-Vr;- 


et  nous  aurons  j en  mettant  les  constantes  en  dehors  jta  signe  d’inte. 

gration-,  . . ,1,  »•  ■ j.  • >.#  «si-.  *• 

’ * • . * *\  S # a 

fxm~  d>f*+H'*(.+  toy  = ^ jifis  + is^  » 

* , . . / . . * - i.*  . * 

• » J.  r * ^ y * *.s,  4 - * , t«-  . 

ouj  en  réunissant  jWeyp^saimd»*,'’  ~ *.•*  * > . '•  1 

d’une-aulre  part,  on  a l’équation  identique  , * ; • *•*'.  . '••<  - A 

{•  4"fc*y-'=  (è 4 üajr-frVïr-)»’  ' ’ î T ■ Z - 

et,  en  exécutant  la  m HkiijiMtÎAn  — i 


(ï+ix*y>  =s(i+  i*")*-,.  -f.  . 

* * ■ ‘ ■*>*  I .►*  *•  ' • ’* 

multipliant  Iqs  deux,  membres  par.i— dx,  on  trouve  . 

Au  moyen  de  éette  éq.rftl^  on  pWlisnU»  le  dernier  terme  de  !’éqM? 

«îon  (65)  j-  car  si  Bon  niultjplie  l’ihfuatSon  par1??  > et  qu’on  * 

• *6- 


3gIe 


'f 

I ■ ' 


r 

!>•  V . 


a^4  • ‘«Ubcw.  itirioBAi.. 

à l’équation  (65),  on  trouvera 


. • t '’mwtA  • " r- 

( 1 4-^*  ] f^^rdic(a+bx*}P^(a+lj*)F  — 4-  « ; 

• \ m J • *■'#•*-  w»  w 

multipliant  par  /»  et  fliyiaanl,  ensuite,  par  le  facteur  constant  du  -premier  . 
membre  | en  obtiendra  /<  »•  , 

jpiW  * pria 

/x—  ' dx(à+frx«Jte*  j («+ **■•£+  /x~-,’dx((.+&x'.)s-j . v . (67). 

Par  cette  formule  , on’  pqvjrradonc  faire  dépepdre  l’intégrale  3e'; . 
x">-*dx(<j’-f-ix")r,  d’une  aulirfdjjae  laquelle  l’exposant  qui  afieete  la 
parenthèse  qera* moindre  d’une  ftnité.  , . 

Si  dans  cétte  formate  op'met  ensuite' />  — i b la  pjace  de./),  l'intégrale 
de  xé“  ’dx  dépendra  de  celle  de  xm~  ' lis(n  p paï- 

en même  proaédé,  cèlle-ci’A  4 son  tour;  dépendra  do  ceDe  de.,’.. 
x*-,dx(«+ix"')r-t  j 'et  ainsi  jfc  suite  : de  sorte  que  l'exposant  do  la  paren- 
thèse sera  s uecefsivemént p, p — ï; p — p — 3 , .. , p — q. (firn,  -nous 
représentons  le  plus  grand  nombre  crflier  contenu  dans  ptfaé  uous 'suppo- 
sons Iractlounairo).  Si  l’on -peutobtepir  l'intégrale. ddx“'-'  dx(a-pijr")r-*, 
on  .aura  celle  où  l’uxposaitt- de ’a  + ix"  est  plus  fort  yltane  unité,  et 
ainsi  de  stiite , jnsqu’4  l'intégrale  de  x™-'cfer(mW-  4x")r,  qu'on  obtiendra 
. de  cette-manièVe  ,-ep  nu  nombre  limité  dp  termes  algébriques. 

Si  p était  négatif,  l’équatioir^)  donnerait 

i r^^r±c?±f")/r-,^^Âiry 

» * • ' • * pna  , 


faisant  fi  — i *=fi,  op  aurait  . 


y x«é-‘<te(a-é-ix’,)f= 


formulé  dans  laquelle  4. ai-  l’un  fa‘lt>  négatif,  d’intcgrale  proposée  dé- 
pendra d’une  antre  dans  laquelle  l'exposant  de  ia  parenthèse  sera  plus 
près  de  xéro  d’une  unité.'  . ..  t,  '.v^  . ‘ * 

* 3^6.  On  petit,  aussi  .diminuer  l’exposant  de  x , hçrs  de  ta  parenthèse. 

Tour  est -effet,  on  égalera  entre  éux  les  seconds  membres  dea  équa- 
tions (65)  «t  (66) , vu  qiroles  premier.!  sont  égarée , ce^qui  donnera 

fa  -i*  4x»)p  — yx~é*-‘(si  -i-‘lsr*)Ç-,dx  . 

WJ  ^ ' *-  • •/1’,  *'  e;  »'  i ' ^ V 

= «yxl»~xir(<»HÛ  tx*)^1 -j- J y‘x"+»->dxf»-(- 4xl,)^^:,  r ' 

, ...  \ •'-*%> 

«.  'd’oison  tinpfs  1 ... 

; v-U-sW-v.  %**'■*■ 

- ' , e-i-isé*  »— d r — (a-fbx-y  ~ «»—  «dx’a  +bx*)r-i  , 
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ctoar  conséquent , 


,""  ' ' • '.  • • • ' blm:-^.pàY  . ■ ».  , ."• 

><  . • • •.■•.,  • ' . . ■ ■ »J.  * . . 
Ai.  J . « !•_  »v  ...  • ....  . ■ ..  . 


Au  moyen  do  celte  formule , l’intégrale  dépendra  d'une  autre' dans  la- 
quelle la  partie  , hors  4?  ia,  parenthèse , deviendra  - eeMe 

seconde  intégrale  dépendrai  sop  tpuç  d’une  troisièôie , dans  laquelle  la 
partie  hors  delà  parenthèse,  sera  m.  -r-,  Sfn  — i : en  continuant  ainsi,  lès 
exposant  de  x hors  de  la  parenthèse  seront  successivement  m j , 

m m— **.—'**  m r-  ?*  rr  I-.;.  m-r*  S*  — ti  ( Par  >»»„on  * 

entend  le  plur  gèirnd  muItipMrenCçrnflkdans  ni,  . h*  * 

A la  dernière  de  ces  opérations  ,1’exposant  dé  x hors  de  la  parenthèse, 
dans  lè  Second  membre  do  l'équafionderédnCtioh^  sem'donem— r«— Vj 
par  conséquent 'j:,  dans  la  premier  metnhre  de  cette  équation,  aura 
pour  ejposant  ni.— (r— t)^—i  : ainsi , en  faisant  m ==■  va"--. (#<- i)a , 
dams  la  for'muteJ6ÿ),.et  en,  représentant  |»r  'S  ht  partie  intégrée, -celte, 
form.ule  nous  donpera  ‘ . I Jç  ' .»■  , r.,.  ' 

Si  rn  est  égal  à mj  b eooffirfèn^.  est  zéro*,  ce  qui  fait  épanouir, 

dans  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  la  partie  affectée  du 
signe  d’intégration,,  et  jl  reste  • • 

/ . ;•  T : >:*  . y « 

' * • /*^r-»>»-'d*(»-f-£x"Vs=* X'  • . ■ ‘ ■ 

Cette intégrale  étant  déterminée  eractenrant,  toute?  les  autres  le  sont  à 
lellr  tour,  par'conet'qutirrt  la  l&rmulc  proposés  est  alors  intégrable.  ’ . 

■ 339/  Nous  avons  suppdté.que  m était  positif  dans’ la  fpr mille  (69)  qui 
diminue  l’ar posant'  hors  de  la  parenthèse  ; pour  avoir  oeHê  qtÿ  convient 
aucas  oü  m serait  négatii',' nous  tirerons  de  la  formule  (69),  * ' 

fxm-H-iAw^h^v.  _Ja+lr)r+  ■'^-•—»(m+-np)fpc«-'dx(a^r^)r  . 

•.  ’ " (”»— ")•»  ' * • * ’ 

faisant  — *»-=  m,  on  aura  * • ■ 

fr*  - - (‘‘+bx’)p+'x^-b(m+n+  — dxÇn-tfrrsy 

' ■ ~ " vT  ~ ^ ,*  . r‘V ’ 1 ■ ■ (71P 
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r * • « j - • < 

Au  moyen  dq  oette  formule  , quand  reposant  hors  da  la  parenthèse  est 
négatif,  l'intégrale  dépend  d’une  autre,  dans  laquelle  la  valeur  de  cet 
exposant  est  moindre.de  a unités  ; cor  l’exposapt  de  (,  hors  delà  paren- 
thèse, dans  le  -second  membre  de  l’étjpaücn  (71) , étant  m-+-  n 1 , si 

l’on  remplace  m par  sa  valeur  négative , que  nous  représenterons  par  m% 
cet  exposant  deviendra  — (mj—  uj  * — ■>  tandis  quo.'celuî  do  x,  hors  de 
la  parenthèse,  dans  le  premier  membre  , sera  et  en  ne  consi- 

dérant  que  les  valeurs  numériques  de  ces  exposans,  il  est  certain- quo 
— (iq  — />),  — i surpassera  — na'— 1,  de  n unité».  * • - 
33o-  Pour  donner  une  application  de  ces  formules  ,■  soit  . ‘ 


x™dx  '• 


i V 


J’écris  ainsi  cette  expression  : x«dx(i  — x»j“”  jet  en  la  comparant  A 
celle-ci,  xT-xdjr (a -é-ïr")p,  j’aurai- 

m — 1 =?=m,  ou  iti  = ™+h  “=*  1.  T>  = — 1 , ’ n=1.  p= . 

1 - 3 • v.  • ..  v • 

"L’exposant  de  la  parenthèse  ayant  une  Valeur,  numérique  rqbindre  que 
l’ unité,  nous  chercherons*  diminuer  l’erpo&aht  qui  est  borsxjelapîiren- 
tbèfe,  et,  en  conséquence,  nous  substituerons  les  valeurs  précédentes 
dans  la  formulé  (6g),  ce  .qui  la  fcbaogera  en  celle-ci  ; 


/«s» d*(i— x*) 

ou 


^ r 


■ ln  ^ m 

. t „ 

- • « 7,  r as  • a 

V't— X*. 


:C  ydx  _ xi- < V À*.  m V i 

J vô— *«  . * '/  "s  , ,".m'  jf-V'T— 


x»»— Kir 

X=T  r 

J* 


(7»)- 


Si  l’on  fait  successivement 


i • . <è  f.- 

b 

P aé"— dx . 

-W-r  » r JT*-1-—  2 

, -•  J 

P x<r-<dx 

* !«  * 

V/r — x**  . m— ,î 

nsa — 4..  . 

__  jpi^-5 

in— 4 

/tx"-*4r 

• 

\/ 1 — x*  . m — ; 

l . ,r. . 

J VT=F^ 

ni  — 6 la- — i 

ainsi  de  suite. 

• . 

• 

. « • . 4 • 

/!*•- »d 

Lp  première  de  ce»  équations  nous  donnera  la  valeur  de  f . — , 

éfn’on  mettra  dan»  l’équatipn  (7^),  et  l’on  trouvirr 


— »cLr 
-JT* 
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/ r4*l  ™«  .»*  nt^IJ+; *»  : »/  v'i— 

otr  substituera  ensuite  successivement,  dans  ce  résultat,  les  râleurs  de 

Cx*-<*Ax  , lp±«-8d*  V r.  ..v  ' . V " * 

■ f — • ■.  et- .de  r — s=±,  etc.  ; 

. . Jy/Ï=xi  ' J 

si  I»  est  un  nombre  entier  pair.  Ta  dernière  intégral»  que 


sera 


* •'  • ù » arc  (sla  = *■)  ; 

/ f/J—x’ 


st  m est  un'  «ombre^ntier  impair,:  cette  dernière  inlégrate  ser^  • * 

r & ;r; 

7 1 • 

etr  comme  alors  wtr  est  la  différentielle  d«  àr»,4  un  facteur  Constant  près, 
nous  ferons  i— x»  =p  s,  oo  qui  qou»  donnera  "É  * 

[Ué£— _ C~  i = C-  - *“  5ds  * — t^=i—  yi=-  yr^. 

J .J  * Vt  J v*  . 

La  dernière  intégrale  étant  trouvée,  il  en^résulSe  qu$  lorsque  m sera 

un  nombre  entiér,  là  formula  pourra,  toujours  s’intégrer. . 

» ...  » • . 


♦V*  ‘ 


Ax 


33t.-  Prenons  fencore pour  exemple  .i  en  écrivant  ainsi 

..  •*  " jr»y  i— *• 

cette  expression  ’ 

-•  ' — arv)  ’Ar,  . 

oo  la  comparera  à la  formule  (77)  pour  diminuer  l’expoéant  Hors  do  4a 
paron thèse , et  l’on  ahra  ■ * • l - 

m — 1.=  -—  nt,  a.  — r , b_z^ —ï , n = a,  p 
• « , 
au  moyen  dqees  valeurs  y ls  formule  (71 1 deviendra 

A • * . . . t 

/r  -»dx(x  — g»  ■ 1 **)”  T » 

I*—  M 1— TW  • 

ou  plutét  , . , 

Ç dr  __  V^I— J»'  m — a /*  dj 

J ^rm\/T^t ‘ ("»— Ipr—S  . B»~r  V **r*  l/lr  -T  * ’ 17 

1 4*.  , • ^ Hr 

Si  m est  un  nombre  pair,  par  exemple  8 , l’intégrale  de -— ■■ 


'•/  v • cAbGVL.  iK'néoniit. 

dépendra  d*  ceSJe'  de  : ^ ~ -.  ! Celle-i 

■ . *6V7-V  V 


djr  ) celle-ci , èn  jferlji  delà  -même  formule,,' 


da? 


* • * 

dépendrai  son  tou*  débite, de — . . — — ■ 

. • " ‘ x*Vf 

slçrnler  cas  , la. formule  fjb)  doe'néra 


, Jusqu’à  n ça;  daat  ce 


• ’ O 


TT. -i-  Çir.  .> . 


. ■ t •» 

da  sorte  quo , par  des  substitutions  successives*  on  obtient  l'intégrale 
lorsque  m est  pair.  . . . . ’ 

Dans  le  cas  où  n(  est  impair,  par  ejffmplfiy.ea  raettitqt  successive- . 
mont  dans  là  formule  (j*)  à ïa\plac^«te  m/ies  Valeurs  7,  5;  i,  - on  pe 

pourra  s’arrêter  à,  m =1;  car,  dan»  Cette  hypothèse,  le  coefficient 

de  ja seconde  intégrale  deviendrait  — irc^-  op*  sdmi , Je  plus  petite 

valeur  que  l’on  pourra  donner  « m.,  sofa  m=z3.  Dapt  cette  hypothèse, 
la  formule  (*3;  deviendra  » •’ . , 

• .•  .*  ^ . ..  • 

Ç dx  = tl/ 1 — r>  I A'  dx  • V ' • 

••  ••  J A*  “ +11J 1 1 H iXï»,  <;!  .*»  < . , ■ 

Pour  intégrer  l’erpréision  *-—  ; nous  ferons  a>=  - , se  qui  nous 

; - *.  ...  . >.  .*%* 

donnera  . '■  • 

y/^=î  *>’•»  « ; 


* ‘ . tl*  

• <,..  t- ot  V t*-*’. 

g*  •.  • • . 

«t  par  conséquent  , 


t • qv  • , 

' di  /•  • 


‘ . X I JO»  . l/.*»  I 

nous'  avons  trouvé  , art.  »§ 8 ; page  3<Ji 

1 •'  C rog  (x  4-  \/xi  -r  a)  5 

- ■ • t y**.— 1 ,•••>.  ' : ,* 

• ■ * . t* 

donc,  en-changeant  x en  *,  nous  aurons 
, r ' ^ - r = — (lo«  a 4-.V *’—•)» 

’ ' V V-’-  * . 

* I ' ^ 

remetidnt  pour  r sa  Talour  -,  on  at*ra  # , • 


, #,* 

»•  «%•. 


•>  •> 
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v 

Ainsi  la  formule 


— p«ul  s’intégrer,  soit  -qu’on  prenne  pi  pair 

*.t  ’f  • . • a * ; j»  . ^ , f * >'  s * » i 


ou  uftpair/ 

» 

De  Umtégrdtipn' des  quantités  ÿui  renferment  v3es 
’■  .*  • sinui  ét  des  cosift'us.' 


enfiles 


t.. 


33a'.  IÆntégiratioh  de?  quantités  qui  renferment?  de» 
sinuâ  pt,  des  cosinus  dépendant  de  la  possibilité  dp  déve- 
lopper cosa  x , C09J  x j cosfajj^etc.',  en  fonction  des  expres- 
sions cos-r,  tàés.x\  éos  a*»  etc. , nouà  allons  démontrer 
préUnfihairenrient  comptent  'on  peut  y parvenir  paï  la 
seule  T rigono  rué  trié/  fiCfle  neuvième)* 

Si  dans  la  formule  • 

• » / ,*  ■ , i..’  * ■?  ** 

cos  (a  -j*  6).  ==  cos  a cos  3 ~ sin  a sin  b. . . .' 

ou  fait  àz=b,  on.lura  ' '•  . . , 

cosau  zmCOS’u  **- sin’ fl^f  cp**  «--(.i — eo«*/«)  .« 

. ' ’ =(2  ®os’  d — t ; 

on  tire  de  là(  "■*  ' •’ 

. cos“  a = i -f-  | cosaU;.  % 

multipliant  cette  équation  par  -cos  îpi , «die.  devient 

at&'a  îsb 4'«os  rf-f-  £ coai» . *«•»  AA*-,  s , * 

Or,  si  à l'équation  (^ÿoüfj'oute  éelle-cfn  - 

, «O»  (6  — a]  ===  cps(f.wsb  -f-aiaasio  * 

on  obtiendra  . ...  . i 

ctjs  a cos  b f=  î cos  (<t  -f-  fc)  -+■  jCO»  (3  — 

disant  6 = $a,  . on  aura 


a5o- 


.CAIXUU  O/tÂOB AL. 


éliminant  cos  20,  entre  cette  équation  et  l’équation 
(7$,  on  trouve»  'T  : •'  • ’ . •;*  ’ ■ ' • 

...  ’ *.=  i<»s  « rfc  ï *°®  3»  ... 

On  calculerait  .parle  mêrne  procédé  les  'puissances  feupé-. 

rieures  de  cos  <3.  , 

] 333.  Cela  pose,  lorsqu’on  aura  à intégrer  l'expression 
cos”  xdx , dans  laquelle  m est  un  nombre,  entier,  on 
mettra  pour  cos"1  x,  son  développement  qui  , d’après  ce 

qui  précède,  ne  contiendra  que  des  termes  de  cette  sorte  : 

.X  • . ' • • ‘ 

constante,  cbs  x,  ços  7.x,  cos  3jt,  cos  /{x,  . . .cos mx  ; 

. » . * 

ainsi  tout  sç  réduit  à savoir  intégrer  cqs  mxûx. 

Pour  cfct  effet,  nous  remarquerons  que  sîdans  l'équation 

dsin*ë±'c<js'z.dz,  • • * 

. *.  . • 

on  fout-  z mx,  .on  au» 

’■»  • * ; * *,  t»  k 

.*  • . * 0 • . * • . 

d sin  mx  = sos  mx.n*ix-,  ■ • 


dont 


/ CD?  mxAi  = 


•m  mx 


•m 


cosrWx’ 


Ou  trouverait  dé  même  qne 

jm  » m WO  »/»* 

J 9W  mxax  =3*  — -^ . 

• "•*  • . * w * • . * • v 

Prenons  poux  exempta  cos’  x.dx  : mettant  pour  cos’  x sa 
valeur  j + \ ÇOs  mt,'  nous  auront  . ■ . . ' • 

/ctfs4  xdco  +1CM  sw^dx  =r?  -f-  i sinïx  4-  C. 

Si  l’on  voulait'  intégrer  sin" xdx,  on  procéderait 
d’une  manière  aAalogne  ; bu  bien-,  en  représentant  par  z 
l’arc-  complément  de  x , ôn  aurait  . : . ' *® 

âr  = i *.*-.*  èt  dx  = — dz,  «itrx'd=  co«  z -, 
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on  changerait  donc  la  formule  sinmx.dx,-  en  celle-ci  : 
— co£m zd?j  et  l’on  intégrerait  coin,nie  ci-dessus.’* 

335.  Prenons  le  cas  plus  général  sin^arcos^dar:  sim 
est  paît,  on  fera  m = •xm,  et  l'oïi  aura  à intégrer 

. • • • l • ’•  . ' ' ■ ‘ 

*’•  sin’^'x  cos"  xdx  = ( i — cos’x)1"'  cos * xdx. 

On  développerait — cos^x)"1’,  et  en  multipliant  par  cosnxdx 
on  obtiendra  une  suite  de  termes,  chacun  de  la  forme 
cos*Xdx , et-l’on  intégrera  comme  ci-dessus;  si  m eStiyi- 
paiiyon' fera.m  = 2m'q-i,'et  l’on  aura 

sin^x.cos’xdx  =.  éih*"?'x  cos*’x  sin  xdx 

= (r — ; cos\r)m'  co s" x X'^  d dos  x } 

' y j,  \ 

faisant  coai“=  «,  on  changera  cette,  expression  en 

.—  (> — s1)"'*"  ds; 

m'  et  n étaut  p$r  hypothèse  des  entiers,  on  développera 
par  ]e  binôme  et  l’on  intégrera. 

3à0.  Pour  appliquer  ce  procédé  aux  expressions  \ ■ 


cos"  xdx 


sio-'Vxdx 
cdsmx  * 


■ ■ ■ . '•  ’ . • • ’ • 

comme  laseconde  rentre  dans  l’autre,  eu  faisant  x=  - — x, 

*.  ; *’  t 

nous  ne  considérerons  que  la  première.  Si  m çst  pair,  nous 
__  supposerons  m = 27»/,  et  -nous  aurons 


cos*1  xdx  (i  — sinsxj” 


sm"  x 


sm“x 


■ 3x 


' •*  ’ ’•*  . m'—  i *i*  ’.  ■ 

. • , m gin’x  -f  m’  ■ .sin*  a*  ■+•  etc.  - 

-U-.  « djr 


siri*  x 


%•  1 . . ’ • . 

expression  dont-,  l’intégrale  dépendra  de  celles  de  sin  x*dx 


f 


^5?  CALCUL  INTÉGRAL.,'  *<  I * 

Nous  savous  intégrer  k . première  <art  334) , et  nous 


^ 1 ' *1/  T ■**  «VWO 

verrons  bientôt  coimîients’intègro  la  seconde.  Si  m est  un - 


expression  dont  l’intcgrale  dépendra ’.de  celles  de 

, / - i ^.dxcosx  r;  ’ ' , 

sw  a;cosxdr  et  de  — t-v— - ; nous  avons  traité  de  la  pre- 

f Si  II  jC  • * * 


Hiiere,  art.  334,  occupons-nous  de  la  sècomle.  Pour  intégrer 
dxcosx  , ■ • • • . : * 

-^,7*—»  ferons  smx=z;  donc  d*  cos.x  ;=  dz,'  et 

par  conséquent 


A Pégard  de  l’intégrale  de  ^-^/fe'inème  trafiSforaatioh 

changera' dette  exprcssio+en..,.  foimoU  cm*  nous 

*?  »,  • '*  *v  l. — z* 

savons  intégrer  (art,  3ig).  \'‘»  . • 

33j.  Enfin  „ si  Vôu  a- 4 intégrer  — - — r- ; — -,  ot»  mnl- 
r.  é , ,•  " ... 

tipliéra  celte  expression  paroos‘x-f-sinax,  quantité  qui 
équivaut  à l'unité,  «t  l’ou  aufa ‘ . -.V- 


àx 


; . t.J 

àx.- 


àx 


vj  * 


«•'V 


cos",x  sin"x  • cosVT'x  sïa*  x ’T  cog"*.xi'siq*'*"ai. 

par  là  on  diminuera  la  saline  des  exposàus  du  dénomina- 
teur', et,  en  répétant  W Certain  nombre  defok  cette  opé- 
ration, et  en  mettant  successivement  à. part  tôtrtes  les  frac- 
tions q'ui,  dans  leurs  dénominateurs,  ne  renferment 
qu^ine  puissance  ‘d'un'^nü*  Ou.  d’nn  Cqiinùs. {parce  <\u’on 
sait  intégrer  ces'  fractions  d’ajprèS  Ce  qui  précède),  à La 
dernière  opératibn  , en  tombera  sur  des  termes  qui  pour— 
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roui  encore  contenir  des  puissances  <£e  sinus  pt  (Je^inus, 
ou  qui  seront  dés  formes  suivantes  \ 


dx 


dx 


dx 


siiiircdsx’  ços  x ’ sinx’ 

multipliera  le  numérateur 


Pour  intégrer  -, — ~ 

• 9 sin  x — " ~ 


;i|«pii 


sin  x ,cos  x 

par  cos*  x sf-  sin’x,  quantilPfui  équivaut  à l’unité,  et  l’on 
aura  ’ ^ •.  ’ ' 

• I •*  i , f . * * » *•  • •*. 

A»sitfx:L**  sin,*  ? à 'O*  i- 
sroxcoSX  ' siux  + d Cosx  'fiiu'x  ’ Vos  x1^ 

expression  dont rmtégralç  est  (art.  267)  ‘ ' ■’  . 

. log sinx.^r Ing cosx + lo(îC  =s fog.Çfenÿ’x;  I 

uJ  • ' • ’■*  dx  ' * , ■ • r-  >*. 

Pbur  intégrer  s-*-  , -on  fera  cosx  = t,  erl’o 


sinx 

’ ’ i\e  M 


r.  W'-f 

Av  * 


i OO  -'llH  .i 


- ^ t 

Siiix  sinx 


•sià*  tt  * • 


formule  mtéerable  par  Ja  méthode  des  fractions  ration- 

nelV  (art..  2&).  A l’e’gard  dé  , on  supposera 

8iux=x,  d’où  l’ph  tirera  (^tu^)^oax==^Zi  * en 
divisant  par  «ps’x,  on  trouvera 

d»  . • dz  , dz  dü 


• - /.  «©»*  «As*.*,  r — jJiin^x 

intégrant  on  obtiendra  y?  -.-C -V  * •* 

. >*■  -«  v-  4&k-is*  /y- 

v . v j>s‘. 

^338.  En  général,  on  peut  toujours  transformer  les  ex- 
pressions qui  contiennent  des  sinus  et  des  Cosinus  en  d’sur- 
très  qui  n’en  renferment  pas  r pohr  cela  , fl  suffit  d’e>,àïer 
sin  x ou  cosx  à une  nouvelle  variable  z.  Par  Aeinplç,  ai 


554 


' caücVl,  iwrfaiiju..  * 


; v. 


dans  Impression  »tnm.-cc04*  .rdr,  on  supposé  nnxsat  , 


-On 


aura 


' 1 cosvr  = i/t  — x1 
substituant,,  on  'trouvera 

. sinmarcos‘x<ia’  = 


>•  » - 

et  dx  ■ 


dg 

rvf+ 


-,r  .-rï-, 

S'y  (-Irr-X*)  -d* 


;•  J W^r  V 

= r(ïr-  Z*)  * d». 


expression  -qui  se  rapporte  aux  différentielles  binôme». 

On  peut-  aussi  appliquer  immédiatement  l’infeg ration 
par  paître)  4 l’expression  0 sin"X  côs*xdm. • 

33g.  Enfin,  le?  formules  trigono  métriques  peuvent  être 
aussi  employées  avec  avantage  dans  de  certains  cas.  Pour  * 
intégrer,  par. exemple',,  sin  Hue  cos  nx<ïx~  comme  1»  Trj- 
goUtnnétrre  qpus 'donne ’•  ‘‘.'T.  " • t '"*" 

sin  a coi  b = i‘siir(a*-f-  b\  + ^ sin  («  b ) ; 
en  coftq&rant  l’expression  sin  xnS»  eos  nx  à celte  formule 
oh’Vrdttvera  , * _ 


• 4 1 1 * a 

sin  mxcos/ixdx=  ; sitf[(»i+n)x]dx -f-  sin  [(m — n)x}dx, 

**  » . 1 « * , » . 

. 

ét  l’intégrale  serà,  prt.  333,  - 

î ” r , cos[(m+n)x]  , cos  {(m  — n)x] 

’ * m n ' "'ik — -vi  **”  * 


De  l’intégintion  des  quantités  exponentielles  et 
: logarithmiques.' 

34°.  Il  a été  démontré  , art.  Z’],  équation  (45),  qu’eu  pre- 
hapt  les  logarithmes  .dans  le  système  Népérien^  on  avait 

- . I.  I .. — ■ -tv-*-  . 

, (J)  Po«T  l*  comparer  à «dv,  art.  inéquation  (19),  oft  la  décomposera 
ainsi  : 

■*.  »iu»~,r.W*Sin<nU=^  sin'»-,*.d  — «»«+**.  ' •< 

% ' < n T * 
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«la»  = a*  d*  log  a ; donc,  réciproquement,  , 

# • 


‘ , . * 

Ceci  peut. nous  servir  pour  intégrer  l^xpfèssion  générale 
a*Xdx,  dans  laquélle  X est  une  fonction  .de  x.  Pour  cet 
effet,  nous  écrirons  ainsi  cette  expression  :X.a*dx  ; et  en 
intégrant  par.parties,  art.  27g,  nous  aurons 

' "‘rr  * .X.rf*  far - , 

/X*ad^-^i ~~J^~dX....  (76). 

• ••  • - •; 

Cela  posé,  .en  différenciant  successiveiitent  la  fonction  X, 

noua  en  tirerons  dX  = XUr,.*lX‘  — X"dx,  etc.  ; donc  ’ 

<IX  ou  C SSL . a*^  ^ _ r gr  -jx , 

./logat  -/log  a (|og a)*  J (Joç/i)» ***  ’ 

substituant  cette  valeuràla  place  du  dernier  terme  de IV, 
quation  (76),  ■ntWs'ob.tiendrons 


fX^cix=~^ 


+/(T 


i ’Kfrc 


: dX'. 


log  a (log  a)*  (log  aj* 1 

En  continuant  d’opérer  de  la  sorte,  nous  parviendrons  à ce 
déVeloppemeu! 

fXa^dx^mffJL ■ h-  Xi-)  \ 

\loga  (log«)aT  (loga)'  (loga)é- 

- . ; ,•  J '(foga)*”- 

Si,  en  prenant  la  suite  des  coefficiens  différentiels  X'  X" 

X*. . - X*»,  le  dernier  de  ces  coefficiens  est  constant,  eâ 
aura  dX<»>  — o , et  alors  Ik  partie  pitégrtlfe s’évanouira*.  ■ 
34«.  Prenons  pour  exemple. X qpx*,  d’ô.ù  l;uu  déduit' 


X = 3a:1,  X"  = 2.3x,  ou 

•• 


Die 


..  OÆUJUr.  XljT^GRAL.  . 


T,'*  •- 


.256 

donc  ■, 

4*  ...  , ./  a:*  \.  ' 3x*  ...  V.3x  * a. 3 \ 

T _ vingt»-  v . (log  <*)s  (log  u)V* 

Si  l’on  fait  a égal  au  nombre  *,  qui  est  la  base  dû  système 
népérien , log  «Retient  léjjo;  crf,  loge _r=  ï,  'eii  vertu  de 
l’équation ’e=  èr?S*';'  par  cpme'quent  ' - ’ * ’ *1, 

fx*e*ixj*s  e*(^  -"Sx*.  44  a . 3*(  ,i.3)i r. 4 • »•  * i » 

. ‘ * *#  * ».  - • . 

34*-  On  peut  eucqrc  parvenir  à un  autre  développement 
de  ¥faf  .Xdxé  Poitfr_  cela  faisons  pP,  /P&r=*  Q, 

yQdanssR,  etc.,  et  intégroas  par  parties.,  art.  27g,  nous 

aurons  » vÿ  ' . -1,  . \i 

fa?s%A±  —a^—f  à*ltya.Vhx'  .'.  : fyî)> 

; /aMoga'. Pdx  = o*-tog  — /«*{l*g  «)’Qd^ ; . • ' 

? . '■  ' 

et  en  substituant , l’équation  (77)  deviendra 

ftf . Xdx  te  o*P  — **log  f »Q  +/^(bgs*)*Qdx.  ; 

s ,**  . • 4 * 

Ë11  continuant  d’intégrer. par.parties,  on  aura  en  général 
/a*Xd^te  «*[?  — §1<%4  4-  R (fogd)’  — etc.] . . . 

. ,* 

. 343-  Si  Ton  applique  cette  formule  au<«t»  w X 

* ...  ••  V ...  .'  .fi  /.  ' .*•*■». 

Qœ=  m^5’ ' R ~ -.^4x*’. Tz 

donc  . * » ■ ..  ..  - • ; " 

" *»y  ^ **r  ** 


V» 


:iïà.4*; 


t,J  r\,  !,  1 j • , . 

• t'inté^rafe  de  est  «Mie  fonctibii  ^nscfetiflante*  qu’on 

n’a  pu'dtftérmîner  jusqi^à  ce  Jour.  .'.  » 
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344.  En  général,  on  Toi*  que  quelque  puissance  né«- 
tivu  et  entière  que  l’on  prenn^  pour  exposant  de  on  doit 

toujours  tomber  sur  cette  transcendant *f~?}  car,  dans 

le.  fonctions  successives  P,  Q,  B,,  etc.,  les  exposa  ns  de  * 
diminuant  toujours  d’une  unité,  Ja  dernière  de  ces  fonc- 
tions doit  être  de  la  forme  t,  et  par  conséquent  la  der- 
nière intégrale  Sera 

* parce  que  A est  constant.  ' j 

~Aa*dx  3V0ir  UnC  ValCUr  approchee  de  j’intégrale  de.  , 
~ x _r*  0n  na  d’«atres  moyens  que  de  substituée  dans 

Ie  devdoppement  de'aI  q«  est,  comme 

î+ilogo  + ç dog  * + £l'(l0g a)S  +• 
et  d’intégrer  ensuite  chaqile  terme. 

345.  Si  dans  l’équation  £ = diogn,  ou  plutôt 

da=  on  fait  *5=  x r,  on  aurà 

djrr  = oçy  d logar*  ; 1 

ainsi,  toutes  les  fbis  qü’on  pourra  décomposer  une  diffé 
rentielle  en  **  valeurs  dont  l’nne  s'oit  repr  J^e 
par  ir,  et  1 autre  par  dlog  X* , l’intégrale  sera  a* -j-  C.  . * 

346.  L’intégration  par  parties  peut  aussi  s’appliquer  à 
celle  de  1 expression  Xd*  (loger)-  ; car  si'  l’on  représente 
par  X,,  1 intégrale  de  Xdar,  on.aUra' 

fXix  (log  x)*  ==  Xy(log  x)"~  n f^dx  (îqgij-r.. 

Élctn.  de  Cale.  diff. 
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cétte  aire  est  comprise  entre  les  deux  rectangles.  PM'  et 
P'M,  dont  il  est  facile  d’av.oir  les  expressions  analytiques  : 

le  rectangle  PM'  = P'M'  X PP7  = f(x  . h , 

5 le  rectangle  P'M~  PM  X- PP' ~ fx.h  ; 

le  rapport  de  ces  rectangles  est 

V /(*  + /(*  4-  hf  ■ . ' 

• V L ■ fx-ty  fx  • 

i \ j • * ; • , . 4 * * * ' . 4 

dans  le  cas  de  la  limite,  ce  rapport  se  réduit  à 

' ■ ' >'  * 

f*  ' 

Or,  la  surface  mixtiligne  PMM'P'  étant  comprise  entre 

les  deuXj  rectangles , diffère  rqoins  du  rectangle  P'M  que 

le  rectangle  PM';  donc,  si  dans  le  cas  de  la  limite  on  a 

PM'  . • 1 

= t , à plus  forte  raison  l’unité  sera  là  limite  du 

; y , « . 

rapport  • 

aire  PMM'fr 

rectangle  l^M* 

En  reni|daçaiU  les  termes  de  ces  rapports  par  leurs  expres- 
sions analytiques,  on  aura  * 

tir  , , d*J  A*  >.  df  d’s  h , 

T-  h + ~ +ctc.  -p  + -r-;  - -f  etc. 

d*  dx“  2 (lar.  dx*  2 


' fx.K 


fx 

, a • 


on  passera  à la  limite  en  faisant  h = o,  et  l’on  trouvera 

d’où  cLr=/x.dx  ; et  eu  mettant  pour  fx  sa 
Axjx  ‘ 

valeur,  on  aura 

dr  = j-dx....  (8i). 

' 1 ' ’ 

349.  On  peut  auRji  délenuiner  la  différentielle  de  l’aire 


DK  LA  QUADRATURE  DES  COURBES.  }6l 

J » \ » 

d une  courbe,  par  la  méthode  des  infiniment  petits,  de  la 
manière  suivante , fis.  >j6  : 

/ FiC-  ?6. 

<r^«PMM'P'=^££^  vp—jUr+W  x + * 

rejetant  dxdy  comme  infiniment  petit  du  second  ordre,  il 
reste  jdx  pour  la  différentielle. 

1 35° • ^our  première  application,  cherchons,  fig- ‘97»  l'aire  pi(, 
d’une  portion  BMP  de  parabole.  Soit  y*  = mx  l'équation 
de  cette  parabole,  dont  l’origine  est  A;  on  trouve,  en  dif- 
férenciant, 2jdjr  z=mdx  -,  donc  dx  ~t  — dj-,  et  par  con- 

77?  * 


ru 

2r> 

seqqent  jàx  = djr  : intégrant , on  a 

. N .'  ’ 

» 


■I»  '?  ' 

y 


'*7  \ 


« 

Pour  déterminer  la  constante,  j’observe  que  lorsque^sso, 
1 intégrale ,. qui  exprime  la  surface  cherchée , es$  nulle  en 
même  temps.  Cette  hypothèse  réduit  l’équation  (82)  à 
o = o -f-  C';  donc 


frdx  = - ss—  — v‘  

3 m"?  -3 


2 

3X^r 


35i.Nousavonsmaintenantdes  observations  importun  tes 
à faire  sur  la  détermination  de  la  constante  : pour  cela, 
résolvons  le  meme  problème  en  prenant  la  parabole  dont 
l’équation  est 

V /=  m 3).  ' 

L’origine  des  abscisses  ici  n’est  plus  au  sommet  de  la  courbe 
car,  en  faisant^-  aso  , l’équation  (83)  donne  x = — - — < et 
comme  Cette  abscisse  dort  se  termiuer  au  point  B , fig.  7^,  Fig.  78 
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où  y = o,  on. portera  — de  Ben  A,  et  le  poin^A  sera  l'o- 
rigine. Cela  .pose',  en  opérant  comme  précédemment,  on 
trouvera  " :■ 


v Pour  déterminer  la  constante,  j’observe  que  là  surface 
tig-  78.  ADMPy  fig.  78,  qui  représente  ici  l'intégrale.,  doit  être 
nulle  lorsque  'l’ordonnée  MP  coïncidé  aveé  ÀBj  ér,  Al) 
étant  l’ordonnée  *qui  passe  par  l’origine  A où  l’abscisse 
x = o,  l’équation. (83)  nous  donue’ra,  dans  cette  typo- 

tbèse , . 

• * . , . *'m  • * ' \ . ' * . 

y ou  DA=«*v/m;  faisant  donc  f y&x=z o ety=y'm , 

V .•  ‘ s 

* • • < * , . il 

' 4 * f 2 YYl  * 

ces  valeurs  réduiront  l’équation  (84)'à  o = (-C;  d‘où 

’ » ' ' O 71 

,■  k - •'  . : :•  .f  ■■  • . , . . • 

«2  771  ^ * 

l’on  déduit  C =•—  ~ - , et  par  conséquent  l’intégrale 

cherchée  est  \ ' , 

, - * 3 7t  '•  <J  TJ. 

- . , ’ .•  . v . ■ • '• 

Fans  ce  qui  précède,  nous  avons  tiré  de  l’équation  dfe 
la  eotiTbe  la  valeur  de  dx  ,"pour  la  substituer  dans  lâlbr- 
rùnle  jd*  , et  intégrer  ensuite.  Nuüs  aurions  pu  opérér 
autrement,  en  mettant  dans  cette  expression  là  valeur  dfe 
.y  plutôt  que  celle  de  dx;  car,  pour  obtenir  l’intégtale , il 
suffit  que  la  différentielle  proposée  né  contienne  qu’une 
variable;  ainsi  on  choisira. la  substitution  qui  exigera. le 
moins  de  calculs.  “*  ' , •' 

35a.  Une  intégrale  telle  que  ffx.dxr  peut  toujours  eer- 
présenter-l’aire  d’une  courbe  dont  l’équation  serait y=fx  : 
en  effet , cette  équation  étant  donnée , si  T’on  substitue  la 
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valeur  de  y dau*  la  formule  / yà$  on.  ator&ffx.  dx  pour 
la  surface  dq  cette  courbe.  C’est  pourquoi  lorsqu’un  pro- 
blème.nous  a coqduit  à intégrer  une  fonction  d’une  seule 
variable,  on  dit  que  ceprbbîème  est  ramené  aux  qaadra- 
türes.  > . A \ 

353;  ^Soit!  jr  une  fonction  X de.*,  et  NlJgjOSpçS  qtt’éü  . 
intégrant  Xdx  on  ait  obtenu 


fXàx  = F*  -f  C...  $5) , . 

• . ï>  • 

cette  intégrale,  dans  laquelle  la  constante  C n’est  pas  encore 
déterminée,  porté  le  nom  A’ intégrale  indéfinie  génêréte',  nu 
plus  simplement  d 'intégral*  indéfinie  , et  elle  est  complète 
lorsqu’elle -renferme  la  contante  9 rtti traire ■€:“  1 ’ 


354.  Si,  par  une  hypothèse,  on  détermine  cette  constante 
C;  si  l’on  8uppbsc,  pat  exemple  , que  /Xdx  doive  s’éva- 
nouir lorsque  x = a , l’équation  (85)  donne,  dans  ce  cas, 
ons=F<»4-C;  donc  G-xr— -Ta,  et  celle  même  équation  (85) 

devient  * »•  • * t ' 1 -•  ‘‘ 

■*.  /*x dx  = Fx  •«*  ivr;  ' s " *'  f *>  v.  • 


cette  intégrale  Fx— Fa  •est^lprs'ÿne  intégrale  particulière, 
et  l’on  voit  que  le  nombre  des  intégrales  particulières  d’une 
expression  différeiAielleest  illimité,  puisqu’on  peut  établi1* 

UpC  infinité  d 'hypothèses  différente»  sur  la  constante.  " 

355.  Lorsqu'on  fait  yUy^otbèîjp  ^.i’fat^gralè  «v^la^et 
de  x = a , c’est  admettre  qu’en  prenant , fig.  79 , une  abs-  pfg.  -g. 
cissc  AB  = a , la  surface  soit  comprise  entre  la  limite  BD 
et  la  limite  indéfinie  MP  qui  correspond  àAP  = x;  donc 


l’opération  par  laquelle  nous  déterminons  une  intégrale 
particulière  est  la  même  que  celle  qui  fixerait  la  position 
de  la  limite  BD  , depuis  laquelle  on  compte  l’intégrale.  La 
seconde  limite  PM  sesa  &xée'à  sou  tour  invariablement,  si 
nous  donnons  à x.  une  valeur  déterminée  b ; alors  l’intégrale 
particulière /Xdx  = Fx — >F*,dtit*e*tU*  ,f*  „■  *-  ... 
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554  - 'cAriS^  iwrt^w- 

dan 
aura 

cofx=\/l — **  et  dx 

' ’.  ^ * ’ •■ 

substituant,,  on  trouvera 


••  t. 


* » , * 

n»4^n)*w*c*wn* .«  eo-i'-srsbr,  on  supftesë  sin*  soi,  on 

rttW*  •’ V ..  *V  O,  *■*  • 

< dt 

‘ fnlfl  = V 1 — J*  et  ■ •■■%-?; 


V7-*’ 

üii- 

ï1)’  (lr— X’)  -dï 


sinmarcos*xda?  = i 

* • - -V  ; • •-  ^ Î=IJ  .. 

expression -qui  se  rapporte  aux  différentielles  binômes; 

On  peut  aussi  appliquer  immédiatement  l’iniegrâtion 
par  partie*  À l'expression  (*)  sin”*  cos»*dx.  • j\  ,v~. 

' 33g.  Enfin,  les  formules  trigbuométriques  peuvent  être  . 
aussi  employées  avec  avantage  dans  de  certains  cas.  Pour 
ifctégrer,  par  .exemple,,  sinrhxcos  nrdxj  comme  la  Trj- 
gou<m»étrie  npüs  donne ’■  . •>.  • K 

sin  a co i b = |s «^(a  •+  h +.  i sin  <«  — * ) : , 
en  comparant  l’expression  sin  mX  608  . 

on*  trouvera  , ' , - *■  ; 

sin  m*  côsnx<Lé^=  [ siw[(m  + n)x]dx4-  7 »»«  [(m— n).r}dx, 

et  l’infégfraleserâ,  prt.  333,  •• 

»•  cosffm  . cos[(wi  *-/»)*]  .. 

P.  JL  r t J n ' 1 . -*-■  > 


m-j-  1» 


m — "n 

*1  *' 


, . . »«r  ».  • J;  . ' , • V’ 

. • A*  * *<•  • 

Dr.  l’intégintion  des  quantités  exponentielles  et 

ioearithmiqves:  ‘ — 

. ; !.  ‘ • . < . 

34o.  Il  a été  démontré  .art.  37,  équation  (45),  qu  eu  pre- 
nant les  logarithmes  dans  le  système  Népérien,  on  avait 
• r • f yr|;  fti.a,  ^ 

ü Pour  l«  comparer  h «d.',  art.  <.« , équation  (19),  oft  la  décomposera 

.>  < r 


vy<  ’>•  f 

sin--  1 .eo»"v»in«d»-  — — ainar^xid— coa-e-x. 


ainsi 

* ♦ /'.  ■ 1 . 
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«la1  =;  #*  (]jj  log  a ; donc,  réciproquement, 

L«ci  peut  nous  servir  pour  intégrer  ^expression  generale  - 
a*X dx,  dans  laquelle  X est  une  fonction  de  x.  Pour  cet 
effet,  nous  écrirons  ainsi  cette  expression  : X.axd.r  ; et. en 
iutégrant  par  parties,  art.  27g,  nous  aurons 

. • 

■ * ••  »'•  " * X a*  c tiF  ’ ••  *."■& 

• - -,  • <■*>■»*  ** , * m -^i  '.vî*  • < %*■  £ V •*_ 

Cela  posé,  en  différenciant  successiveiflent  la  fonction  X, 
noo^  en  tirerdns  dX  = X'd*,..dX‘=$  X"4a:,  ntc.  ; donc 

fc-^~  dX  pu  ■ o®d.*';=£— ^ — a*’  — f*  ...  dX'  . 

Jloga^  -/log  a (loga)‘  (log/i)»  ’ 

substituant  tetfo  xâleurà  la  place  du  dernier  tetine  de  l’é-i 
qùatiônf  (76),  ntfiisHib.ticndrons  '’  ’ * ’ 

/•TT- 

En  continuant  d’opérer  de  la  soft®,  nous  parviendront  à ce 
d«?vdoppem*j|i  . y'  - . , _ • w ,;/•  *.•: 

f*\-lôga  (iogi)*.  (logu)5-'  (logo)*”'  (fogà)*^) 

- . ,*  rS^?’ 

Si,  en  prenant  la  suite  des  coefficiens  différentiels  X',  X'', 

X*. . .Xt’O,  le  dernier  de  ces  coefficiens  est  constant, nâ\ 
aura  dXt”)  ^ o-,  et  alors  la  partie  intégrale  s'évanouira. 

34  i..  Prêtions  poiu  exenrple.X  d’où  l’on  déduit'  . 
X'=3x»,  X'=2.3^c,  *J^n  . 
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:• 

clone 

* ...  •’  v *•  . 

1 ’i 

* fx^tfàx  = 

_/  xs  \.  • 3x*  . 2*.3x 

’ 2.3  \ 

^\log<^  ,;(log«)»  ’ (loger)* 

(log  fl)V* 

..  O /».y  ^ M u ' 

Si  l’on  fait  a égal  au  nômfire  « , qui  est  la  base  du  système 
ne'pe'iie*j  log  «’çleVient  loge;  or,  lo^e  = î , eri  vertu  de 
l’équation  tss par  conséquent  . • ‘ # ‘ . 

/x3e*4r  = e'Cr3  — 3x*  4^  a . 3x,  — . i .3). 

34s.  On  peut  encore  parvenir  à un  autre  développement 
de  /nf.Xdx.  Potfr  cela  faisons  ==P,  /Pdx  =s  Q, 

/Qt LrssR,  etc.,  et 'intégrons  par  parties,  art.  279,  nous 

aurons  •T‘  »’*»  '*'*'/  - . * -l 

. ■ 7/^f ^7), 

. . • /a*log  fl'.  PtLr  — o*;log  yjQ  r—  /fl*<i*g  «)’Qd<*  ; \ • 

* . • * ,"  * ■ 

et  en  substituant , l’équation  (77)  deviendra 

/irr.Xdxfc=  a1?'— "a*lôg  ç ,.Q  ■+■  /«îflog^’Qdx. 

En  continuant  «L'intégrer .ça^parties-,  on  aura  en  général 

/o*X d**=  •*[?  — 4-  R (fag*')a  — etc.] . . . 

- • * • 

• * '•  :•••;.  , . , 

343.  Si  Ton  applique  cette  formule  aux*»  où  X 
«w  ’troqvera  ' . ...... 

-/P="4Ï4’  Q-3l^’  R~“.2T3Tt?’ Z=^Î4i; 

vViba r-' 

mt  . . 

. 

ra*Ax  .P  1 logfl  lo8«’  1 logfli/'fl3’dx 
L’intégrale  de  ^-^est  une  fonction  transcendante  qu’on 

“ X y-  t . ■ 

n’a  pu  déterminer  jusqifâ  ce  jour. 
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344*  En  général,  on  voit  que  quelque  puissance  néga- 
tive et  entière  que  l’on  prenn^pour  exposant  de  x,  on  doit 

toujours  tomber  sur  cette  transcendante  f — - X ; car,  dans 

' . ~ ' J\.  ■■  J x 

les  fonctions  successives  P,  Q,  Rr,  etc. , lés  exposans  de  x 
diminuant  toujours  d’une  unité,  la  dernière  de  ces  fqnc- 

tions  doit  être  delà  forme -,  et  par  conséquent  la  der- 
nière intégrale  Sera 

parce  que  A est  constant.  , , 1 . 

Pour  avoir  une  valeur  approchée  de, l’intégrale  de.  , 

4 < *.  t 

—,  on  n’a  d’autres  moyens  que  de  substituée  dans 

cette,  expression  le  développement  de,  a1  qui  est,  comme 
on  l’a*  vu,  ...  , . , 


1 4.  x log  a '+  ^ (10g  a)*  -f  ^ (log  o)s  -f  etc. , V. 


et  d’intégrer  ensuite  cbaqüe  terme. 

i s 

345.  Si  dans  l’équation  — - — d logu,  ou  plutôt. . 
du  = udttggd,  on  fait  «s=  xy , on  aurà  ' v 

. ' ‘ dx'  — xy  d log  x*  ; ‘ 


ainsi,  toutes  les  fbis,  qii’on  pourra  décomposer  «ne  diffé- 
rentielle en  deux  valeurs  dont  l’une  soit  représentée 
par  xi , et  l’autre  par  d log  x* , l’intégrale  sera  xy  -f-  C.  . * 
346.  L’intégration  par  parties  peut  aussi  s’appliquer  i 
celle  de  l’expression  Xdx  (log  x)"  ; car  si  l!on  représente 
par  X,,  l’intégrale  de  Xdx,  on.aüra* 

/X <lx  (log  x)n  = X^logx)"  — n J ^ dx  (log  xj*-*. 

ÉLctn,  de  Cale.  diff.  17 


i58 


CA  LC  or,  intIshal. 


«I  * 

iflit  fera  dépendre  à son  tour  cette  derrière  intégrale 


«dite 


re  autre  < de  k ferme  Ok-„dx  (top  x)*-’,  et  ainsi  de 


De  la  série  de  Jean  Bernouilli. 


347-  Nous  avons  vu  que  "beaucoup  d’expressions  diffé- 
rentielles n’étaient  intégrables  qu’aprèa  avoir  été  réduites 
en  séries,  et  que,  pour  cet  effet,  en  désignant  par  Xdi  une 
différentielle  dans  laquelle  X est  Une  fonction  quelconque 
de  x,  il  fallait  préliminairement  réduire  en  série  la  fonc- 
tion qui  est  représentée  parX,  et  intégrer  ensuite  après 
avoir  substitué  ce  développement  dans  la  formule  Xdar.‘ 
La  série  de  Bernouilli  a l’avantage  de  réduire  fXâx  en 
série,  avant  meme  que  l’on  $it  donné  la  forme  de  X;  cette 
série  est  dans  le  Calcul  intégral  ce  que  celle  de  Taylor  est 
dans  le  Calcul  différentiel.  Vdiéi  de  quelle  manière  on  la 
démontre.  Cherchant  d’abord  à intégrer  Xdx  par  parties, 
art.  279,  on  comparera  /X dx  an  premier  terme,  de  la  for- 
mule 

fuàv  =»  uv  — (vdu  y 4.  ' 

et  Pon  aura  • 

• .Xety  dxç=dv; 

par  conséquent  l’intégration  petr  parties  s’effectuera  en 
écrivant  . ..  . 

/"Xdx  c=t  Xx  — fxdX'. . . . (78)  ; 
l’intégrale  se  prenant  par  rapport  à la  variable  x,  nous 


avons 


par  conséquent 


\,v  ,dX  , ‘ 

dX^^.dx; 


-,  f^X=,J^.xdx. 


Intégrant  encore  par  parties,  u sera  représenté",  dans  ce 
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350 


dX 


cas,  par  et  dt>  par  xdx;de  sorte  que  taoüs  aurons 


«.  • r 


v=^  — , et  nous  trouverons 
2 


/MX  , _ dX  rx'  d‘X 

* J àx'X  X~~~5x'  1 J,;  3 *"  dx  ’ ,r(  .• 

ou,  en  mettant  la  fraction  \ hors  du  signe  d’intégration, 

rdx  , dx  4’  , r , dax  , v 

, d*X  d*X  , . , 

remplaçant  par  -j—j  dx  et  opérant  de  meme,  nous 

obtiendrons 


et  aipsi  de  suite. 

Substituant  la  valeur  du  premier- membre  de  l’équa- 
tion (79)  dans  l’équa'lion  (78),  et  portant  ensuite,  dans  le 
résultat,  celle  du  premier  membre  de  l’équation  (80), 
nous  obtiendrons 

/•vj  v-  dX  x * d*X  x3 

/Xdx  = Xx — -p-  . h -j— ; • 5 — etc.  + court.- 

dx  1.2  dx*  i.a.3 

• • . . • Sr 

De  la  quadrature,  des  courbes.  . 

348.  Soit  s,  iig.  75,  l’aire  ABMP  d’une  courbé  plane;  Fj|j  ^ 
si  l’^bscièse  AP  = x devient  AP'  = x-f  A,  l’aire  s de- 


viendra 


on  aura  donc 


r]  c (1*Ç  /»  ® 

aire  ABM'P'  = r + V-  b + - + etc.;  . 

dx  dx*  2 

' ' - i t i,.Ut 


aire  ni ix aligne  PMM'P'  = ^ A -f-  -^-4  — + etc.  ; 

dx  1 dx*  2 


! 


*7- 


*w: 
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cétte  aire  est  comprise  entre  les  deux  rectangles.^PM'  et 

P'M,  dont  ilest  facile  d’avoir  les  expressions  analytiques  : 

le  rectangle  PM'  is*  P'M'  X PP'  = f(x  h). h, 

yj  ' le  rectangle  P'M-=  PM  X- PP' = /x.A  ; 

le  rapport  de  ces  rectangles  ëst 

V ''  ■ f(T+h^h_/{X  + h)  • ' "V;  ' 

fx.ty  ' fx  ' ’ ■ 

, S-  % ' ■ , * ' ' . * 

dan6  le  cas  de  la  limite,  ce  rapport  se  réduit  à 

f*  .. 

Or,  la  surface  roixtiligne  PMM'P'  étant  comprise  entre 
les  deu^  rectangles , diffère  moins  du  rectangle  qUe 

le  rectangle  PM';  donc,  si  dans  le  cas  delà  limite  on  a 

PM'  ' ■ • > ’ 

15^1=1,  à plus  forte  raison  l’uBité  sera  là  limite  du 

rapport  , • ' ’ 

. . : • • aire  PMM'P'  ••  1 • 

rectangle  "FM* 

En  remplaçant  les  termes  de  ces  rapports  par  leurs  expres- 
sions analytiques,  on  aura  ' . , 

d?  , , d's  A*  - 1 dr  d*ï  h _ 

-7^-  h + -rn r etc.  -r-  •+■  - + etc, 

dx  dx  -x  <!x.  dx*  2 • 


* fx.fr 


fl 


on  passera  à la  limite  en  faisant  l = o,  et  l’on  trouvera 

JÎi-  — i+  d’où  dj'=ïc^r.dx  ; et  eu  mettant  pour  fx  sa 
d xjx  ‘ 

valeur,  on  aura 

dj  = ^dx . . . . (8i). 

34g.  On  peut  a»nji  déterminer  la  différentielle  de  l’aire 
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d une  courbe,  par  la  méthode  des  infiniment  petits,  de  la 
manière  stiivanle,  fig.  76:  ’ . ‘ 4 

trapèze  dxcxrdx  + ~ , 

rejetant  clrdj'’  comme  infiniment  petit  du  second  ordre,  il 
reste  jdx  pour  la  différentielle. 

35o.  Pour  première  application,  cherchons,  fig.  77,  l’aire  pig- 
d une  portion  BMP  de  parabole.  Soit^1  = mx  l’équation  <% 
de  cette  parabole,  dont  l’origine  est  A;  on  trouve,  en  dif- 
férenciant , iiydy  irpidr  j donc  da::=3  — dr,  et  par  con- 

1 m r 1 

s i * • 

séqiieot  jràx=^r  djr  : intégrant,  on  a . : . V'Y* 


•vj-  \ 


Pour  déterminer  la  constante,  j’observe  que  lorsque^sso, 
1 intégrale ,. qui  exprime  la  surface  cherchée , est  nulle  en 
même  temps.  Cette  hypothèse  réduit  l’équation  (82)  à 
°-o+C'j  donc  • *."•■  *•'' 


0 - — — ï — •■y  = - — Xmx 

1 m 3 m ^ 3m. 


3^r 


35 1 . housavons  maintenant  des  observa  lions  importai)  tes 
à faire  sur  la  détermination  de  la  constante  : pour  cela, 
résolvons  le  mémo  problème  en  prenant  la  parabole  4hnt 

ion  est  ».  .....  . ...... 


■r»  -p,  nx. . . (83).  à ’ ' r'">* 

L’origine  des  abscisses  ici  n’est  plus  au  sommet  de  lacourbe, 

c«r,  en  faisant  jr  =050  , l’équation  (83)  donne  x ses—  2- * et 

' • ' - yî\l  Oi  • ••  i!«  • ... 

qo.mme  Cette  abscjsse  doit  se  terminer  au  point  B,  fig.  7^,  Fig.  78 
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tni  y — o,  oa  portera  ^ de  Éen  A,  et  le  point,  A sera  l'o- 
rigine. Cela, posé,  en  opérant  comme  précédemment,  on 
trouvera  1 . ** 

iDréjrssnàx -,  donc  fàx^^-ày  et  fydx=%^~\-C...  (SA}. 

n in.' 


,r  ‘ Pour  déterminer  la  constante,  j'observe  qite  là  surface 
fig-  78.  ADMPyfig.  78,  qui  représente  ici  l'intégrale,  doit  être 
nulle  lorsque  l’ordonnée  MP  coïncidé  aveé  AD;  or,  AD 
étant  l’ordonnée 'qui  passe  par  l’origine  A où  l’abscisse 
x = o,  l’équation. (83)  nous  donnera,  dans  cette  IiypO- 

tbèse,  ■■  . . 

* ■ . ...  x 

y ou  DÀaqey/rw  ; faisant  donc  f jr&x=^o  et  jr—<ÿm, 

. V ü * 

» " . r ‘ ^ jyi 3 

ce»  valeurs  réduiront  l'équation  (84),à  o — — f-C;  d’où 


l'on  déduit  C =■ ^ ’ÜL. , et  par  conséquent  l’intégrale 

, -j  3 p . . . . , . . j . »... 

cherchée  est  , ' , 


. , 2 r s m*  ... 

atrekl 


A DMP. 


Dans  ce  qui  précède , nous  avons  tiré  de  l’équation  dé 
là  eottrbé  la  valeur  de  tîx ; poür  la  substituer  datas  lâ  for- 
rtnle  jUSf',  et  intégrer  ensuite.  FatiS  aurions  pù  opérer 


autrement , eu  mettant»dans  cettte  expréSsioh  là  valeur  dfe 
y plutôt  que  celle  de  dx  ; car,  pour  obtenir  l’intégrale,  il 
suffit  que  la  différentielle  proposée  né  contienne  qu’une 
variable;  ainsi  on  choisira,  la  substitution  qui  exigera, le 
hioins  dé  calculs.  - . ( 


352.  ü»e  intégrale  telle  que  ffx.dx,  peu*  toujours  re~ 
présenterl’aire  d’une  eourbe  dont  l’équation  serait y=fx  : 
en  effet , cette  équation  étant  donnée , si  l’on  substitue  la 
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valeur  d cy  dauV  ta  formule  f rà.f  on  aura  ff  x.  dx  pour 
la  surface  do  cette  courbe.  C'est  pourquoi  lorsqu’un  pro- 
blème.uous  a conduit  k intégrer  une  fonction  d’une  seule 
variable , on  dit  que  ce  prbblème  est  ramené  aux  qùadra- 


tares. 


353 i.  Aùt.jr  aae  (Ççruçtiqn  X et  «qipûsoç*  V»>u  . 
intégrant  Xdx  on  ait  obtenu 

fXdx  = Fat  *f  G’...  $5), 

cette  intégrale,  dans  laquelle  la  constante  G n’est  pas  encore 
déterminée,  porté  le  nom  A’ifttégrale  indéfinie  gêniréié',  ou 
plus  simplement  à' intégral»  indéfinie  , et  elle  est  complète 
lorsqu’elle  -renferme  la  conifcànte  arbi  traire  Cr  ■*  *'  ' 1 

354-  Si,  par  une  hypothèse,  on  détermine  cette  constante 
C;  si  l’on  suppbse,  pat  esemjiïe , que  /Xdx  doive  s’éva- 
nouir lorsque  xs=a,  l’équation  (85)  donne,  dans  ce  cas, 
oaeF^-  C ; dofte  &=  —F a , et  cette -même  équation  (85) 
devient  ‘ • é *.  • — • * " V’** 

/Xdx  = 'F*  •**»  •Hrf  ' / ' *V  ‘ 

cette  intégrale  Fx— Fa  est  alors  fine  intégrale  particulière, 
et  l’on  voit  que  le  nombre  des  intégrales  particulières  d’une 
expression  différentielle  est  illimité,  puisqu’on  petit  établir 
Une  infinité  d’hypothèses  différentes  sur  la  constante. 

**  - S * ■ t N*-  mJilJt 

355.  Lorsqu'on  fait  l'Lÿjlotiièae  4eTM*tegrak 
de  x = a,  c'est  admettre  qu’en  prenant,  fig.  79,  une  absi-  pjj,  ^ 
tasse  ÂB  = a , la  surfece  soif  comprise  entre  la  limite  BD 
et  la  limite  indéfinie  MP  qui  correspond  àÀP=x;  donc 
l'opératio»  par  laquelle  nous  déterminons  une  intégrale 
particulière  est  la  même  que  celle  qui  fixerait  la  position 
de  la  limite  BD  , depuis  laquelle  on  compte  l’intégrale.  La 
seconde  limite  PM  saaa  &xée'à  son  tour  invariablement,  si 
nous  donnons  à x une  valeur  déterminée  b ; alors  l’intégrale, 
particulière  /Xdx  — Fx  — JK* , det*e*d«*  . v • » 
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i6a  caw»l  TyrioBAr,. 

oii  ^ = o,  oa  portera  ~ de  B en  A,  et  le  poin^A  sera  Po- 

rigine.  Eela  .posé,  en  opérant  comme  précédemment,  on 
trouvera  ' . % 

^•df=ndaf  ; donc  f6Lxx=^~ijr  et  (84}. 

,r  Pour  déterminer  la  constante,  j’observe  qne  là  sUrface 
Fig.  78.  ADMPy  %.  78,  qui  représente  ici  l’iotégraie,  doit  être 
nulle  lorsque  'l’ordonnée  MP  cq'incide  aveti  AD;  or,  AD 
étant  l’ordonnée ‘qui  passe  par  l’origine  A où  l’abscisse 
x — o7  l’équation. (83)  nous  donnera,  dans  cette  hypo- 
thèse, . . • ' ; . ' 

• * . : a * - . ’ • 

f ou  DAa*V/wj  faisant  donc  f jix=^o  et  jr=ÿm, 

. X . . • a * 

.2  F7I* 

ces  valeurs  réduiront  l’équatîon  (84yà  o = ^ - — +C;  d’où 

* > - - : i ■ - .. 

2 , tït 1 » * 

l'on  déduit  C = — ^ - , et  par  conèéquent  l’intégrale 

cherchée  est 

, * - ' ’■  1 

O V*  7 771 2 » • • 

«=  nrre  APMP. 

. * ’.i.  - :/*.  , f u ?!  A W ; -,  . , * 

' — ■*  . *k  * , » 

* • » ♦ • * 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  tiré  de  l’équation  dé 
la  eottrbè  la  valeur  de  dx , pour  la  substituer  dans  la  for- 
mule jd*,  et  intégrer  ensuite.  Fous  aurions  pu  opérer 
autrement,  en  mettantdans  Cette  expression  là  valeur  de 
^plutôt  que  celle  de  dtr;  car,  pour  obtenir  l’intégrale , fl 
suffît  que  la  différentielle  proposée  ne  contienne  qu’une 
variable;  ainsi  on  choisira, la  substitution  qui  exigera. le 

moins  d®  calculs.  , 

S&i.  Une  intégrale  telle  que  ffx.dx,  peut  toujours  sor 
présenter-l’aire  d’une  courbe  dont  l’équation  serait,  j'—fx  : 
en.  effet , cette  équation  étant  donnée , si  l’on  substitue  la 
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valeur  de^-  dans  la  formule  fy di  on  aura//x.dx  pour 
la  surface  de  cette  courbe.  C’est  pourquoi  lorsqu’uu  pro- 
blème.nous  a conduit  à intégrer  une  fonction  d’une  seule 
variable,  on  dit  que  ce  problème  est  ramené  aux  quadra- 
tures. 

353.  Soit  jr  uue  fonction  X de.x , et  supposons  queu  . 
intégrant  Xdx  on  ait  obtenu 


/Xdx  = F*  4.  Cl..  (95),  . 

7>  • ' 

cette  intégrale,  dans  laquelle  la  constante  C n’est  pas  encore 
détertnihée,  porté  Te  nom  d’intégrale  indéfinie  générale',  ou 
plus  simplement  A’ intégrale  indéfinie  , et  elle  est  complète 
lorsqu’elle  .renferme  la  constante  arbitittirerCf  ’ 


354.  Si,  par  une  hypothèse,  on  détermine  cette  constante 
C;  si  l’on  suppbsc,  pat  exemple  , que  /Xdx  doive  s'éva- 
nouir lorsque  x = a , l’équation  (85)  donne,  dans  ce  cas, 
oaeFia^C;  donc  —Fa , ‘et  -celte -lUéme  équation (85) 

devient  ' • é * • * *•  • t • • — ‘ 

/Xd*  = Fx  Vu-;  ' •? **  * 


cette  intégrale  Fx— - Fa  «st^lprs’fae  intégrale  particulière, 
et  l’on  voit  que  le  nombre  des  intégrales  particulières  d’une 
expression  différentielle  est  illimité,  puisqu’on  peut  établir 

upc  infinité  d’hypothèses  différentes  sur  la  constante. 

. -i  • * , ■ a , v-  -'Ua 

355.  Lorsqu'on  fait  Fhfpo thèoffl* raie  nulle  et 
de  x = a , c’est  admettre  qu’en  prenant , fig.  79 , une  abs-  Fig. 
cisse  ÀB  — a , la  surface  soif  comprise  entre  la  limite  BD 
et  la  limite  indéfinie  MP  qui  correspond  àAP  = x;  donc 
l’opération  par  laquelle  nous  déterminons  une  intégrale 
particulière  est  la  même  que  celle  qui  fixerait  la  position 
de  la  limite  BD  , depuis  laquelle  on  compte  l’intégrale.  La 
secondé  limite  PM  sena  &xée'à  son  tour  invariablement,  si 
nous  donnons  à x; une  valeur  déterminée  b ; alors  l’intégrale 
particulière /Xdx  = Fx  — F*,  «kt*e*ti**  . * - ... 


*64  caixcn  xmtiatLAh. 

/XdxrÊTi  — Fa...  <86), 

et  la  surlace  BDMP  ne  sera  plus  arbitraire.  Dans  ce  Cas, 
l'intégrale  porte  ‘le  nom  ^intégrale  définie,  et-Ton  dit 
qu'elle  est  prisé  depuis  x — a jusqu'à  x = b. 

356.  Pour  désigner  une  intégrale  de  ce  genre,  on  em- 
ploie la  notatibn  suivante , qui  est  due  à M.  Fourier, 

*•  . t * **  4 

fh  Xdx  s Fft  — Fa, 

te  qui  signifie  que  l’intégrale  est  prise  entre  les  limites  a 
et  b.  • . 

Par  exemple,  si.  l'en  avait  ..  • . . • , . 

t ” * t » * 

cette  expression  nou»  indiquerait  que  Fintégrale  prise  Re- 
pais a jusqu’à  b , a été  continuée  de  b en  c,  de  sbfte  que 
l’intégrale  totale  se  trouverait  exprimée  par 


Xdx 


*• 


35j.  Cherchons  maintenant  l’intégrale  définie  de  x^dx; 
nous  sommes  donç  censés  connaître  détu  valeurs  a et  b, 
quï  satisfont  à l'intégrale  indéfinie  ' 


-=-r-  +C...  {87). 

Supposons  que  la  première  corresponde  à /Xdx  = 0, 

+ G-*;  ••  • •' 


on  aura 


. . m -f-  t 

«t  l’intégrale  particulière  sera 
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/X»  dx==±— 

■ m - f- 1 m-f-  i 


a65 


Nous  ferons  ensuite  x = é , et  nous  aurons  pour  l’intégrale 
définie 

/x»d*  = 


' TO+  i m -f  i* 

•■'A  , '.'••••  ••  \ . • cX&ç'ï;  >.'-»/•  ..S  '.- 

358.  On  parvient  aussi  à cette  intégrale  en  faisant  suc- 
cessivement x=aet  x=b  dans  l’intégrale  indéfinie,  et 
l’on  a . 

/ \ » **  ' 

Am+i 

_+Ci  et  -~-+Ci 

on  retranchera  ensuite  le  premier résultatdu  second;  mais, 
en  prenant  cette  différence , il  faut  toujours  avoir  soin  que 
la  partie  soustraite  soit  la  valeur  de  la  fonction  de  x à l’o- 
rigine de  l’intégrale. 

35g.  Pour  troisième  application,  déterminons  l'aire  d’un 
triangle  rectangle  ABC,  fig.  8o  s l’équation  de  la  droite  AC  Fi(,  go 
étantj'  = ax , en  mettant  cette  valeur  de  y dans  la  for- 
mule rdr  , on  obtient  ax àx  ; donc 

ax% 

fj-ix  f axàx  ==  — 1-  G ; 

t i • 2 

la  surface  étant  nulle  quand  x=o  , la  constante  est  égale 
à zéro,  donc' 

* . , ns>  °X  ‘ x xr 

aire  ABC  = — — = - X ax=x  —, 

2 2 2 

• • “ ’ 

36o.  Si  dans  la  formule j-dx  on  nietla  valeur  de  jx  tirée 
de  l'équation  du  cercle,  on  trouvera  fdxÿ'a'- — x * pour 
l’expression  de  l'aire  du  cercle.  Nous  avons  vu,  art.  282, 
que  cette  intégrale  avait  pour  valeur 
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JCMÆVL  ISTÉORÀL. 

6 


? \Za*  — x1  ■+»  I «’  arc  ^sk»  ==  ^ -j-  C. 

I . * . 

La  partie  f n*  arc  Tsin  = æ pouvant  se  déterminer 

qu’en  supposant  connu  le  rappott  du  diamètre  à la  circon- 
férence (*),  on  voit  -que  l'intégration  de  àx\/ a' — x% 
rie  peut  conduire  à la  solution  du  problème  de  la  quadra- 
ture du  cercle.' Il  en  est  de  même  dé  ta  quadrature  de  1 el- 
lipse qui  dépend  de-  " . ' 'y  *->■*■•  •••'* 

• t • 

- fàx  «*: — JT*. 

û * • S ' * % 

. V»  , 

Si  l’on  compare  ces  deux  expressions , on  en  tirera  la 

proportion  • 1 . v “ 

aire  ellipse  aire  cercle  -/dx  \/ a? — x-î/dx  t/ o,—  xa , 

. . <2  • * 

OU  « 

, ' li  \ 

■ 11  <«fr*  ellipse  : mre  cerrfe  î*.  i î 

. ' < ; ' . a • v.,,  ... 

d’où  l’on  tire  . ...  - , . ,-v  ,*m 

aire  ertipre  =-  X «ré  cerefc - «-0»==  *•<&. 

•*  a “ 

De  la  rectification  des  courbes. 

36  j.  Rectifier  une  courbe , c’est  obtenir  une  droite  égalé 
à un  arc  de  courbe.  Nous  avons  trouvé  , art.  i5çj,  que  la 
différentielle  d’un  arc  de  courbe  irait  pour  «pression 

. . _ . . A»  ai  ^ $lsf * rh  d/^  v-  $&)  S . - j-  . . 


v • • . \-,y*  U-. 


(*)  St,  par  exewpw,  5^  * =*f  • «*?<***■* 

: . "il”  ^ tr\  < 

l’art.  378,  pour  déterminer  l'are  cç>rré«p*nd*nt. 
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une  équation  entre  deux  variables  x et  y étant  donnée , si 
l’on  veut  rectifiér  la  courbe  à laquelle  elle  appartient,  on 
différenciera  cette  équation,  et  on  en  tirera  la  Valeur  de  àx 
ou  de  cîj,  qu’on  substituera  daus  l’expression  (88)  ; alors  le 
radical  ne  contiendra  plus  qu’une  variable,  et  si  l’on  peut 
obtenir  l’intégrale , la  courbe  sera  rectifiable. 

362.  Prenons  , pour  exemple  , la  courbe  (*)  dont  l’équa- 
tion^3 =nx*,  a été  trouvée,  art.  166,  à l’aide  d’autres  coor- 
données ; cptte  équation  étant  différenciée,  nous  donnera 

• ty'A = 2nxdx,  ; ■ . , 

d’où  nous  tirerons  . 1 - ■ v 

Ar=3£fe  et  4rt  = ? 

2 nx2  4 

substituant,  on  a . . 

■ ~ » , ■ , ; 

V&x'+àr  = \/ ’(?*£+  0 4r*  = 

• V- 

dj-  étant  la  différentielle  de  l’expression  qui  est  sous  le  ra- 
dical, à une  constante  près,  nous  fêtons,  article  27* > 

9/?  -f~  1 = * , d’où  l’on  tire  àjr  = — di  ; substituant,  nous 
4«  - 9 

aurons  • . 

)/Ax‘+  dj1  - = z’dz  ; 

donc  .. 

^4 — — — — - 

(*)  Elle  poi-te  le  nom  de  seconde,  par  aboie  cubique.  Cette  équation, 
ainsi  que  celle  de  la  parabole  ordinaire , n’est  qu'un  cas  particulier  de 
l'équation  générale  jr*  = ax»  ; c’est  pourquoi  oette  équation  eet  appelée 
l 'équation  de  la  pàrabole  de  tous  les  or  tirés. 

Os  a aussi  regardé  l’équation  s&  ss  a de  l'hyperbole  entre  ses  asymp- 
totes, comme  un  aas  particulier  de  l'équation  «"+“ , qui  est  .ap- 

pelée pour  oette  raison , Y équation  de  l'Hyperbole  de  tous  Us  ordres. 


J*’ 


I 


^68  CAi-cur,  iMTÉenAL. 

. • » 4 ' ' * » 


ou,  en  remettant  la  valeur  dé  z , 

£ dr=^(|J+ ,)’  + C-  . 

^ C . V • * •.  •*  * . ' . 

Pour  déterminer  la  ëonstante^on  voit,  d'après  la  nature  de 
l'équation  de  la  courbe  , qu’à  l’origine  des  abscisses  y est 
o;  ainsi,  en  supposant  que  l’intégrale  soit,  nulle  eji  ce 
point , on  a ; . _ . 

„ 8 » ' r * 8 n 

° = - + c,-  donc  C = -—,. 


et  par  conséquent 

8n 


-3  - 8n 


Si  ar=a a,  Parc  t , compris  entre  les  limites  race  et 
seya  • 

363.  L’équation  de  la  cvcloide , art.  aoo,  donne  dr»  — ’ 

substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (88),  nous  trouverons 


de= 


yV  + r*Z_  = a, y/-  2y.  . = d,\/-^ 
▼ W— .r*  , _ V_  swÿ.— j'*  a^r-jr 


&r 


Comme  djr  exprime  la  différentielle  de  l’expression  qSi  eet  sons  la  pa- 
renthèse ,■  multipliée  par  — t,  pour  ferons , art.  aÿi,  un •—  r =»  * ,*e»  noua 
aurons  * J * "’r  ’*'•  ”>  ‘ *>'*' 
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w^. 


: — (la)1 de. 


Cette  équation  étant  intégrée,  donne 

fày  + c — —'àV*â+  C; 

en,  eD  restituant  la  valeur  'des,  , . , •- 

, /<tr  V/ ? Ÿ™ (.r-f)  + C....  (8g). 

Pour  déterminer  la  constante,  noua  prendrons  l'intégrale  de  manière" 
qu’elic  VévaqouisSe quand ^=9» ; dans  cette  hypothèse,  l’équation  (89) 
se  réduira  à «=i  o -fc- 1,  ca  qui  montré  qu’il  h’y  a point  de  constante  ^ 
ajouter;  alors  Parti  dp  cycloïde  s’étendra  depuAle  peint  B,  fig.  81,  où  p;R  gIt 
' y=  aa,  jusqu’au  point  hf,  dont  les  coordonnées  soûl  x et  y.  la  valeur  8 
absolue  de  l’arc  MB  -étant  a S/ 'la  (aa  — < , nous  remarquerpns  que 

BE  =j  r ; ddnc  a \/  a à (au  — 7)  =;u;V/BD  x BÉ=  aBG  ; d’où  il  suit 
que  l’are  de  oyclolde  MB  est  égal  au  double  de  la  corde  GB}  par  consé- 
quent , are  AB  = aBD. 

De  là  détermination  de  faire  des  solides  de 
. ' révolution, 

V j - fc  i’’  -,  ‘ * i ' 

' •*  •.  1 ‘ , 

364.  Si  Unç  courbe  BC  ,•%.  7 5 , tracée  sur-un  plan , fait 
une  révolutioh  autour  de  l’axe  AX,  elle  engendrera  un  so-  F C'  ' ‘ 
lide  de.révolutiôn.  Cherchons  la  différentielle  dp  l'aire  en- 
gendrée par  cette  courbe.  Pour  cet  effet,  soient  AP  = x, 

PM  =y,  PP’  = h , et  par  conséquent 


PM  = /x 
rw  =f(x  + h):: 


Dans  ce  mouvement  de' rotation , les  ordonnées  MP  et  M’P’ 
décrivant  des  cercles  inégatix  , Ces  cercles  seront  les  baies 
d’un  (éne  tronqué,  dont  la  corde  MM'  sêra  fe  côté.  L'aire 
de  ce- cône  tronqué  aursrpour  expression  ' 
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En  représentant  par  «:»•  le  rapport  du  diamètre  à la  cir- 
conférence , l’expression  précédente  deviendra 


2*PM-f2JrP'M' 


X cordeMM'  =*(PM+FM')  X cordeMM'  ; 


et  en  mettant,  pour  les  ordonnées  PM  et  FM',  leurs  valeurs 
.analytiques,  on-aura  • 

airç  cône,  tronqué  MM' = e lC  •^cor<^e^^,> 


d'où  l’on  tirera  en  divisant, 

aire  cône  tronqué  MM'  ■ / • . djr  . d 'y  h%  \ 

carde  Mfi<:  . l2-r+d5  k + A?  7 + €fÇ> 

Si  nous  représentons  maintenant  par  u l’aire  engendrée  par 
le  mouvement  de  rotation  de  l'arc  MM',  et  par  s cet  arc  de 
courbe  ; comme  en  diminuant  A,  cet  arc- tendit  se  confondre 
avec  sa  corde,  le  premier  membre  de  l’équation  précédente 

devra  être  remplacé,  dans  le  cas  de  la  limite,  çar  — ; et  le 

■ ' ' 1 

second  se  réduisant  alors  à 21 tj,  nous  obtiendrons 

•V 

• * . du  . 

. 57  = ^?  ..  . / • 

et  par  conséquent  du  =.  zxyds -,  et  en  mettant  pour  dr  sa 
valeur  trouvée  art.  i5g , ou  aura  enfin 

du  ==  2 ny  \/ dxa  -J-  d/“ . . . (90). 

365.  Par  les  infiniment  petits  on  aurait  considéré  l'élé- 
ment de  la  sUrfaee  de  révolution  , comme  celle  d’un  cône 
tronqué , engendjté  par  la  rotation  du  trapèze  ëléihentaire 
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MPP'M',  fig.  76,  autour  de- PP';. ce  cône  tronqué  aurait. Fig.  76. 
pour  expression  ’ ' ' . ' , . 

cire. f JxMM'=x(27'-f-d^)dj=  2*yds  f xdj'ds  ; 

supprimant  le  terme  *AjrAs , comme  infiniment  petit  du 
second  ordre , il  resterait 

vxyàsxsaxy  {/ dx'-pây',  élément  (F-unesurfqce  de  révolution. 

• . ; ^ . • . ' v ' 

366.  Pour  première  application,  prenons  l’aire  lîu  para- 
boloïde  de  révolution , qui  est  lé  solide  engendré  par  la 
révolution  d’un  arc  AM  de  parabole,  fig.  82,  autour  de  son  Fig.  8a. 
axe  : l’équation  de  la  parabole  y*  = px  donne 

a*=3 dr.  e. 

P . P 

Cette  valeur  étant,  substituée  dans- la  formule, 

2tyY/ d-r'-j-d/1,  la  réduit  à 

* . s» 

jrày  étant  la  différentielle  de  la  quantité  qui  est  sous  le  ra- 
dical,! Une  constante  près,  je  fais,  art.'  271,  4 y*-\-p^—'z, 

et  en  digçrenciant  je  trouve  substituant  et  in- 
tégrant, j’obtiens  , . 

d«=s/-‘+c 

■ : *=  ç(tr* +»■)'+ c. 

Je  détermine  Inconstante  en  supposant  que  l’intégrale  «ait 
nulle  lorsque  y=  o,  ce  qui  réduit  l'équation  précédente  i 
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o=g/>* .+ C,  ce  qui  donne  C = 

et  en  supposant  que  l’intégrale  soit  prise  depuis  j'sso  jus- 
qu’à jr=  A,  l’intégrale  définie  sera 

%-pW'+P'Y  - P*]-  ■ ' • • • 

367.  Pour  seconde  application,  évaluons  l’aire  de  1« 
sphère.  Cette  surface  courbe  étant  engendrée  par  la  révo- 
lution de  la  demi-circonférence  autour  du  diamètre,  soit 
x%  -f-j"’  ==  a*  VèqyHuiion  du  cercle  ; en  différenciant  nous 
trouverons  xdx+j-dy  =0;  donc 


, .rdx  , „ x’dx1, 

djr  = et  ày*  — — 1 

J jr%  • 

substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (90) , nous  obtien- 
drons 

, 

faxj \J  + 1)  fl*’  = fmdx\/  x'+j' 

— fiic afix=  7x ax  + C. . .(91). 


Pour  déterminer  la, constante , nous  prendrons  l’intégrale  à 
Fig.  83.  partir  du  point  A,.fig.  83 , et  puisque  l’origine  des  abscisses 
est  au  centre,  nous  supposerons  l’intégrale  nulle  lorsque 
x = — a ; cette  hypothèse  réduira  l’qquation  (91)  à 

o s=  — Sara’  ,-f-  C ; donc  G = n*;  ■ ■ ■ • ■ 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (91),  nousaurcms 
fixadx  =£  7.x  {ax  -f-  a*). 


Prenons  maintenant  l’intégrale  définie  entre  les  limites 
i = — aet  x — a \ il  faudra  changer  x en  a dans  la  for- 
mule précédente , et  nous  obtiendrons , pour  la  surface  de  la 
sphère,  ',  \ . * ’ . '*  ’ » •*  • »* 
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’.*  i * .**  : " 

- faxudx  ■=,  ?x(l a‘)  ==  4 va*.  . . 

368.  On  peut  aussi  trouver  l’aire  du  cylindre 'dre 
cette  surlacc  étant engendrée parla  révolution  du  rectangle 
AD,  fig.  84,  autour  de  l’axe  AB,  soient  AB  ±a  a,  CA  = b ; Fig.ity: 
l’équation  dé  la  droite  CD  sera  jr  = b ; donc  dj~  ~ o.  En 
substituant  ces  valeurs  clans  la  formule  (go) , on  la  réduit 
à 2(rid.r  ■ et 'en.  intégrant  on  a ’•  ' 1 • ' y 

/'■'  '*'■'/  'V-' 1 ’ .'  - • *•’ J.  J 

foirbdx  3=  licbx  4-  C.  , * , . 

• 1 • * f * * * tC,  '«  % >i^'  *- 

Si  Bon  prend  l’intégrale  définie  entre  les  limités  x — o et 
•®=5a»  on  tifbjive  pour  l’aire  du  cylindre 

%xba  ~ 2*6  Xaii!  eircçiijerence  de  la  base  X la  hauteur. 


y — > °«ité  éqùatiop  donne,  par  la  différenciation, 

= ' *‘<rte='îïr’.et 

Tl  ...  fwéAfr.  /i-atf  A , • uw 


Les  valeurs  de  et  de  dj  ‘ étant  substituées  dius  U for- 

mole  (90),  -fai  ^ *•-: /«  f 

/a**  \Zdx  +dj'=j^  *dx  v/ a’+/7—  -fC  > 


. m . -W-vXfqaX 

L . c s *> 

et  en  prenant  l’intégrale,  définie  «ntrè  lçs  limites  x 
■rrasa,  on ‘obtient  ••  ' • •••',  A. 

. aire -du  cânc  =3  nb  1/  a*  6\=  2x6  X — • 

• .-■  •’  :«cV'\3  *•.  •*<£«♦ 

># * * . • » ^ . • • • 


' * ■»'  , T * . i£ 

^3  circonférence  fit  X- — . 

;•>■<••••.;  • ».  • 


in-ut  , • «*•*,#'  , . 

EiéPS.  de  C*lc.  Jÿjr. 


‘-•Tt  A >»  i * 


;'r 
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369.  Soit  e le  volume engendré  parla  révolution  de  l’aire 
Fi«.  yS.  luixliligne  ABPMautour'de  l’axe  AX,  fig.  j5  ; si  l’abscisse 
AP  =;  jc  devient  AP'  =.x  h , le  solide  de  révolutiou  s’ac- 
croîtra du  corps  engendré  par  la  rotation  du  trapèze  iun>- 
tiligne  PMM'P'  autour  du  même  axe.  Le  volume  engendre 
par  ARMP  étant  une  font  liou  de  r,  puisqu’il  s’augmente  où 
diminue  en  même  temps  que  vfc,  il  s’ensuit  que  le  volume 
engendré  par  APM'P'  sera  une  foucti.on  dfl.a-  -+•  h,  et  aura 

pour  expression  ■ 'U  v*"-  i‘- 

•le  , d’i»  h*  ■ • ’ . 

■ ' ' - V + k + û + ^ *«  P**? 

par  conséquent , si  Fon  en  retranché  lé  vototppêngon.lrépn. 

* » .... 

ABMP,  on  «û*.  . v *tm**»&  f*ü  ' 

. rfy.,  1 dV  b*  ' 

• i ...♦/  dx'î.;  dacv  2 'r.K.i*.*  • V 

« • .•  7%  , t.  . • * V a. 

* \ * • . • . • 

pour  le  volume  engendré  par  PMMJB'-  Or,  rêirolumr  étant 

compris  entre  le*  cylindres- engendrés  p aj  les  rectangles. 
MP'  et  M.P,  différera  moi  rts  de  ;l’un  de  ces  cylindres  qtçî 
ces  cylindres  ne  different  entre  eux  ; donc  , si  Fon  pi  ut 
Mpng  ^Mr'j  dans  le  cj*  de  la  limite  . le  rapport  dé  cés 
. cylindres  est  l’unité,  il  en  sera,  à plus  forte  raison,  de  même 
du  rapport  du  corps  décrit  pal  PMM'P'V  à l’un  dfc  fceà'ÏV- 


donc  le  rapport  de  ces  cylindres  est  exprimé  par  .'  * 

toi  ftfeairt  !i=:fl,‘oii  voit  qne  ce  rapport  r-éduit  \ 

* --'i  ». > <*.  • . 
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t’otfitc  ; il  eji  sera  donc  i}e'  raènjft  du  rapport  du  volume 
engendré  par  PMM'P'  à celui  du  Cylindre  décrit  par  MF. 
Or,  Ve' rapport  étant  représenté  par'  . \ : ...... 

r ' J 


■du  , , • Û'v  h*  , 

Txh  + îPT  + <!U:- 

*{f  xÿh  L_ 


dp  d’o  h'  .*• 

_Xr+  d?S+etC- 


<fx?  •*’ 

- • . , , ... 

on  &,  dans  Je  cas  de  la  limite  : • t - 

* •.  T"*'.  - 

* dt*  . . . • • V- , . • 

• ‘ r-;*4’  v . 

, V 

d ou  Hou  tire  ’ 

■ ' ••  ? S*  ;-/l. 

“V* 

et.cqfm 

ï • Vfraâ’tonlc. . /Tgay  •'  :’-vv  . .v'v.  * 

* 

370.  On  parviendrait  aü  meme  résultat  par  la  coniidé- 
ration  des  infirment  petits*  car  op  peut  concevoir  le  vo- 
lume MON,  fig.  80,  comme  partagée*  tanches  infiniment  Fie 
îumc^a  , paé  dps  plans  perpendiculaires  à l’aie  de  révo- 
lution.; l’une  de  ces  tranches , qui  est  l’élément  du  corps, 
peut  être  considérée  comme  un  cylindre  dont  la  base  est 

le  cercle  décrit  par  y,  et  dont  la  hauteur  est  égale  àTépaiS- 
seur  représentée  par  d*j  par  conséquent  cot  élément.* 
pour  expression  *y*Ax.  4 * • 

371.  Appliquons  cette  formule  à la  détermination  du* 
volume  de  l’ellipsoïde  allongé , qui  est  le  volume  engendré 
par  la  révolution  de  l’ellipse  autour  de  son  grand  axe  : 
l'équation  de.  l’ellipSe  rapportée  >u  centre  étant.'. 

■b*-'  ' ’ . • w.  ’ ”i 

°n  substituera  cette  valeur  de  dans-la 

formule  rr'tîz , et  l’on  aura  * 

> . ftn  : 

18. . . 


• . • • » ' 

7V  CAUW»-  IHKéORAf,.  1 . 

v ■ *•  -t-f  ' ' ' ’O-jfl 

Ç*  . ^«rj^Vlx  :pa  x— (o’  — r ^9  ^ * ^3%>* 

i .-v  ■'••.•"  ••  .*  - , • iV*sÿ> 

.,•»«•  V .J  vl  


et  en  intégrant,  o"n  trouvera 

« , _ •,  " 


f iff-  67 


• , * ••  “ ! • . • 

' *>  * /*  . ’^wJv'a  n , 4 V 

• ./>jr$5 *=.*£ («’* ~^)r^,-'::'..(93)'v'’ . 

Supposons  que  fintçgrale  soit  nuÜc  au  pbiiit 
oÿ  ,a>.=  — a,  nous  aurons  , ' * ' .•  :* 


ii» 


. -G  =3  'w  j > 

**  en  substituant  cette  valeur  de  C,  Téquatioo  (^y^vient 

• ’ i . ‘ . ‘ • • j % 

• • . -b*  / ■ ’ X3  , a ,\  • 

. = *%(?*  -T  *T  I rV-  . 

Faisons  ensuite  xW,  P<>u>  avofcfrnttfcrafe  déGnie  com- 
prise entre  les  limites  x ==  - « et  x ==  * • r «ous  ebUen- 

' j.  > . , 

drons  ••  ' A.  4 a 

. •*-  . fujr'àx  — » — . j « ; 

» 

tel  sera  le  volume  de  l'ellipsoïde  allongé.  Si  b = « , *. 
volume  deviendra  celui  de  la  sphère,  cl  aura  pour 

x.'t  . . . */'  f ■ I ■ ^ *'  * • , * « 

pression  • , v .r  ..  • ••  ' 7 • * 

...  k&m  ?***■«»*=§  du  cylindre  circonscnt. . ■ 

3 3 o 

.Déterminons  encore  le  volume  du  parabolo.de  de  ré  vol  ut.  m. . 
Pour  cet  effet,  prenons  la  parabole  de  tous  les  ordres  pou. 
génératrice  ; l’équation  de  celte  parabole  nous  donne,  a 

~VÏ-  <->••  'V  /.?-•  M;  ' 

l^i-nfcaa^ffiag  v^a-w.  -»•** 

tiendtons 
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a7j- 


'VhW>. 


*n+m 


r . „/sr  » Wra’JT  - • ■ 

+ C‘ 


*7"  ~ aT'T . 'ce  qui  est  l’équation  de  la  parabole  ordi- 
i »n n c- , dans  laquelle  <ï*  tient  la  place  de  la  constante  p de 
IV. (nation  de  cette  courbe.  Dans  cette  hypothèse  on  a 

.x*  ' • :W  "'-  "v 


i . or’  x 

v n tra*  — as  w«'r  — 
a '3 


*•  • • * - 


2- 


Or,  »j-*  étant  l’aire  du  cercle  dont  PM,  fig.  88,  est  le 
rayon,,  l’expression  i*jr'..x  représente  la  moitié  du  cylindre 
décrit  jjRr  APMB  autour  de  l’axe  des  abscisses  : donc  le  vo- 
lume die  1 a parabole  ordinaire  est  la  moitié, de  celui  du  cyr 
Rtrdre  ssjyrioaactrt.' ' 1 •'  s ;tjp  '*  >** 


Kb.  ». 


é • t * • t V V-  . ,/  ^ 

< De  la  cubaiure^des  cçrps  terminés  par  des  surfaces  . 
courbes,  au  moyen  des  intégrales  doubles. 

' v ’*  • ' J ’ ‘ 'V  V - ■ 

iji.  Proposons-nous  do  détermiiier  l’espresSipn  de  la  différentielle  Fie  80 
dun  volume  temiiiié  par  U lie  surface  dont  l’équation 'est  donnée.  Soit 
E13GB  ').%•  89,  un  Volume  compris  dans  l’angle  des  axes  coordonnés  Ax 
et  A* ,ft  terminé  par  un  plan  DCG > Haraljéle  à celui  do»,*  : si  x 
devient  x -4- A,  co  volume  s 'accroîtra  (l’une  trqncbe  UD'CC1,  dont  l’épais- 
seur  sera  A;et  en  nommant  V'cé  que  dmieot  alors  le  volume,  on  aura 
1 * . .,<■  , ... 


V'_V  dv 

- dx 


v(yi)- 


t V 
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Nou»  avons  d«?j»  fait  ataea  connaîtra  le»  méthodes  des  lipiites  et  dos 
infini  mens  petits  , pour  [que  nous  ne  craignions  pas  d’employer'  ici 
quelques  considérations  tirées  de  dette  dernière,  afin  do  je(er  plus  do 
jour  sur  cotte  mqtiéro;  on  pourra  -epsuite,  sans  dilUcullé  , reveuir  aax 

limites.  L’équation  fgjfl  non»  montre  que  ^ eit  le  coefficient  differén- 

■ \.r  * ' - \é  , • ' 1 

Ve1  -lui  détermine  le  volume  j pàr  conséquent  la  dtÂeréntielle  est  ~ dx  : 

. ..  . . , i.-  . ; . ••  - ■'  ■.  « 

«otte  airicrentielle  n’est  autre  ehose  qu’une  tranche  infiniment  mincu 
DIXCG'FG,  dont  dx  sap-nit  l’cpaUseur.  Si  dans  qetto  tranche  oit  fait 
varier  y,  elle  deviendra  infiniment  mince  dans  In  sens  des  > , comme 
elle  Test  déjà  dans  celui  des  x;  et,  par  conséquent,  elle  se  réduira  à nu 
petit  prisme  élémentnira  It/Kd?,-  dont  « sera  le  hauteur,  .et -qui  aura 
pour  hase  FGKÎc==  dx»!/-  ; nous  aurons  donc  ’• 

' • d»V  • ' .* 

équation  qui  nous  donnera  V .i-'çé’*  ...  ^;>v 

d’v.  _ . . . 

1 . • • . ^ jdxd r . v. . V.  . .1  * . • 


/ ' - _.  «g  | . « * i 

v V '*V/  ,Z  jï-.y.+'J'rA  »<■ 

remplaçant  ’»  par  sa  valent  tlréo  de  Inéquation  de  la  courbe,  celte  valeur 
>r<T,  cogctWlrM.,  nno  fonctlou  de  x et  dey,  que  nous  ^présenterons  par 
Mo  et.  ndus  aurons  . . ■> 

.toïC  V*t  oWv'  • d»V  éfa.*»  • 4 

Tn — .=  M: 

.. 

* “ 4 


». 

U notai  LUI!  C^4#i  est  daiit»  lu  premier.  membre  nous  montre  qn’on  est 

parvenait  l'expression  de  la  difléccntiello  de  — , en  regardant  jr  comme 

variait^  «t  x comme  constant  ^ la  méutollypotheso  devra  donc  avoir  lieu 
lorsque-,  par  uno  operation  inVéésq,  nous  intégrerons  ; mais  qlops  x 
étant  traité,  comme  une  quantité  constante,  pourra  se  trouver  dans  là 
constante, qu'on  doit  ajouter  à l’intégrait.’ Nous  regarderons  donc_,  en 
géqeràl , cette  constante  comme  line  fonction  dé-r  ("etWi  la  représentant 
par  X,  nous  aimons,  pur  uné.prcmièro  intégration  , . * . 

• .’  dV  f,  *'  . * . 

■'  \ |rx=,JCMâr4.X.:.-.  m-  ■ 
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, * • « ' ' ^ 
Pour  exécuter  la  sec'jii'ir  intégration,  nous  rt) ma  rouerons  que  la  uotaliou 

jj-  urtmlre  411a  la  différentielle  du  volume  doit  fttrvjrrisô  on.  retordant  x 

comme  la  aqulc  variable  : noin#derons  donc  conserver  la  mémo  hypo- 
thèse dans  l’intégration  ; ainsi , en  représentant  par  Y la  fonction  der-, 

*1  * 1 i remplacera  lu  constante , et  en  multipliant  préliminairement  par  dx, 

tenir  changer  le  coefficient  différentiel  en  une  différentielle , nous  trou.- 

, . ? ..  V - v>  +>  F ..  « • ■ v ■ • - 

verons  * f ,• 

Vea  fdx (jmyA-  X)  + f . 

‘ ^ ,f  * ’ • 

hi-  Jj’ordra  des. intégrations  «tant  arbitraire , on  peut  indiquer  ainsi 
" les. 'opérations  que  nous  venons  d’exécuter  : * 

’ ^ = ffxàfdr..  .'.  .(gfi).  . • • 

1*  “ 0 \ ./s  T* 

Î7V  Pour  donner  une  application  do  cetto  méthode , propotons'nous 

d*i  trouver  hjvoliqaie  de  là  sphère  : l’équation  de  là  sphère  étant 

. ^ -r  ■ -,  ' • >.,**..•  •#  ;/>/• 

«•  +/,+'i>cfV  • ’ Y 

> » » -|  ‘ • 

«n  tirera  de  cette  équation  la’valeur  de  r , et  en  lu  niettant  dans  la 
lotmole(jj6),  on  aura 

; ; 

f/sdady  -eu  f^jJtâx_=xfAffdx\/',>  — x<  —ÿ‘ . , . . (97), 

comme  constant , et  appelant  "A»  la  différence  r“— J-* , qui 
est  essentiellement  positive,  puisqupr.  surpasse  toujours  y,  nous  trou- 
> Orous  d'abord , en  Intégrant  par  rapport  à x •' ï • ' ' •> •' 

..  . . "’J  x - 

‘ V'dx  \fr*  — ,f  dj-\/A*  — x‘  ; * 

^ — • « 

or,  d’après  liartiolo  u8a , nous  avous 

.....  r ' *'•*,,  » 

= or>  4-  - • 

2 t.  2 V 4/ 

«*t  fin  mettant  la  valeur  de  A»,  on  trouve 


..A 


. ■»»,  ••  • ■ a ’ m 

J dx  * V/^-x'-r1  +l(r>-.^.)arc(' siha:-  * ...  Vy  , ~ 

• . - ■ w * ' 

Pour  prendre  l’iutéGrale  définie , observons  que  la  constante^  étant 
représeuteo  par  AP,  liG.  9<. , tous  les  points  que  nous  allons  déterminer  l’ig.  qo. 
par  cette  intégrale,  doivent  avoir  leurs  projections  sur  la  djreçijon  do 
1>W;  car  l’un  quelconque  dè  ces  points  ayant  la.  Variable  s ponr  01 
donnée  , auia  AQ  et  pour  ses  autres  'cyprdonnécs,ot  alors  QlS^na 
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éÿÿ  à la  constante  A^ . et  I autre  coordonnée  AQ  , dirigé  difcs  le  sens 
£es  x , pourra  être  remplacée  parl’N  :.de  sorte  qu'ep  Comptant  lej  1 sur 
la  droite  PM , les/  seront  douslàns.  Prenant  donc  l'Intégrale  de  P en  M., 
c’est-li-djre  depuis  rte*  jusqu'il  x =Wt  = V/’  ’ — r*  i nous  substi- 
tuerons Mieressivenlent  àV , daus  le  second  membre  de  l'équation  (98), 
le*  valeurs  x sa  {/'rî—  jt»  et  x = o , e!  retranchant  îèsocond  résultat  du 
premier,  nous  trouverons  , pour  l'intégrale  définie , * 

, •. 

- (e*  —>»J  arc  (sin  *=  r\ 

* 4 -,  » \ • é , 

et  observant  qùoTàro  dont  le  sinus  est  l*ünité  , t'àtf»  hrqiqfrt  de  fe  clr- 
eonférence  représentée,  suivant  l’usage  , par  it , cettê-thtégTafé  définie 
.devient  . . ‘ ’ 1 *• 

.r’-.<V  e i ■ •••'■  . T-*"  'J*.  '■? 

cotte  vmlètir  de  'fàxÿ -r*— x*-*->téiant  élibeflïuee  dbrns  l’iXpartioh  (9$, 
on  aur*  -y  ' 

//nirdr  = ^<r/(c*-Tr^}<l/  = ^v^e>rw-'Lj  +\i\  . 

, ot , en  intMrpnt  depuis 7'—  o Jusqu’5.r.=  p,  on  trouvera  ' . 

S0'  . K f j avr>  1 

Tel  mm  le  volume  qui  reposera  sur  le  «fuart  do  cercle  BÀC , ei  qo» 
sera  paf  cobsc^ué  nt  le  huitième  de  fc  sphère.  Axiome.' 

De  la  quadrature  desy  surfaces  courbes,  aU  riiojen  des 

- • , intégrales  éditée fes.  -,  • ’ , 

■ ' . ' . , ••••  -}  • -.V;- 

*•  d„  . 376.  Soit , 4ût..«9  , KDCil  = S',  une  surface  couche,  et  supposons  que 

r,B'  “9  ' dS  il' S h* 

l’abscisse  xs’adcroissç  4e è;  cette  surface deriend ra  -j.H-etc  ; 

et  dans  le  ces  de  lu  limite , le  rapport  de  l’abcrcrfssemcnt  de  1#  fonction 

* dS  \ 

• S à celui  de  là  variable..*.,  se  réduira  a^i  d’où  l'on  conclura  que  la  dif- 

• ' - e ' 

*'■  fërentielle  est  — dx  : celte  différentielle  sera  représentée,  dans  la  figure, 

h bande  lrfi'ÇC'  d’unelargeurinfiniment  petite.  Si  ^ansüD'CC'  on. 
falt  maintenant  varier  y . cl  que-/  derieime  encore  infiniment  petit , la 

baude'CÏWiÇ'  sc  .Bjàuira  i TOPiI't  ot  aura  pour  eiprçssiop 

Oyc*hc  surface  DtJ'IP  étant  infiniment  pelltéyon  péul  la'. considérer 
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comme  platie  ; pur  conséquent , en  la  multipliant'  par  le  cosinus  do  «on 
inclinaison  y sur  lo  pial»  des  xy,  elfe  égalera  dxdy  (note  <attziême)  ; nous  f'G-  89* 
aurons  Àorie 

> ' PD'Il'  co*7  = drçb,  ...  * 's  u.*(, 

^ ■ d»S  . 

d^d"r-r0<?,>  = dxdr;  ' '* 

d’gù  pou*  Jijoao*».  .,.  * • ' ... 

- W 


P <u 


I 

C08  y 


Pouj*  déterminer  la  valeur  do  y>  6oit  Ax»-f-  tiré"  Ce  -4-D  = oh  Téqualfon 


du  plan  tangeut  ; uoub  savons  que  co  plan  fait  avec  le  «pi, 
angle  qui  (2t  dorrtié  par  réquation  {noie  douzième) 


lan  des  xy  un 


C0S> 


. . J|l?  . t y ■ éî».S  ■ ■ J*  , 

Si  nous  considérons  doue  Ar Rr  + Ce -t- D = o comme  l'équation 
dù.plan  tangent  aii  point  do  la  surface  courbe  dont  la"pfojf*tion  est 
d-rd.r,  nous  aurons  î . 

■ • &w~iSHgr-~»  : 

* ^ ^ j.  . 1 * 

Pour  déterminer  les  coefllciens  différentiels  qui  entrent  dans  coite  ex- 
pression f nous  remarquerons  qu’au  point  que  l’on  considéra,  le  plan 
. langent  se  runfond  arec  la  surface  cqurbç  , dont  nous  représenterons 

1 ' 1.  1 1 d z ds 

) 'équation  Tjar  : =.fl* , j\  ; par  conséquent , les  valeurs  de  et  do  ^ , 

qui  entrent  dans  l'expression  de  cos  y,' doivent  être  regardées , arl.  yj, 
çvér.me  tes- mêmes  que  celles  que  l’an  déduirait  Immédiatement  de  Pé- 
quulion  s •zzfdyx , y).  Ayant  donc  lait  ces  substitutions  , oïl  iutégrera 
ensuite  deux  fois  Péqqation  (99) , mqjtîpliéo  par»t*t^r.  opération  que  pig, 
norts  indiquerons,  comme  précédemment , par  un  doublé  sigoed’inté- 
gralfcn et  nous  auéqns  ■/i.'.'  ‘ CT»  »■'  ■* 

.s^^dab-v/' ■+(£  y+(iÿ- 

3ep.  Pour  donner  tfhe  application  dé  celle  formule',  eberehons  é dé 
terminer  l’expression  do  la  surface  de  la  sphère.  Son  équation  étaut 

• * .r,+/,.+  «,sçr,.''.,i  (tOO) , • ...  -i  1 a 

«bus  la  différencierons ètnous  trouverons , apres  avoir  divisé  par  i , 1 

’ *.  ' '» ' ' '■f-.Vd  ' • '<'■!.* 

. t • ri»  -f.  ydy  4.  sds  ±=  o‘,  ' . ' " « 
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• r 

«fa.  ,.i  cakO*.  iNréoor  v>t  «:  '• 

A 

«L'^iViiou»  lirerpns  ’ 1 • * * .»*.,*  *•* 

' . dr=--dx_-d/;  J.., 

par  conséquent  .'■«  ‘ ' / 

. i • d*  x ds  . jf y • '• 

di  = -ÎV  d?  = ^s‘ 


’rl  par  conséquent  nous  aurons 

- 

St*  ..  » ^ . <j.  • 


é.«unt,i.  ^rde,j9D  eu»  ; ; 'j  ,r.  ,t  .*y 

~7dTv  ÉÉÉÉÉ 


. -i  » _ * 


.//drd^  y/ 1 4- 


. ■ r . 'ù  L «.  •* 

et- intégrant,  d'après  Tort.  aj4,  nous  aurons  , on  ajoutant' une  constante 
fonction  dey,  , .;:v  V_  •'•  • - - ; ‘ * • * " 

■p-itls-r-  orcsin|-^Ÿ;  * , 

..  JV*-** 

mettant  la  valonr  de  A,  et  prenant  ensuite  j’iiité^ftiîe  définie  depuis 
jt  = o jusqu’à  .r=|//* — >*  j il  viendra  • . * 

^ c ■ **•  . t.:  • > 

I *■•>  “■»  j^rr-  = V®  [»tfi  =i)  — r cueonfri  fnec  — -y  • 

J V»-— 4 . ; J 

. t _•  • ■ 
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cçito  valeur  Otant  substituée  «tans  l'uquatiun  (101^  nous  donnera 

rr  ’rttiy.  nr 

I /ï^  =}^*v.V : > 

. • < ••  . . ■ , . v , -,i 

en  appelant  X la  constante  qu’on  doit  regarder  comme  etc  fonction  de 
, -7'î  prenant  ensuite  l’intégrale  définie  entre  les  limités  y — n r > 

nous  trouverons  onfin 

" ■ >'  ■ 

* IT  rlixdjr  i • , 

• ' y / tt1 — 

/ ’ Vr'— **— 2 

• ' »t  J-’-- V"  Vyy  • . ;1  v ***«  - 

Tejle  sera  la  partie  de  la'  surlace  sphérique  comprise  dans  l’angle  formé 
par  les  a ses.  des  coordonnées  reot^gnlaireS  x,  y,  t,  c’est-à-dire  la* 
buhièdie  partio  do  la  sphère. 

’ ■*  - v Y~  ‘ 

De  l intégration  des  jonctions  dê  deux  variables. 

* * ' * . *,  • • 

370.  Les  deux  méthodes  principales  que  l’on  emploie 
pour  parvenir  à intégrer  les  équations  différentielles,  qui 
idntiôhnent  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  variahlès, 
consistent,  1".  dans  la  séparation  tics  variables,  pour  pou- 
vôif  letir  appliquer  ensuite  les  procédés  usités  pour  une 
seule  variable  ; a",  dans  la  recherche  des  faetebrs  propres  à • 
rendre  une  différentielle  exacte.  C’estpourquoi  nous  allons 
nous  Occuper  successivement  de  ces  deux  méthodes. 

De  là  séparation  des  variables  de  l équation 
linéaire  du  premier  ordre , et  des  propriétés  des 
fonctions  .homogènes.  • \ ’ 

\ • * * . .....  V .• 

38b. -Nous  avons  vu  que  toute  différentielle,  pour-etrc 
intégrable,  devait  être -de  la  forme  çxdx;  ainsi,  on  serait 
avété  dans  l’intégration  d’une  équation,  si  elle  renfermât 

dés.termes  tels  que  r’dar,  xydx,  y,  etc.  Cependant,  il  ne 

faudrait  pas  conclure  que  l’intégration  est  un  praticable;  car, 

si,,^lrtk's  <>l»er?hous  algébriques,  o«  pouvait  fairç  èn  sorte 
* 

• * ' 


*84 


tiiLCUl,  utr MA-  *'  • I * ’ 


que  tkaqqe  letiae ne  contint-  plus  quUine  seule  variable, 
l’intégrapon  pourrait  s'effectuer  ensuite.'  L’équatjôn.. . 
xfo  fc=  « est  dans  ce  cas.  En  effe^,  si  l'on  divise 

cette  équation  par  xy,  elle  devieht 

» ' K * ’ ;*  4 ' ''  } * \ i •;  * • ,Sk 

W / , *r  + te  o-  V>--V  • • 

• • . • s r , x , • *<''"*:• • • 

et  en  intégrant,  elle  dpnne  hjg^  4*  logi-^  et  en  repré- 
sentant par  A le  nombre  dpnt  Ç est  le  Iogarithmé,  on  peut 

écrire  dogV  4-  loga:  = log  A,*  et  par  conséquent'  •' l . » 

**.-  ••  ' s '■  # jrjfc ■■%«*»■  1 >’ 

..  , loga^  lbg  A ;v -'7 

|^à»aut  oui  nantbrcé , 'pu%a  ( y*  •» 

••  '•  - ' jty-  =®7  'A*  v' :•  , 

.*'1  '*  f '"s*'.'  V'  '•  M \ ’ ' # 

'.  3j8t.  Soit,  l’éqwiiçu  p*us  générale 

.V/,"  Fjr.jMf-sé 

péür  séparer  les  variabJér.‘oà  divisera  joètte.çayatîonpar 
të'/Fr'  -iillotr  t'ro’ifWra  "i  * ' • . 

Ah.ff.-  -i  4 .*  v.  '*  ’ *» 

^V>»  / V-  • 

■ ,>,r-  <- *■ 


■ .■  j.  ■ •• . « 

v ■b'T,*^o,'  . . 

•«  ««B.  /V<V - a .V'-.sV. 


:es. 


'.SSi  Pour  en  donner  «tr  exemple , proposons*. nous  d’iu- 

hsgrev  * . v*  *;*•  . . ' •'■'•  . . -ï;  ’*  * 

O -a-  ar*)4r  = 4»  'f&f  ’f‘. 

en  divisant  par  (i  -f-,  ^\fyk  enffUra  ; .*  * /.  • 

«♦‘Pj? ' '*  I.ÎÎT"  i-:  • ■ - * • 

■/MV  < >•  / •'-  .-■■.‘dr;,  ),  - ;V.  • *£  ••S.;.- 

;V:V 

et  qp'ùitégrant  :,çe(te  équation  ,•  on  ojitjteudra  w . 

*»  • V»  » • . jÇ»  y ; T ' * . ' 

‘ V v.W4f  *.  « .• 

»388.  T^rfâtlpateraiC  ehcore  les  variables  pàr  'la  divfsipn 
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de  la  «ie Action; t>!H  Va»ublès. 
dans  la  formule  * 


m 


rpxr-ïÿ-;  t*  -f-$V  F y.  Âr'±6  -, 

5#w  éèia„  'il  taffirnit  tje diviser  par  étî’on  aurait 

'• , •’.*  ■ v "*•* '2^' rlj(f  -à^»’ «£►  jjj  lT'f?  ‘ J?*  ■’ 


a -ri.  ' 


<P  * 


Ce  procéda  est'  applicable  à l’équation  , 

x.>dx  q-  (3j  -f-  i>djr^,'=  o ; ... 
car,. si  on  la  divise  par  ÿx/x3,  on  dbtieht  * 

V/af?  • 1 y Jt 

3Ô4.  L’intégration  pourrait  encore  s’effectuer  si  la  pro- 
posée renfermait  pins  de  deux  variables  , et  qu’on. pù i l» 
ramener,  à ne.  contenir  dans  chaque  membre  que  des  dif- 
férentielles dont  on  connut  l’intégrale ,, -comme  seraient , 
par,  exemple,- les  fonctions  ' -• 

. : ; r*!£«r;-  Àr 

qui  obt  respectivement  pour  intégrales  - et  xy. 

v.  > ■>' . v-.V,  ’>  t.'  wi>  :Tri' v tu.vsT  un 

• V / , t 

385.  |1  est  une  équation  impartante,  dans  laquelle  la 
séparation  do.  variables  * effectué  par  un  procède  très 
ingénieux,  c’est -la  suivante  t ..  • . 

• **  '■  dy  - fr  ï^&r  = -Qdr. ftba)', 

çfi  P é^  Q Sont  der  fonctions  de  x.  ‘/T  4 

Pour  cet,  effet , où  égalera^  au  produit  des  deux  indé- 
téritjitaëes  X ét-  *,  ce  qui  donnera  r! r’ • Y f ■: . v 

' . • y =>*X,  * ojr  ss=  xdX  -J-  Xdz  j • , . 

•substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (102),  on1  la  trous- 


o86  •.  . lüTÉosatt  • 

formera  en  . f.  ~ , Y 4 

*dX  4-  A'(tLz  + Prd^)  = Qd.r.  * 

.,X  étant  arbitraire  , on  déterminera  cette  fonction  en  égav 
lant  entre. eux  les  termes  qui  ne  soht  passons  la  parenthèse, 
ce  qui  décomposera  l’cquation  précédente  en  ces  deux-ci  : 

X(dz  4-  Pzd.r)  = o , zdX  = Qdx;  . • . 

la  première  donne 


dz  , 
» 


ou  logz  = — ffdx , r- 

* • ♦ 4 

ou  , en  observant  que  loge  équivaut  i l’unité , 

* 

• _ t • * — /p3Sp  >‘ 

logz  = — /Pd.r  log  e=  loge'  : 

A.  s*W- 

passant* aux  nombres,  on  a . 

i , — t-, 

* ’•»  * ■■  “■  “y 

— • •*>  . ,v  * *•>  y. 

on  tite  dé  la  seconde  : . W>.*: 


,v  Qdar  /M~  , 

dX  = = Qe  ..^dat;  .... 

z ' * - , 


onc 


.,,-4tw,,*fckT 


/Pd^ 


v».  T , v ^ ■ ’ â-.<  - ■’  • ' ■ * •' 

mettant  ces  valeurs  de  z et  de  X dans  l’équajion 

S',J>  ■ Yriu-Kk'^ 

...  lan  ÙOcnBj*  i&iaéûx  ^ 

-**d Tf  jvë**lt*  4«aS 

Xr=  c U 0e  d*  -K  C/,,..  (to3).  . 

Cette  équation  porte  le  nom  d'équation  linéaire  du  premier 
ordre;  nous  en  verrons  la  raison,  art.  45p.  ( 

386.  La  séparation  des  variables  peut  toujours  s'effectuer 
dans  les  équations  différent  iellesdripremi,er  ordre  à deux  va- 
riables, lorsqu'elles  sont  lioiiifigèncs.  Uné  équation  Itbtno- 
gène  est  celle  dans  laquelle  tous  les  termes,  considérés  par 
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rappiH-i  aux  variables  , sont  de  mêmes  diWMWaimt 
1 équation  » ...  • "■  . • ■ • .*  . ■: 

. . >>ÿWo  ' .V^r-;v'v 

est  une  équation  bçnôgènj*  » puisque  b »ow«è  d^s  expo- 

n iic  rl f*  “y*  of  - 1 . « >•  i • • • ^ 


j 

■ *C» 


mansions. 

L’équation  •"  \ : , 

— ti#*  -f  o 
est  aussi  houiflgèue  , puisque  la  somme  êtes  exposa,*  des 
variables  dacs’chaque  terme  est  a La  variable  * n Vin t.e  • 

|“S ■'  M®'.-***  W»»«c  »ri»L>l« 

peut  etre  eoiMiaéteé  comme  élevée  à la  puissance  iéro. 

3%.  Soit,  en  fjétrçral^j!  *te  Wlioa.de  ± t(  de’  r com- 
posée de  fermes,  homogènes  , tels  q\re  kafft. , . B**"  y? 
C*'*r\ etc  Si  npus  rep^senmnrp»,/,  V Sterne  desbapo-  • 
sans  dax  et  Ae.y , dan?  un  de  ces‘ terrais,,  no  us  aurons,  eu 
vertu  de  1 .«  V-^  w,.< 

Cela  posé,  si  nous  divisbns  tou  s les  termes  par 
lUc  subsistera  encore , <r»fc  tertap  Aqf/r  deviendra’  . JT- 

'A>r»  A^’à^V.'  /*m  Y.  •"* 

^ ^Ax- 


.isér-e  / -jj 

f6  *Ue  nqÜS  dU^nsde  «-  pouvant  «s’applique,-  à tnj(S 
tes  autres,  nous  aurons  doue  * 


• • f ^ 


2 

‘ .5* 


et  an  disant  ^ 3t, y , cje.Ue^qnj^iou 


'ïV.’C'  . *’ 


îk  . 


; ' • ' *'!Çy  p*  f,  ; 

équation.  <ju’on  peut  écriVe-ainsi  j 
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208  . . ,CXVCBfc  pirènnkL,  ' ■'  • • 

, ...  . Q*f»  s=**G<-  (ro4)f  * ' • ••  '* 


» !.. t . - H . . ■ -I  J . > 

dans  Jaquette  les  coefficieps  M et  N sont  «ks  ffiuctiqns  ho- 
mogènes de  deux  variables  x et  s d’une  dimeuMou 
, En  divisant  cette  équation  par  xf,  elle,  pOwrfa  dqiic  se 
•mettre  sous,  la  forme  • *•.. 


dx 


vtt  i>  ,?  Av 

et  À bous  faisons £•»..**  cette'  équk^: aêtienttii’'; 

y»  'àw*  •+•  «v *•'  *’  >*t'.  w;,‘ 

ouplritôt  ■i.-’.iV’  1 *•  ■ H '\***- 

t 4.  »’'•  r-  ••  $Ü  ‘ïi'  O...  (t^.VV';,!'' 

. _ • . \U  ^ '.-y  • • 

Pour  achever  d’élimluer  j au  moyeu  dd  Pétjfditiott*^i±^z, 

ou  plutôt  ÿxx^x,  nous  differençkrdnscettV defujèr*  equa- 
tfe  tiosr,  «t  nous  obtiBudfuna  • v > I ’•  ù>*'t  •••  ’-.'V  ' 

çette  valeur  réduit  féqtéalion  (ioS)  âi 

: r • \uùr^iï  *»*,i  • "*'•  ‘*d*\  «•Sf'*  : r’1*  *y-  •vv 

. d’où  Ton.  tire  * • " ‘ * 

xAz  <P*  -t-  aF 2j 

d#  Fs  Fs  - ’ • 

, . . . .. . rjr  . ■ •*  ■:  « l*  y>  ’ < 

et en  séparant  les  variables,  /* 

• ' ; da:  •'  y-  dsFs  *•  J 

3T.T  *Fi  . i'- 
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et  par  conséquent.  ™ 


. **  , 

• log  x = _y: 


P*  -f-  zFz 


, / w ■ s»> 


i v •■  ^l«r  — A*'»  nous  trouverons 
dr  =s  «da:  + xdz, 

et,  en  substituant  ces  valeurs,  l’éqoation  deviendra 

x'zdx  + x‘dz  = l’x>dx  4-  zx>dx, 

réduisant  etdïvisant  pai  r*  fertenr  ~L 

P 1 ’ tacteur  co««mun,  o«  obtiendra 

f’  ' . ’•  ; -îfdr  ==  z^d*  ; . 

celte  équation  .tft»iafc>,  a,  « p.,  *,  do„e 

, /...;•  *■•,-.  ••  :. 

• •vr  ’■  '*  '••  •*'  • Jf  . '•*»*«?  ;;•• 

et  en  intégrant,  on  \£  '• 

* ’ *.*  ’ - 1 I ' « . ‘ ' 

< V *.  r.  * 


l#ga:  = ^.I + C 
» z * 


% * f J ,1 

i J — f~  C = j.r 

j£  , . 


V-  Prenons  poqr  seçond.  exemple  Pétition  V ,*  ‘ 

. jrx  *'  ••-- 

~^~rr  ^ i v-  _ • ; » 

eu  faispnt  disparaître  le  dénominateur  on  v«i»  a ai-  , 
termes  de, cette  équation  sont  de  l ’ r ? <^Mft^ous!cs 

»...  JT-**  •>*, 

n dus  don^ena  60  rédfclsan‘»  «^«e  équation 

'b  i^vt'i «;çe  ^ ,£» 

..  . Ar  _ • 

*(Trf’V 

^tém.  de  Cale.  diff. 
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mettant  poûr  4?  sa  valeur  tirée  de  l’équation  y e=  tx, 

on1  aura , . ; 

• xdz  *(t  -r  s)  • * 

c-  - » . *+  d?  = ~r+T  '’  : ‘ • 

* , 

transposant  z dan*  le  second  membre , et  réduisant  au 
même  dénominateur,  on  trouvera 


x ar* 


et  enfin  , 

lng*  = - rif-T—  = -—  -;logz-f  C 
^ J 2Z%  J • 2Z  2*  . 

• * • \ * X Y 

> : ^-no«i+«-  . 

• . ..'  ■ -1 

5gi.  Lorsque  l’équation  proposée,  qlatrte  led  termes  AxP^i,-., , . . . . 
BxP'jt'  -+•  etc, , contient  des  pcdynoraeg-tels  que 

(Mx'-J"  4-  Nx”><'  -b  etc.j*dr,  ■+■  Qx'V»'  4-  «te)«dr, 

les  variables  seront  encore  séparables  si  JV»b  0 ; '**, 

. » •-*  • 

p 4 q^p'+l'  =js'(r4- »)*  = (r'-ê- O *“(**♦-  »)  1 = (<'+«')  1. . ..  (to6). 

Pour"  lq  démontrer,  faisons 

.*  ‘ (r  + é*=*>  (r'+sr)kr=H.....  (tcyj), 

ét  divisonsqijtr  jr*  tous  le*  terme*  dn  polynôme” 

(Mxrr*  4-N*‘r'r''  4-«io.)*> 

te  polynôme  deviendra  . * 

\ r v ^ , V./.' 

+ V ' . r * .i  * , /*  * 

Çjr,  Içi  équation*  (107) , ooui  donnent 


ï— r«s»,  5—  f'Sriÿi 

F T * V 
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«$MU^^vaJwin  dapp  ï’ «pression  précédente , nous  tsduvenoas 

ce  qui  prouve  que  lorsque  Ica  équgtleos  (t«6)  qnt  lieu,  te»  polynôme» 
^iev^s  à des  puissances , se  .réduisent , comme  les  autres, termes , à dey 

fonëùdnir  *•?:  > * •'.  .**;  : i • . /l  , l-  «*■  r 
*-y  *'*"  >';-•  * • ...  *;  t 

Per  conséquent,  en  faisantes,  ou  plutôt ,.  >*c  4» , l’équaüenf^*ui 

se  réduira  i «me  fo/rctioa  de  r.  Eoar  en  Qoauçr  un  exemple’,  soit 

‘ , «fcr— yàx  — àx\/r*—r',...  {fo»). 

Cette  équation  écrite  ainsi  , * '*'■.•  *** 

* v • r ^ 

— $*■&&£  ps^br  («iÿ* — x°j  ’)?,  • 

on  voi  t que  les  équafions  (fu6)Sapt  satisfaites?  ainsi , noua  ferons?  =a«, 
et  par  conséquent  * , 

• - ••  '**'2  . itf.  ■ * rs  .*•' 

• '■•«'!  ? 

substituant  ces  valeurs  dan»  équation  (io8J,  réduufent  et  divisant  par 
te  facteur  commun,  on  obtiendra  -.  *•  *"  ;*  '**  . ..  . 


et  par  conséqueh* 


x ;* 


r- _ 

tiyy’y'c-r  ■ • <•,.  ..*\V «r***’ 

intégrant,  on Ifûwwé^  art.'  * jâ , 

U’*  -■  '-A*s'  \«vv  - ,..  t"  ; ,,  -, 

'.  «•  *> + s,.  ; .... 

ou,  en  r«tBelt4qt  la,v*Uur  <je  o,  . •; 

. • ..v  **^e=  + e, 4 

39a.  EugërtérlJ,  lorsqu’on  a unefonttion  hotnbgèjTe  des 
variables t,  jyz,  etc.,  où  peut  toujours  séparer  l’une  des  va- 
viaSies,  par  exemple  r,  eü  faisant  r = fcc,  z = ttr,'etë.  (*j. 

— ; — ; v--—  .-s  ■ . ■ — ; — 

■ I *)  Voici  ce  ealcnj  - OUii-  Kd^sf.  P^j  = o , une  équation  ho- 

mogène, dans  laquelle  M,  P , sonl  des  fonctions  des  lyoi»  variables 


l*,*is*  • V 

. I * 


aqa  **  **  A‘r  " *’  . . 

3g3.~On  eutpldie  quelquefois  des  fcxppsàfts  iadétefmihès 
pour  rendre  UBedquàtipo  homogène  : soit,  par  exemple, 
l’équation 

\i*-_  . » ' ar*lx*dx-+  bxfix  ■+■  cx^d?»  x?  o; 

.<  vi  %■ . , • «••  ■< .*  ‘ . <* 

on  supposera^  = **;  et  gomme  l’exposant  * u^  P»?  mte 
variable,  mâjs  une  constante  inconnue,  on  différenciera  par 

iWt.  18,,  et  l’on  aura  '• 

1 . 

* d V = ëc  y*  = i*"; 

* . » » * y ■»•,  » ■ f • 

, p-  • • * * * •?</>  i,  » « 

en  îml>stituantvon  obtiendra  .*■:“■  • ■*  ^ ,t 

' , . «xu,*Jdx  + £i«d*  +,eAa??e*_,cb  =:  o s . 

cette  éqpqtion  rewjaomqefebë  si l>trt  ^ 

im  -f-  n =/>,  ? + £-*  i ==p V ' 

■ %*  : ;l.y* 


»,  v,.'  ï • 

.r  ces  fonctions  M , 1^  ? oûnÜeudM»* 4es.te»m«i  tel»  que  ^r^r> 

brt'rï»r',V~tf‘uyi”zr",  étl’on  «ura  Ffêft téy-$l!$-,/—P’-H"+r“=n\ 
Si  dans  l’un  <te  ce»  termes  ,J pat  exempte  , dans  AxIÿ’W.  on  substitue  les 
valeur*  rs=  <x, •*=•«,  ce  terme  deviendra  • ■* 

. kxPiixi*xr?xx**i+r  x Att*1- = ; 

li  mimt  chose  ajant  lieu  pouf  leé  autres  termes  , il  l'on  f substitue  1m 
valeurs  de  y et  île  s,  l'équation  Mdx  ^^dy  -f  Wfaat  *#r« *?.  *><** 
facteur  coznmuti  ; supprimant  ce  facteur  ;«t  observant  que  d y et  11  *e 
changeront  an  fl.tt  eteu  d.^,  elfe  prendra  le  forme 

*(*,  + F uy4.«ttdrè;''*^  • '• 

u»,jwi  exéqÿUat  lés  différenciation»  Indiquée*,»*  aura 

' u)  F‘(«t  *>'(«1*  + **<»/<**.  *> (*d* -p  »dk).=  o;  ^ 

■ > *V 1 .1  T»  •;  •••*  ■•-•  '<*■■■  ••**•••»•..  y*  ••  •. 

dy’qn,l’»nti»^a  -, . . .v'r  : »* 

+ tF.(«,-4*«/(‘>  “A** ***« : 

*t  par  conséquent  ' --  ' ***r  » •'  ■* 

-•/  \ .K  v.  dx,  - I . ’ • F-tfr  ■> dr.4-/(»,*l  \ * *'•  « ' -v  \ 

. x “»v'.y(«,*u)»MF(i,é^+  »'  t 
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éliminant  lïndétemitiee  k y pu  trouvera,  ; ; • -,  - •• 

- . v:v.-  ■ >„**•'  «f;  - r r Aï-  v - 

. • • , £ ... 

«quation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  pro-. 

posée  puisse  être  homogène  par  la  substitution  de.  ; .... 

■3q4-  ïl  existe,  sur  lesfonctionshomogènes,  un  théorème 
important  que  nous  àilohs  démontrer  'de  la  manière  sui- 
vante s ” . • 

Soit  Mdar4-N.d/  la  différentielle  d’uqc  fonction  homogène 

z entre  deux  variables  x et  r,  nogus  aurons  donc  l’éq ualion 

i»;î  '■■■  '•;*  V-  «•  - :«•*»*•  (•*  -v  ■ 7(  “ ». 

• ;■  : Mdx+Nd^scd*,  .v  (109}.  \ 

* * ‘ ’ * **-»  * •./.*  - 


Y r , 

Faisant*^  = qy  et  désignant  paj;  n la  somme  ex  posa  ns 

des  variables , d’un  des  termes  de  la  fonction  z%  on  trou- 
vera, ârt  WTt  ‘ « ’ ' '*  ,<V 

■ Qk*as*r\-:':r  «*?  * •<»•*» . 

* , • , ’ * e . • 

et  l’çp ae  rappellera  que-Q  ne  contient  que  la  seule  variable 
q,  attendu  que  la  fonction  d’où  provient  Q ne  renfermait 

.Y  - 

que  des  tenues  eu  - qui  se  sont  changés  en  q par  la  subs- 

• P • *.  j >• . j • » %*•  * t t 

iittitiôn  de  5 à lu -place  de  Cela  posé,  remplaçons,  dans 

• .*•>  • • *./,-•*  ....  *.  • J4^. 

l’équatiou  (*09)»  J par  sa  valeur  qx,  substituons  Qx*  à z- 

et  appelons  M' et  N'  ce -que^de vien tien  t alors  M et  N;  l’équa» 
fW^'Ôog)  se  transformera  en  ^ . . . 1 

H'dx  4rV%q* ^dÇQ**). *{'.»  to)  ; 

.*  r»  * ••  * * s <*.  ’ , 

* r . • * 

la.  différentielle  de  qx  (jpt.  *4)  étant  qdx  ç$qt  si  nous 
mettons  cette  valeur  à la  place  de  à.  qx , nous  obtiendrons 

t * 

(Mf  -f  N'çUlï  -jf  R'xdq  =>-d(Qar'')  ; ■ 

* ,4  * 

* 

- -I 
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ce  qui  nfous  apprend  que  là  différetitioHo  tdt*Jà<fcf  Qj*  est 

• • CM'  + N'ÿ)  d*-hN,*«tyï  . 

mais  ^effectuant  la  différenciation  indiquée  dans  le  second 

de  l'équation  précédente  , la  différentielle  totale 
- de Qjt"  est  aussi.  ...  ^ ; . ~ 

• Q'«^T\«Lr-f  *«dQt "v'/ 

? **tce  X™*'  dlffcrent.eHe  d’une  fonctitfn  Qde  g 

.«a*  îa  formé  ■;•  ■ ? . ..  - . 

Qnxm~'dx  •+■¥?, d$y  k *, . 

Cdm^ànt  cès  deux  expierions  de  ja^Hïérd^î^ie  tptale 
.dé  , mous  voyons  que  leurs.premiere  termes  représentent 

_ Jaie,»e^  M différentielle  de>Q*«  prise  par  rapport  4 x. 
nous  aurons  donc  *-  , » 

.•  , . « -t  . •■..•'•  • , . v ■ 

_ r $g.  : *$**>., 

***  <*à*H*rtàa on  VèOtetr  àulîeu  de oaf, it-  et W 
, redeviendront  M et  N,.©t  l’cm^urâ 

i - •;  « v U-^-’V  Z.  m uq*— > v >:  ? „ v * . 

\.k~  . •»  X • v-  » . » •*  • 


•'•  v; 


* “*  ■*,*  V ' I J 


oit 

^..y  *4V* V •' 

SgS,’ Ce  théorème  peut,  s’appliquer,  à des  fonctions  ho- 
mogènes d un  nombre  quelconque  de  variables  ; car  si  i’eb 
. avait,  par  e^çmpfè .l’équation 

. " ‘ ; '■«•  :■£  • "!■■■  ' •■•••. 

' n .«■•■.  M®*-  ’é-  •}»  Pd<  sv  dx, 

• * ' , ’>  ’ 

dans  laquelle  4a  dimension  Fût  toujours  »,  il  suffirait  de 

f AS  J ' 


r JT  f 

faire  J — ?»  = r»  Wdr  prouver,  par  un  raisonnement 

■••doj^ie-â  eebai  que  nous  avons  employé,  qu’on  doit  avoir 

, ' . • r 

H-  N*  -+•  Pt  rs  n*.  • 


IKtIoBATIOX  DU  DLrrtBBBrtSLLSS  EXACTES.  3^5 

Des  conditions  dintégrabilité  des  fonCtfons  de' 

deux  variables. 


396.  Lorsqu'on  a une  différentielle  Mdx  -f-  Ndj'  = o, 
on  ne  peut  pas  affirmer  qu’il  existe  toujours  une  équation 
qui,  étant  différenciée,  donne  la  proposée j car,  .si  fou 
différenciait,  par  exemple,  l’équation  f(x ,j)  ^o,  et  qu’on 
en  tirât  mdx  -f-  ndy  = o,  on  pourrait  multiplier  cette 
équation  par  une  fonction  de  x,et  obtenir  une  équation 
Mdx  4-  Ndj"=  o dont  les  coeffieiens  M ét  -jr  Seraient 

différens  de  m et  de  n-,  par  conséquent,  l’équation 

Mdx  + Ndj-  = o ne  résulterait  plus  du  seul  procédé  de  la 
différenciation  de 

= 0.. 

Il  en  serait  de  même  6i  l’on  combinait  arbitrairement 
mdx  -f-  nAy=i  o,  avec  l’équation  primitive  f{x,j)  o; 
par  exemple,  en  éliminant  un  ou  plusieurs'  termes  entre 
mdx  4-  nàjr  = o et  f{xyj)  = o,  on  pourrait  obtenir  Une 
équation  * 

M'dx  -4-  W'dy  = o, 

dans  laquelle,  les  coeffieiens  différentiels  M(  et  N’  seraient 
diffiérens  de  m et' de  n.  ^ 

$97.  Une  équation  qui , telle  que  rndx nAj' — o , a 
été  obtenue  par  le  seul  procédé  de  la  différenciation,  se 
nomme  une  différentielle  exacte;  il  ,en  estode  même  de 
toute  fonction  différentielle  qui  ne  serait  pas  égale  à xêro, 
mais  qu’on  aurait  trouvée  parte  seul  moyen  de  la  diffé- 
renciation. Lorsqu’une  équation  différentielle.....'...". 
Md#  -f-  ELI  y = o , n’est  pas  une  différentielle  exacte,  on  ne 
peut  songer  à l’intégrer  que  lorsqu’on  l’a  rendue  une  diffé- 
rentielle exacte  par  quelque  opération  préparatoire. 

3p8.  Euler  résolut  le  premier  ce  problème  important  : 
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— c*iædl  imïJosal.  * ■■  ■ • 

c^nJJeZonUati°n  dWFenti*U'<™  donnée,  déterminer 
.ÆSr  est  une  dtféKn- 

2°*  ^ CT/  ie^mojèn  dt intégrer  cette  équation ? ' 

lJV'nî  de  d!!,n£r  Una80,Uti0n  de  ce  problème , je  rap- 
p e«i  que,  ,d apres  notre  Convention  ,irt.  5 4,  l’expres- 

é "**9  ind»q«e  qup  k fonction  z 4e  * et  de  . a;été 

ditffrenci^  par  rapport  4 x v et  divisée  par  d*  (♦) } si  en- 

suite  ceUe  fonctlon  ~ est  4i%«nciée  par  rappoYt’à  une 

autre  variable^  puis  divisée  par  dj,  nous  écrirons  ainsi  le 

résulta,  de  cette  opération,^..  Si,  au  contraire,  on 

eût  pris  d’abord  le  coefficient  différentiel  de  z par  rapport 
k ir , «t  ensuite  pki  rapport  à x,  on  aurait  écrit  ainsi  le 

résultat  de  cette  ôpéraiion ——  • 

* 1 • '•  * , r . djdx‘  • 

Lorsque  z est  une  fonction  de  trois  variables x,y  , u,  une 

expression  telle  que  ^~^-  indique  qu’on  a pris  d’abord 

le  Coefficient  différentiel  de  z par  rapport  à x,  et  ensuite  le 

coefficient  différentiel  de  ~ p*r  rapport  àj-,«U  en6«;  le 


(*)  Soitd*  __%dr  + Bd  .y  -+.  Cdi,  «to.,  la  différentielle  totale  de  g; 
‘5  r*PP°rt  P’est  autre  chose  que,  le  coefficient  différentiel  A.  Si  J’èn 

demandait  le  rapport  4b  Ado-  -f-  Bd*  +.Cd(,  etc.  rk  <fcr,  il  ne  fi,mit^t 
donc  pas  le  représenter  .par  ; dans  ce  caa,  le  rapport  de  la  différén- 

tiel!e  totaleà  dx  B’éçrifa  do  Tune  dçs  manières  «ni van toc  ■ 

. • . ' . . ï • * * *- 

« * I . Cf  (£)’•* 

£dï.°“  ir-  • • • 
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coefficient  différentiel  par  rapport  à u.  Pareille-* 


• d*x 


ment,  l'expression  indique,  qu’on  if  effectué  cinq 

différenciations  successives  sur  s,  les  dçux  premières  par 
rapport  à- a:,  et  les  trois  autres  patrqpport  à y.  * 

3gg.  Cela  po^é , le  théorème  d’Euler  repose  sur  la  propo- 
sition suivant^ , qüt  àété  démontrée,  art.  174.  * . , 


Si  Von  a une  fonction  z de  deux  variabtés  x et  ÿ,  et 
quon  prenne  le  coefficient  différentiel  -dé  1 , dé  abord  par 
rapport  à ti  , et  quJon  prenne  ensuite  le .coejfficiènt  différen- 

• dz  . • - •i-.'ifcà 

tielde  — , ./lar  rapport  à y , on  rturfi  le  même  jjêsujhàt 

que  si  l’on  eût  dé  abord  pris  le  coefficient  différentiel  de  1 
par  rapport  à y,  et  ensuite  le  coefficient  différentiel -de 

d«  v • y : v ■ • • ‘•'.5*7 

- par  rapport  à 0£  i c’est  ce  qu’on  exprime  en  disant  que 


d’i 


d!e 


. . ’■  ; dxdjr  dyd  x ’ -,  •/  ..  ' ’•  .- 

4»o.  Si  l’on  a,  par  exemple , x =*'  -+-  xj , on  trouve 

. • 4* --àx.  v 

• -7—  = xx  -f-  r,  -r-  — jt. 

Ax  ^ dp 


et  par  conséquent  . ' 


d*x  _ 

dxdjr  ^ 1 — d y-dtr* 


d’z 

& 


, . ' ’ . . ■ * . ■ < -,  / 4 . • 

4oi.  Cela  posé,  soit  x la  fonction  dont  la  différentielle 

est  Mda:  4- Nd^  ; on  a . y.  ’ . t 1 

N % 

ti  dx'  N dx  • 

• dx  ■ ' djr-  • vjîS 

?.  a première  de  ces  équations , différenciée  par  rapport  à /, 
donnera  ' 
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dlè  • d «z  -,  -,  . 

Ijt «fconde , différenciée  par  rapport  à i,  donnera  • * 

• .<  , * ; ’ '•  dN  ' d*r  ’ ‘ • _ 

* . dx  ^ dy;dx' 

i .*  t » » v<j , * > 

Les  seconds  tenues  de  ces  éqnatiohs  étant  identiques,  il  en 
résulte  que  , * 

•.  * dM  dN  . . . 

» . * . * . v * 

ÿ s , 

toütes  les  fois  que  cette  équation  dç  condition  aura  lieu,  la 
différentielle  _proposéq  sera  exacte.  " 

4<ia.'  Je  reconnais,.'  par  exemple,  ‘que  l’expression. . . 
J-)  dsf  — àrd^  est  pne  différentielle  exacte,  parce 

qœ*  / •"*  ' • V 'W  " 

‘ • x ‘ dM  ^ _ dN. 

d^'  1 dx’  , ‘ 

I/expression  • * 

■ • , •.(j'*4^)dx  + (3j,+^)d>-  ‘ * . 

T...  • . * 

est  aos8î*une  différentielle  exacte,  car 


dM 

• ay 


= V = 


dN  * 

dx’ 


4°3.  L’équationj^dx  — xdj*=on’est  pas  une  différen- 

. ...  .‘dM  . dN  * , ‘ 

Pelle  exacte,  puisque -r — ==,i  et  que  -r—  ?=_—  t.Iineffel, 

s ~ U ■ r * . ■ t 

cette  équation  dérive -de  celle-ci  .*  " , 

.fdx. — xdy 

• . J-  va  “ ® > 

''  / / 

trouvée  invnédiateinent  par  la  différenciation , et  dans  la- 
quelle on  a supprime  le  diviseur  commun  jr*.f en  le  tcéli- 
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x 

luatvt,  oh  attr.-f  M = - , N = ^ et  Va  condition 

dW-  ,dw  • ■/  . ’ X 

g—  = -^  seca  rèraplic.  v . 

Des  conditions  d' intégrabililê  d'une  fonction  des  variables. 
’x,  y,  et  de  leurs  çoefficiens  différentiels  successifs. 

* *#■*  • * S'  e _ ■ •*-  i p > • . . * 

• . '•  . v ■ -,  * • /V 

•jo4-  La  variablo  indopcn  Jante  étant  x,  soient  r‘  . 

dr  4*r  &y 

ar»  =**■  &*= r-y 

et  ainsi  de  suite.  Si  l’an  prènd  une  expression  Vite  dans  laquelle  V.  soit 
fonction  de  x,  do  y,  de  p,  do  'q,  etc. , il  faudra,  pour  que  Vdx  soit  une 
différentielle  exacte , qu’elle  provienne  par.la  différenciation  d'une  ter- 
mine fonction  que  nous  désignerons  par  r ; nous  aurons  donc  Vdx  = dr, 
ouplûtèi  . • " • ; 

V.  =>~  di....  (»ï33. 

•••’  . ' **’  ■ P 

.Supposons  qne  V ne  eonljoune  qoe  x et  y,  et  que  les  coefRciehs 
différentiels  p et  cW^-dire  qu'on  ail  • ' . „*V  1 

&•£>’. . >V 

^ * • 

l'expression  VdJr , à eauso.des  coelüciens  différentiels  ~ et  ^qo^llc 

« ' , ; . » • . rfx  or» 

renferme,  appartiendra  au  seéond  ordre  ; il’ en  sera  donc  de  même  de 
dx;  par  conséquent  s devra  être  une  fonction  du  premier  .ordre,  et  ne 
contiendra  point  Tf;  Ainsi  l’on  aura  on  la  différenciant 


«U=^i*r-i-0.4/+  t*'4)i 

mettant  eette  valeur  de  <ïs  dans  l’éqUation  ff  t3)Ÿori  obtiendra 

. V * • * «■  •'  ’•  »,  '.••  \ a . 

V ' Ydg  A , &r  ds  \ Ah..'. 

x^  + d^  + ^Jï.’ 

faisant  passer  le  diviseur dr  squsda  parenthèse,  on  aura 

- v=  ^ îk  * ‘ 

dx  dr  dx  do  8r  ’ » * 

< ; ' T.  v.  - .. 

mettant  au  lieu  »Jes  coelBciens  différentiels  , leurs  valeur  s1  données  par 
les  «quations  (i  ta),  on  trouvera  . ’’  - : * '• 


ds 


•>  * 


3©0  t CA  tJOW  ipvài MIAIi. 

,v.  i + * %**''*  .'■<■  •>* 

Soit  maintenant  , ,.4 

dV^JMdx  + Ndr  + PV  + QdŸ*..,  O, g);  • \ '*'• 

* • " ’ ^ • f ^ 

les  équations  (rt3)  et  (i  |5)  vont*  nous  fournir  les  moyens  de  déterminer 

le»  coelliclens  M,  N,  P,  O en  fonction  des  ceolilciçns  dUfefcnttiél*  , 

*■  , *f  , , . .*  , dx 

d»j  1 ^ dV  '*••.'.■■•'.  - ‘ 

,etc.  Peur  cet  effet  la  vâléur  M 3='——,  tirée  de  l'équation  (a  r6),  étant 

mise  dans  réqaatien  (ti3)  différènciée  par  rapport  ï x , on -a 


ou  trouvera  dp  même 


• 1 H“*Ê  ^V/r  ;• 

***•'.'*•>  *u  : •*••.* 

où  . —..*..  (U?). 


;»  .lut*  * 


• • . . , • 7 ;"~dr 

*•■  ,.<f  *S  . k*  ’•  <jV  / « » V «i  ' -l 

A iîégard  de  P,«  le  coefficient  difféffenticl  J- , qui  en  est  la  se 

\ , • « 

trouvera tm  différenciant t'éqaatioo.(i^3)  ÿnr  rapport  i p et  en  divisant 
par  dp  ; et,  si  Poü  observe  que  yiL  «V  = «du  ■+■  e<fu , on  aura 


■ dV 


<tv  " * . d*.  . 'jd'*  »\.  ■ a«p  w»«y*  ' /.é« 

df.#u  p==^  + 35*+^dp  ^ 

. • t *d#  • . ' • « > V 

Or,  le  terme  affecté  de  -f-  est  nsi , Car  . 

• , • ’ d/r  * • r 

• ‘ . V d ^ 

t*  v 1 ’.ij’ , d xp  dp  di  d . conjtnncr  , ' y'" 

V * ..  :*v!ip.'_'fMff  T .fc’TÊrr  * -:y  * • s 

et  somme  une  cottstanU*  n’a  point  de  différentielle,  nous  Supprimerons 

le  ter  pie  affecté  de^î?  (*) , ce  qui  réduira  la  valeur  de  fVqdatlon  (J  18)  à 

\ 4 * * § * . • 

• • • **■*•-  .*•  /idj»  * dT  . ■*  .*  * • * * i -V  t*  r * 

•Otte'Valehr  v»  se  simplifier  ; cal  l’éqpation  (Ci \) , étant  différenciée  par 

rapport  à p,  nousffonn*  , j 

-,  ' •'  •'  ’ /.  *'lt- “ '‘  f ' 

-~r * : : — 7 = 

‘(*)&i^  aplieudes  setüs  coefflcietlsàiffereotiels/i  et  n,  on  avait  encore 
r,  t,  t,  etc.,'én  snfvani  la-mùme  roarphc,  oïl' tomberait  sur  les  expres- 
dr  di  dl  ’i  ' - * ..ll* 

- olj,  . St  na,  linn  <)cil 


aV 


s do  1 r 


sioos  3-,  -j-,  —,  etc.;  et,  par  une  démonstration  analogue  , on  prou- 

1.  -4Mt  w* ■ ■“/*  ■ >:  • ► *.»V  '•  » *,i'  r.  ' :(*vp. 

Verait  facilement  que  ces  expressions*  sept  milles.  , . ■’/ 


r 
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et  en  dî visant  par  dx,  on  a / *f  ‘ »••*>*.•  ~4. 

. • . ’ , 

> a dte  • <W  . <Jé**  - ,«  d**  4 

^ 1 “ 3*  (1/7  lj.It//7  d^d/7  P d/7* 

«•••  v , i,  f f 

Celte  yalcur  des  trois  derniers  termes  de  l'équation  (j  19)  là  réduira  i. 

ills  v 9 A * • 


. 


‘ d 


f'H  ^ 


•i  ' 

v 


... 

• • ,*•  J , . • % 

En  opérant  de  môme  'par  rapport  S'Q,  dn  trouvera'  * « 

ri  dr  . ' 1 d a 

. •..•'••  0 = ^+sdr^; 

• .•  • # ..  » . , * . * . « 

et  comme,  dans  notre  hypothèse , 4a  ft  met  ion  t do  prumlçr  ordre'  «e  peut 
renfermé  dyr  et  pat  f’onséqWffttày,  J1  (tuidra  suppYiniéir  le  terme  oïl  entre 

is  ' . • . V*  • W-  ► • 

-^..ca-oni  réduirai»,  valeur  de  Q à 

«9  * . . r.,  S % ; 

• Q = ^:  •• 

. . dP> 

UM  rcsrtmq,  nous  avons  A J . , « H.  ■ ; 

• ‘ ..  1 d»r  .i"  . <j 


m=*m>  «=dV‘»-'g 


' u dr^ti’^edr  îIa0)* 

‘^tir^dî^  ,ÿ’  A*  *=  àf}:  . • 

Il  «te  s'agit  plus  que  d'éliminer  entré  ces  équation»  1a  fonction  tj  qui’ 
nous  est  inconnue  ; or,  en  considérant  les  coolliciensdilTérentiels  qui  s’y 
rencontrent,  nous  voyons  qu'il  en  existe  de  deux  sortes  qui  sont  ooinynnns 

..  . C: . . d;  ’ds  **.* 

a plusieurs  de  ces  équations  : ce  6ont  — et  g-  qui  entrent  dans  les  Va- 
leurs de  P,  d(r  N el  do  Q.  Qiérchons  & éliminer  ces  deux'  eoeflicions  diffé- 
rentiels entre  nos  trois  équations  .-.pour  cela*,  nonsreniarqueronsquo  la 

différentielle  de  ^ qui  entre  dons  la  valeur  de  N esteello  dtt  terme  ^ 

qu'on  trouva  dans  la  valeur  de  P ; nous  différencierons'  donc  l’équation' 
qui  a P peur  prtunier  membre , et  en  divisant  par  dr,  nous  trouverons 

4 ■ ...  . •s  «P.  tf  . ds  ■ I de.  . * . J ■ 

dGT.=  a ï d-  a?  ^ a?4  . 


3o»  . \ , caUcwu  . > 

IJ  non*  reste  encore  jd*  lin  terme  qui  '.contient  s } «mis  -noos  rélinrine- 
rons/j  rnide'Je  t«^uatrV-roe  équetian  j[noJj  différenciée  deux  foie,  ce  qui 
noyé  donnera  ‘ 1 " * ’ • • •• 


% t •'  * . 


• * f 

Telle  sera  l'équation  dacondition  qui  devra  avoir  lieu,  pour  qne"V  étan  t 
ftaeflérfdex,,de  y,  de /cet  de  /),  reipressibtilfdx adit  uqe différentielle 


exacte.  • 


ytaLiü . - t i ’ V ’ r • », 

' En  géncrél  » «i  V Ml  une.  fonction  du  jr,  de  > et  des  tpeflîdens  diflfé- 
reqtiels  p,  y {y-,  f,  C,  clçMx>n  tronyer*  • - 

dP  deQ  d»I 


N — 


• I • < * "t  • ^-4  • 

d*S  k*T  ^ , , 4- 

d?r  “ dP,  + ete tw)- 


convertiraient 


feiira  «le  fit  de  — dP  mures  darw  l'éqnatidtt  N *—  -ir  dP  6,  ta 

dx  u *.  *.  • ■*  % ' * * QJp 

» 

ararenten  • . ' i*  * •.  • • ; 

-t—  J.  iln  * (In  • . . • 


dm  dn  dç  (in 

Âï  + £ r ~ Ï 


' .w  ^ 

- ■>*--**••*'  5i**  *•  * 


et  en  nédotsaftt  tm  trouverait 

\ - • V « • ; *4  dm  ' 

.W  — ' dr~  dé'  V •*  «-/«jwr  . 

W<nri  «St  «quation-  de  «ondttiou  fn)de  l'article  $ot . * f »*#+**• 

tr  . '•'  ' i ■“> *. 

Intégration  des  fonctions  de  deuoc  variables  qui 
remplissent,  les  Conditions'  dintégmbilité.  V 
Recherches  des  j acteurs  propres  à rendre  inté- 
grables les  équations  qui  ne  le  sont  pas  immf  ■ 
diatemçkt..  . * ' 

,fo6.  Propaeons-nous  maintenant  d'intégrer  une  dnTrren- 
tiellei  deux  variables.,  lorsqu’il  acte  reconnu  qu’elle  est 
exacte.  Pour  cet  effet , nous  remarquerons  d’abord  que 
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lorsqu'une  6wiction  m de  X et  dèj,  par  la  différenciatioq  , 
a donné  Md.r  + ïfyj-,  lo  terme  "Md.*  a été  obtenu  , en  re- 
gardant JT  comme  constant.  Par  conséquent , lorsque  nous 
Intégrerons  la  partie. Md.r;  la  constante  que  noirs  ajouterons 
pourra  renfermer/,  et  en  la  représentant  par  Y,  saur,  ÿ le 
cas  l’exige  , à regarder  Y comine  une  constante  ordinaire  , 
nous-ecrirons  • . ' ’ " ■ * .• 

»'  : • • ‘ • ..,.••••  ... 

„ . ’*  r»  / Mdar  + ï = o..  ' * 

Cette, équation  étant,  celle  qui , par  la  différenciation  , a 
dû  bous  donner  JtfiU'  -f  Ndj-  =c-o , il  suit  de  là  que  N n’est 
autre  chose  que  fe  .coefficient  différentiel1  de  /Md*  4- Y,  par 
rapport  à /.  * . > • . . * 

Jin  e fiée  tuant  cette  différenciation  , hous  aurons 

, - - • y z=  x *!I . v ; 

••  'r.-**''-.  -m: 

on  trçe  de  cette  équation  i • • - : * 

dY  • ^ - ^djTMda;  ' 

^~r. . ’.'M  \*  • 


V * 

* *»  , 

f*  ‘s.- 


1 ’ 


* 

'"'••À 

• t ^ , ,•<  ( i V , 

cette  valeur  déT  mise  dans  l'équation  (123/,  on  obtient  / 

. y • • . *.  ' • '#?'«*,  * * • 

I l'y 

iVest  à-  observer  que  N — ne  renferme  pas  *, 

puisque  cette  expression,  multipliée  par  djr,  doit  donne, 
pour  intégrale  une  fonction  Y de  la  seule  variable  y 
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( 4*5'  ®»ur  démontre r cfue  l’expression  N — nÿjl  iwic 

fonction  de  ?,.nous  en  prendrons  le  coefficient  drf%»atie)  pat  rapport 
. à. je,  «nous  anqfins  * 1 " * A *£  t 

s*'  ;V-\'>  t»N.  dfd/illdr).  ‘ • £ .>''  * . • ' 

,ET-. ■ • i<vH ; ‘ ‘ • “•  • .•  V •• 

• - / ■ • • “J;  ••  v 4 

et  en  changeant  Kordré  des  différenciation*,  b second*  partie -de  cette  - 
expression  deviendra  * ' ■ , , ; • -v 

|dr> 


(dHk fclrN  • . J 

v .dCd/Mcla;Y  A V • dû--  J \ 

■ \r^tdy  -*  • <ir  > 


or,  l'iq|^l^/MdV«yAtW>^s«  par  hq^'optis*,  VdiffèrcitieHp  d* 

relativement  à la  même  variable  x,  sera  Md«  donc  a-aj 

■ > • ••  / , : ».  . V ' 'T?*>  • -"Ær 

. • /...  <î^y  ‘ ; 'v  • 

ce  qui ‘réduit  pression  / 6 ^ ; sflbsihhM*  oette  vkliîur  . 

dans  l’expression. (n5),  tuma-aurops  ^ i-  ^por,  cette  quantité  est 
nulld  d'après^l’équatior»  dë  cgnditioo  (Tintégrabilité  j d’où  il  suit  que  la  . 
différentielle  de  JT  — par  rapport  h te  T os i /inlle^  té  qui  prouve 

que  cette  ecpreéqion  ne  reiifoi>md  pas  *.  ‘ • 

4<>8  Au  moyen  dt  ld  formule. (iHtf,  on  peut. intégrer 
uto  fonction  de  deux  variables  (jui  satisfait  ^ la^copdition 


ïntdgrabilitè.  Prenons  pont  exettrpler' 

(6V . . fcaôy, 

Comparant  cette  expression  à Md*  ,j- Nd,r,  nous. avons 

JT.'  .ti 

Mjr  X'èïty , 3*’  — axjr  = Ns  ' 

\ Par  coaséqueiH,  Ja  condition  à'int^grabîltti»  est'i-emplie* 
puisque  l*rt^  trouve  ■ •.’  ‘ i 

•'  . j • , | Iildrijl - R ■ dût  ' 

■ alir^  -A  ,*•*$$*»>*  *$•>!* 

intégrant  I expression  (b-rj-  jr*)d*,  dans  l’hypothèse  de  r 
constant  , nous’  aurons 
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, /Mdx  ==  f(6xj  — y*)dx  = 3'xy  — y'x  ; 

substituant  cetté  valeur  'et  celle  de  N dans  Inéquation  (124), 
nous  obtiendrons  • _ . 

■ = JV- 

La  partie  affectée  du  signe  d’intégration,  en  exe'cbtaiit  la 
différenciation  indiquée,. se  réduit  à . a"  , 

/(ir*  — 1.x y — -f.  axy)  Ay  ; -.  -V  „•  , 

et , en  ôtant  le  signe  d’iotégratien,  on  a une  différentielle 
dont  les  termes  se  détruisent  : il  juit  de  fi  que  l'expression 

• " 

est  constante,  ru-  que  toute  quantité  dont  la  différentielle 
est  nulle,  est  constante;  d’<où  il  résulte  que  l’intégrale 
cherchée  est  3x‘y  — y'x  -f-  constante. 

4oq.  Si  l’on  n’eût  pas  voulu  employer  la  formule  trouvée 
par  l’art.  4®6,  on  aurait 'pu  faire  directement  le  éafcul 
de  la. manière  suivante  : - ; < **  >“•  . ' ' " 

On  intégrer^  l’expression  (ia6),  en  regard apt  y comme 
constant,  et l’oft  aura’  ' * 

/Mdjf  z=f(6xy  — y')  dx  -4~Y , 


ou 


u ='  2xy  — y'x  + Y . . . (i»7); 


différenciant  celte  équation  par  rapport  à yt  on  ob- 
tiendra ' 1 


du  d¥ 

^ = 3*- -«.T +5^ 


du 


- V 


^ n’étant  autre  chose  que  la  coefficient  de  dedans  l’ex- 
pression (t^6),  nous  avons  aussi  *. 

Êlâm.  de  Cale.  diff.  * 20 


* 


%o6 


mSfl 


‘ CALCUL  rttfGBAL.' 

T*  • • 

- , • 


• * d¥  - - - • 

comparant  ces  valeurs,  nous  trouverons  ^ = o,  et  par 

conséquent  Y = constante  ; mettant  Cette  valeur  dans  l’é- 
quation  (127)*  notis  trouverons 

■ * *•,  * * * ■*'  -■•  * * r • . i 

*.  * ‘ t u ==  3!rîy  — j-’x  4-  conUaute. 

4, 0»  Soit  encore  la  fonction  ■ . . ■ 

■ •-  (ajr*T  + 3j^)dJ?  + (asr*^  -f  i 

; * * 

si  on  la  compare  à l’expression  McLr -f- ou  trouvera 

M=±=  *>»*-}- 3.7*,  H =i  ax'.r  + ^rr*+ «T3; 


et  comme  l’on  a 

V V.  i*»  • * 


• .•  • ^ r 4;.,  *•»  . . a .*  y a 

dM’  * •'  ! d'N 

==4^+^*^.  •• 

• . . • • • •*  • ».  7 > • cjr 

la  fonction  proposée  est  une  différentielle  exacte.  Intégrant 

par  rapport  à a:,  nous  aurons  . . • ‘ < • # . . 

• / /Mdx  -i-  Sr’îf + Tî  ' '* 

.*•  ' • . 


OU 


u ÿ=.  jr’x*  + 3y3.r  + Y; 
différenciant  cette  expression  par  rapportât,  on  obtiendra 
du  d(jr*x‘  -1-  3j-3x)  , dY 

■.  & . . 


3ÿ 


djr 


d’une  autfe  part  -r-  représentaut  le  coefficient  de  d y dans 

• dr. 

l’équation  proposée,  nous  aurons  encore 

3r3>  ' 

i!r 


f 

' # 


Digitized  by  Ç 


INTÉORATION  DBS  DIFFERENTIELLES  EXACTES.  3o<1 

' • du 

de  ces,  deux  valeurs  de  ^ on  tire  qytte  équation 

g-  ^ +9*r+8^ 

•_  • 

et  en  affectant  la  différenciation  indiquée  par  rapport 
à -y,  on  a 

JK 

2*\r  4-  9f'x  + = *ï'j-+  9xyt  -f  8^», 

t 

équation  qui  Se  réduit  à *'• 


dY 

dj" 


= 8j^; 


donc  * 

,Y  = /8>3.iy  = v'4-c,  . . 

• , » 

et  par  conséquent  l’intégrale  cherché#  est 

« ==  jr'x'  4.  3 jr'x  4-  + C. 

4 11.  On  a vu , art.  4p3 , que  l’équation  .^da: — a4^  = o 
u’était  pas  une  différentielle  exacte , parce  que  celte  équa- 

’tion  avait  perdu  le  facteur  commtftf on  sent  donc  qu’il 

* 4 * J' 

peut  exister  des  équations  .qui,  telles  que  cêlle-ci , ne  sont 
pas  immédiatement  intégrables,  mais  qui  le  deviendraient 
si  l’on  pouvait  restituer  ce  facteur. 

412.  Soit  en  général  l’équation  Pd.r  4- Qd^  = o , qjji 
est  une  différentielle  exacte,  çtz  le  facteur  commun,  que, 
pour  plûs  de  généralité , nous  supposerons  une  fonction 
de  x et  de  y,  nous  aurons  » 

’ * '•  \ Pas  Ma,  Q=Nx. 

Si  l’on  substitue  .ces  valeurs  dans  l’équation  précédente, 
le  facteur  commuté  disparaîtra,  et  l’on  aura'  * 

Mdar  4- Nd^- =3  o. . . . (128).  • , 
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L’éqliation  Pdx  -4-  Qdj- o étant  uqe  différentielle  exacte 
par  hypothèse,  on  aura 

dP  _ dQ  ' . • v 

dy-dx"  * • w 

* 

mettant  pour  P .et  pour  Q leurs  râleurs,  cette  équation 
deviendra 

dMz  _ dïfz 

•*  - Ayt-'  dx-r  . • 


et  en  développant,  on  trouvera 


Mdz  zjM 


Ndz  zdN 
1 df  dx  ‘ 


(•29). 


« djr  d f 

dz  rfz 

4i3.  Lorsque  le  facteur  commun  z'est  constant,  j^-et  — 
étant  nuis,  l’équatidii  (tagj devient  * 


4M  dB. 

. * A j-  ^ dx.V  , 

- \ ■ * • . 

et  par  conséquent  la  condition  nécessaire  pour  que  l'équa- 
tion (128}  soit  une  différentielle  exacte,  est  remplie:  Majs, 
lorsque  z est  une  fonction  de  x et  de  y , la  détermination 
de*s  dépend  de  l’éqUation^iag};  ot,  ^çtte  équation  ésl  plus 
difficile  à intégrer  que  la. proposée,  qui  nerenfenne  que  le 

seul  coefficient  différentiel  tfftidis  que  l'équation  (129) 

renferme  les  deux  coefficiens  différentiels 

contient  trois  variables  x,  y,  z, 

414.  Si  l’e'quation  est  hombgènç,'  il  est  très  facile *de 
déterminer  ce  facteur; "car  soit.  Mdx  4-  Nd/aro,  une 
équation  homogène,  qtai  devienne  uU^grable  par  ta  mul- 
tiplidation  d’une  fonction  homogène  Z de  x et.'  de  y ; appe- 
lant u l’intégrale  de  l’équation  zMdx  4-  zNdj-  = 0,  on  a 


dz  di 
dx  Ct  <tj-' 


et 
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ztàjx  4-  ■iNd.y  = da‘. fi3o);  — 

cette  équation  étant  homogène,  oft  én  déduit,  ârt.  394, 

. . • • r ' j.  . '•  i ■ 

. „ aMx  -J-  zNj'  ==-nU. . . (s3f)  ; 

or,  si  1a  dimënsion  de  Af  est  reprçsentée  -par  m,  et  celle 
de  * pir  k,  la  dimension  de  l’un  des  teünçszMx,  zîij- 
sera  donc  m + k -f-  1 ; cette  Valeur  étant  mise  à fa  place 
de  n , dans  l’équation  pçécédènte,  pops  aurons 

zMx  ztijr  = (m  -f-  k -f-  1)  u ; 

. * *•  ♦ ,,  • ■ * • t a>*. 

divisant  l’équation  (i 36)  par  celle-ci,  nous  trouverons . . 

Mdy-f-N.lj-  _dn  * 1 

' Ma:  -(-  K J'  ..  u m -f-  \ 

• • • t 1 • 

Le  second  meiqbre  .de  cette  équation  étant  Upe  différen- 
tielle exacte,  il  en  do{t' être  ’ de  inêine  du  premier  ; d’où 

il  suit  que  * ÿ doit  étire  un  facteur  propre  â rendre 

intégrable*réquation  homogène  Md.r  -f-  ÿd/-  =p  o. 

• 4 >5.  Si  le  facteur  commun  z,  qui  'doit  rendre  homogène 

la  proposée,  n’est  fonction  ^ue  dç  x,. on. a ^ = o.,  ce  qui 
L ■ * > - , jw  > ’ 

réduit  l’équation  (1091  à 


zdM  ' Nd* 


d’où  l’on  tire 


<Kr 


— - , dTl 

dx  ' dx  * 


• Ndz AlM  _ dN\ 

, dir  * \d X dx/‘ 


et  par  conséquent 
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intégrant,  on  a t * - 

/7dM  dS\  • . 

>««•=/  (v>=M-3- 

multipliant  pw  log  e,  changeant  ie  coefficient  de  loge  en 
exposant,  et  passant  aux  nombres,  on  trouve 

h W tel  . 

x ==•«  ..  • • • • (*33). 

- , # , • • 

H ne  s'agira  donc  plua  que  de  multiplier  l'équation  pro- 
posée par  ce  (acteur  z , pour  qu'elle  devis  rfne  une  différen- 
tielle exacte. 

4i6.  Soit,  par  exemple,  j;d£  -*-xdjr  =*o  ; ou  a 

•î  M teyî-  *x=  — x,  — 

au  moyen  de  cps  valeurs  !»  formulé  (i3a)  nous  donne 

/d z • /’ada?  . ' ' . 

. t~/=ï\  • : *. 

• > - r • . • 

d’où  l’on  tire , en  intégrant,  • 

' ■ . • • . , ■ (] 

log  Z = — 2 log  X -f-  log  C = — log  X*  -+■  logC±=log  — i 

t ' ■ • ’ 

et  en  passant  aux  nombres,  on  trouve  z = — : par  conté- 

€(ydx--xdj2  wra  une  différentielle 
x*  t 


quent  l’ expression. 


exacte. 


417.  On  peut  trouver  une  infinité  de. facteurs  qui  jouis- 
sent de  la  mémo  propriété.  En  effet,  soit  c un  facteur 
qui.rcnde  exacte  Féquation  Jfodx  + ^^  = 0;  en  repré- 
sentant par  11  l’intégrale  de' cette  équation,  nous  aurons 

Mzdx  + Nzd^  = du  ; * 


Diaiti 
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multipliant  les  deux  membres  par  çu,  noup  obtiendrons 
4>u(Mzdx  -+•  Nzdjf)  = puiü. 

* • v * *»  •'  '%.<  * 

La  forme  de  <pu  étant  arbitraire,  nous  pouvons  faire',  par 
exemple,  <p^c=2«*,  et  alors  2»*du  étant  une  différentielle 

exacte,'  * • * » *•’"  -•  1 

* ■ : ài*(Mîa* 4»^ ■* ‘ : ■ 

en  sera  aussi  une  ;'donc  le  facteur  azu’  aura  la  propriété 
de  rendre  intégrable  ^'expression.  . i . * 

Mdx'%*Nd.f  = o. 

«.  • 

On  voit  qu’pu  peùt  faire  une  infinité  d’autres  liypothèsçs 

sur  pu.  . • * . * •*  • 

' ’ ‘ • * 

De»  condition s d'inlégrabililé  de»  Jonctions  de  trois  et  d’un 
plus  grand,  nombré  de  variables.  Intégration  de»  équa- 
tion» de  (rois  variables  qui  f satisfont.  De  Véqifùtiov.  de 
. condition  qui  a lieu  pottfque  P intégration  deséquations 
différentielle*  à (rois  variables  dépende:  d’un  facteur 
commun  K et  dei  moyens  de  satisfaire  ir  ’ûr  proposée, 
lorsque  cétle  éqûàlioh  de  condition  lé  existe  pas.  *' 

^i8  proposons-nous  de  détermine»  les  conditions  d’iotégrabiiitô  de  la 
différentielle  fané  fonction  de  trdfs1  variables  *,  tr,  » ; eotte  fonction 
étam  reprj&sfentée  parti,  nous  aurons  • 1 


du  — Md*  4-  Ndr  -f.  fût. . . (i3$; 


par  conséquent-, . . . 


M as 


du 


N ^ 


du  ,,  du 
■T,  Psarj-.- 
dr  dï 


On  pout  combiner  deux  à deux  ce»  équations , dç  trois  manières  diffé- 
rentes : ’ . ’ ‘ * 


a°-  v-  = M»  et  .t;  *=  f. 


3°.  — = N 

dr  • 


dr 

» du  ». 

et  t-  ss  I1. 
d*  . 
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Par  mie  ibunnnstrotiou  analogue  à celle  que  noua  ayons  «tonnée  pré" 
cédeatneint , on  déduira  de  «es  équations  celles-çi  : 


dT  , 


. d>f  dN  dM  dP  dK 

- " • * H = 17 

* «*..;<  • . •*  . . \ . 

En  général*,  «'il  y a n variables  , on  aora  autant  d'équations  de  condi- 
tion que  ces‘ variables  peuvent  donner  do  produits  distincts  deux  à deux, 
, n(« — i) 

et  par  conséquent — 


a ■ équations  de  condition. 


419.  Lorsque  la  différentielle  da-  est  nulle,  l'équation  (i34)  Se  ré- 
duit à m.  ' . 

Md*  41  Ndy  -f- Vos.sst  o ; 

a,  « . , • a * 

meitonsEa  sous  (a  tome  ’ '*■  •;  * 1 

d»  = mdx  -p-  ady. . . . (tîC)., 

A faisant  • , * 

: «*4  »■ '*>  -M#’  - -.■» 

« " »*•  • »*».;••  * . t "IJ.  ’v  . 

tjr,  «i  nous  regardons*  comme  une  fonction  de*  et  de/,  nous  pourrons 
traiter  l’équation  (|3f>)  commo  si  ello  né  renfermait  que  ces  deui  va- 
riables; par  conséquent , la  condition  d’intégrabilité  se  réduira  4‘ celle 
«le Para.  4or,  c’est-à-dire  qu’il  faudra  que  la  différentielle  «fa  m / prise  par 
report  a y,  et^Svisée  par  cette  variable  y soit  égaie' à la  diffénmUtille  de» 
par  rapport-à  * ,et  divisée  pÿc  *.  Pour  obtenir  ces  expressions , nous  tÿ- 

mnrq lierons  qae  fa- première  ne  sera  pas  seulement  , mais  devra  avoir 
■ . » . . , • . , . *?f  -•  • . , 

un  wvoond  terme  provenant  de  fa  différenciation  «le  fa  vartablc 'regardée 
comme  fonction.de y j ee  terme  serp.donc  représenté^  art.  p6  et  QG,  par- 

dtn  d£  * * * ' • 

— — . Ce  que  noue  disons  de  fa  différentielle  totale  f prise  par  rapport 
d*  07  • 4 ■ -,  - 

à y,  devant  s’appliquer  à Ja  différentielle  totale , prise  par  rapport  à *, 
réquati(A|^3nditi0n-(iii),  art.  ifat,  seca ,<fans  le  cas  présent,, 

dm  , dm  «fa,  dn  «b»  «fa  _ , , -•  ..  ( 

dï  ’ 


<fa 


ds  dy  d* 


de 


transposadtet observant qde)’d’aptèil*dquàfion  (t36),  — m,  et  que 

* . • 

de  , 

T = n,  on  a ' • ♦ • . . «'-• 

dy  - * . 1 

dm  » An  Am  «fa  , 

d7“^+  -4T'— :c=*0—  <138’’ 
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INTEGRATION  DE4 ‘FONCTIONS  DS  TROIS  VARIABLES. 
Or,  eu  différenciant  les  équations  (i  3^),  d’ajirés  l’an,  té»,  on  n 


dm 

S7 


•iaM  -L 

V-W 


M ir  d 

ay  dn 

• 25  = 


*'ïï^jrÆ 

dx  dx 

- — pr — » 


dm  f K 
" 3?’=’F- 


. dM  • 

17' 


M 


dP 

15 


3 1 3 


P» 


* . p ™ N 'J* 
dn  Jtf  de  - d* 

’d?=  P* Tî — r~' 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( ■ 38)  réduisant  les  deux  der- 
niers ternies  at  supprimant  >e  dénominateur  commun  J?‘,  nous  trouva» 
sons,  qn  changeant  «eus  les  signes,  . 

J,dM  -..dP  dN  dP  A dM  dfi  , , „ . 


, Telle  est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  a puisse 
être  coWidéréeommc' une  fonction  de  deux  variables  indépendantes^ 
et  y,  c’est-à-dire  potfr  qu'il  puisse ‘exister  une  équation  finie  entre  ces 
trois  variifdès  ; par  conséquent , si  l’on  prend  gu  hasard  due  équation 
M*r  + Sdj'-i-  Wx  = o,  entre  ti4k  variables,  avant  que  de  savoir  si 
l'équation  (t3q)  est  remplie,  on  ne  pourra  pas  affirmer  que  l’une  des 
variables  est  fonction  dos  deux  autres  ; c’est-tudirc  que  l’équation  diffé- 
rentielle proposée  riéceasitu:  l’existence  d’une  certaine  équation» entre 
x,  y et  x,  ou,  en  d’autres  termes,  que  cejte  équation  différentielle  ait 
une  équatibn  unique  pour  intégrale.,  • , 

4*0.  Utnuiqudtion  différentielle  à trois  Vasi*l>les„  pour  laquelle  l’é- 
qpatioA  (i3g)  aeae  réalise  pas  , était  autrefois  ragnrdéo  comme  absurde , 
ou  du  moins  comme  insignifiante,;  Monge  , ainsi  que  nous  allons  bientôt 
ie  Caire  voir,  prouva  que  PoA  était  dans  l’erreur. 

Lorsque  les  équatiofis  (l3&)  ne  sont  pns  satisfaites , ‘si  nous  repré- 
sentons par  x le  facteur  propre  à rendre  Mdx  -J-.Ndj'  -f»  Pdr^nne  diffé- 
rentielle exacte,  les  équations  de  condition  (iîS)  deviendront 


dxM  dxjf  ^ dxM.^  dsP.  , dxN  _ UaP  ,l-,  & 
dy~dx\  d»  _,d»  ’j  . 


effectuant  les  différenciations  indiquées,  on  obtient 


r 

* €tx  • 

N 

4x  ’ . 

/ dM  . 

dN\ 

. « -■  • 

M 3 

dr 

My  " 

..  dx 

dx 

/dM 

(IPX 

{ 

Msr- 

P 

T"  + ^ 
dx 

\dr  “ 

-s) 

\ = «.  i-....  (i4o)- 

X 

dx 

/(IN. 

(IP  s 

x i 

““ 

P 

'dr+K 

\d*?  ^ dry 

) 

\ 


Digitized  by  Google 


3*4  • calcul  tkt£obai«  ' / 

Si  l’on  multiplie  la  première  dopes  équations  par  P,  1»  seconde  par — N, 
ut  fa  troisième  par  M,  et  qu’on  tes  ajoute  , les  termes  qui  ne  sont  pas 
entre  les  parenthèses  se  détruiront  ; l’équation  étant  divisible  par  x , ce 
faoleur  disparaîtra , et  il  restera 

:*  F*lp« +^-Mj  = o; 

d y dr  ds  dx  àz  " dr 

* . * '*  a . , , * ••  X*  - • 

résultat  qui  n’est  autre  chose  que  l’équation  (i3g),  et  qui  s’accorde  avec 
ce  que  nous  avons  'dit  sur  la  Un  de  ^article  (jtÿ)  ; car,  pour  que  la 
ftropeace  soit  intégrable  à l’aide  d’un  facteur  X ,11  faut  qne,  comme 
dans  tous  les  autres  genres  d’intégration , elle  nbüs  conduise  & une 
équation  unique  entre  x , y et  a , condition  exprimée  par  l’équation  (i3g) 
lorsque  cette  équation  sera  satisfaite , la  détermination  du  facteur  X po 
dépendra  pins  que  de  deui  des  trqie  équations  de  condition  (i/jo),  pulsqhe 

1 leur  combina  fson’avecFéquation  (139)  reproduira  té  troisième  (*). 

■ • , » • , • 

4a r.  Examinons  de  quelle  manière  on  peut  déterminer  l’intégrale , 

lorsque  l’équation  (i3ÿ)  est  satisfaite.  Pont?  cet  effet,  regardons  l’une  des 
variables , 1 par  exemple , comme  estante  ,fa  proposée  représentétyiar 

^ • . Mdr -+•  Mdr  + Pd»  = o,...  (r4*j, 

se  réduira  nécessairement,  dans  cette  hypothèse,  à 

. m*  + Ma/  sfa  O.  .V. 

Si  cette  dernière  équation  n’est  pas  imméd  iateraenf  intégrable , c’est 


(*)  Céla est  facile  h vérifier;  en  effet,  si  l’on" avait,  par  exemple , les 
lieux  équations  _ 


M dx  su  dx 


/dM 


«JNx 

--ÂZ  ) = 


"x\,dr  d mj 

» dx  _ dx*  , /'dN  dP\  V 

NK*--p^+ikU-dj;  = o’ . 

* • • * « » 

en  ajoutant  fa  première  multipliée  par  P i>  la  seconde 'multipliée  par  M, 
et  retranchant  de  cette  somme  le  produit  de  l’équation  (139)  par  x^,  on 
trouverait  en  réduisant,  eüeu  supprimant  ensuite  le  factciir  commun  N, 


ils  dx 


/fdM  dPX  • . 
’ X V.  d®  ~ ' dx  ) — x>i 


te  qui  est  la  seconde  des  équatltms  (jijo). 
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qu'il  est  possible  que  cota  provienne  d’un  facteur  commun  qui  aura 
disparu  de  l’équation  (i^i).  Désignons-lo  par  x ,'nous  aurons , en  le  res- 
titua ni  dans  la  proposée , • * 

..  xMtlr-f-xî}d!r-t-xPde  = o....  (ifë), 

i » • 

et  en  faisant  i constant , cette  équation  deviendra 

- -,  • • ♦ « . • î * 


»Hdr  •+.  aKcLt  — o.-. (r443‘. 

• • • 

• •*.*'•*  , 

Or  si , par  un  procédé. quelconque , nous  trouvons  un  facteur  qui  rende 
iqtègrable  l'équation  (îija) , nous  le  regarderons  comme  étant  celui  que 
nous  avons  nonfmé  k;  alors  l’équation  ( 1 44}  devepant  una  différent ialle 
exacte,  nous  pourrons  en -obtenir  l’intégrale  qno  nous  repréÿantètona. 
par-V.  Cette  iategralasera  en  généotl'una  fonction  des  variables  x ,r  et 
de  t , traitée  comme  constante  ; par  conséquent  elle  devra  être  complétée 
par  ui^  constante  arbitraire  {art.  406) 'fonction  dé  z,  que  nous  désigne- 
rons par  tf%  ; dç  sorte  que  nous  atjfbqns 

V+^-têd*...,  (I4«i 

éÉlHMbM  cette  équation  par  rapport  b la  seule  variable  s,  on  ob- 
tiendra 


la  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  devant  être  Identique  k celle 
qui  multiplie  d s , (Uns  J’oquatiou  (143),  on  aura  donc 


d’où  l’on  tirera 


lïf=aP_^ï 

d»  • : d* 


...  (-48), 
('47); 


et  comme,  la  fonction  os  , quia  été  donnée  par  l’ipjtégrationj,  ne  peut 
renfermer  d’autro  variable  que  4 , il  en  sera  de  même  de  J—,  Donc, en 
...»  dV 

vertu  de  l’équation  ( 1 47)  » '*  faudra  aussi  que  xP  — — se  réduise  à une 
, ' • dx 

fonction  de  la  seule  variable  z,  ' . * > „ 

n suit  deeequi  précède,  qu’après  avoir  reconnu  que  l’équation  (i3g} 
est  satisfaite,  on  regardera  l’une  des  variables  comme  constante , x par 
exemple,  ce  qui  réduira  l’équation  (i40  à l’équation  (>4a).  On  exami- 
nera ensuite  si  les  deux  ternies  Mdx  -f-Nd/  ne  peuvent  pas  devenir 
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intégrales , an  les  multipliant  p»r*une  quantité  que. nous  avons  désignée 
par  ^..  Lorsqu’on  seca  parvenu  à trouver  ce  facteur,  eo  déterminera  V ; 

dV  • • 

les  valeurs  dex,  de  et  de  P,  étant  alors  substituées  dans,  l'équation 

( i\f) , feront  cdhnaitre  . Par  conséquent , en  intégrant  de,  ou  ob- 

tiendra la  valeur  de  y* , qu’on  mettra , ainsi  que  celle  de  V,  dans  l’équa- 
liop  (r45),  ce  qyi  donnera  l’intégrale  cherchée. 

Soit,  par  eientple, 

**  ‘ •'  ' ' yzàx—  *sdy  +yxdz  =z.o. fi4 


■qui  satisfait  à l’équation.  (139).  Il  s’agit  d'abord  d'intégrer. i ..... ... 

y*dx  — xzdy  — o , en  regardant  * comme  conslant.  Pour  cela  , on  écrira 
ainsi- cette  équation  : ■ . -♦  . ••  • * ; 

' -s  -, 

*(r-dx  — *çlr)ï=oi*  t * 

* 4 • , 

et  en  remarquant  qno  la  partie  qui  est  entre  les  parenthèses  devient  la 
-différentielle  exacte  de  ^ lorsqu’on  la  multiplie  par  ~ , on  reconnaît 
qne , dans  le  cas  présent , on  a 


x = —,  .et  V = — - 

• ....  r.l ...  r, 

Différenciant  donc  cette  dernière  quantité par  rapport  à z seul , Fex- 
pression^p  devient^.  Cette  valeur  et, celle  de  x étant  substituées  dtns 
l’équation  (147) , œtte  équatipn  4o viendra  . . . 

dff  -P  a • 

, dx  y*  '-y’  * 

' ► * r • • ' - ■ . ■ 

et  comme  P n’est  autre  chose  que  le  multiplicateur  de  dx-de  l’équation 

(i^üy,  nous  en  restitueront  la  valeur,  et  nous  aurons 


ou  phi  tôt  • 


dps  _ •»  5 

de  ~ y y’ 


donc,  yt  =s  tonManic.  .*  • 

Cclto  valeur  et  celle  de  V convertissant  enfin  l'équation 
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• * xr  • • 

. , y + C = o, 

ce  qui  est  l'intégrale  de  la  proposée  ’ 

4a3.  Prenons  pour  second  exemple  , i’équhtion 


Vdx  «f-  xad^  •+■  ryds  -f*  4**11*  = O , , 

qui  satisfait  également  à l’équation  de  condition  (i3g).  Nous  intégrerons 
donc  ardx-f-  ridy,  en  regardants  comme  constant,  et  notls  aurons 


iv  -+-  fs  — o. . . . (i  4ç>)- 

Cette  intégration  s’étant  effectuée  sans  qu’on  ait  eu  besoin  de  restitun- 
un  facteur,  ou  voit  que  dans  le  eas.présent  a peut  Être  oonsidérc  comme 
- dV  * 

étant  éga'  ù l’unité.  Ainsi  l’expression  s’obtiendra  tn  différenciant 
. . • y V 

seuleifientle  produit  sjcy  par  rapport  à<*,  ce  qui  donnera  — Au, 


moyen  de  cette  quantité  et  de  celle  de- P,  qui  est  ir  -t-  «**,  l’éqùatims 
(147)  deriendra  . ; . . 


ou  plutôt 


multipliant  pardi,  et  iptégyan»  par  rapport ù, *„.  nous  obtiendrons 


•+•  C$=o 


d’où  nous  conclurons  que  l’intégrale  cherchée  est 

o z? 

. , . , . -4-  C,  . . : 1 

* ‘ * -*i  *•  ' "»Y  : ,*•  • , •’ 

4a4.  Lorsque  l’équation  (169)  n’est. pas  satisfaite,  on  ne  saurait  ad- 
mettre qu’il .«tisic  unq équation  qui  étant  différenciée,  produise  lù  pro- 
posée ; par  conséquent  1 Vqualion  ( !'47i  » qut  repose  sur  cette  hy  ppthè*e , 
ne  saurait  sfibsistor;  c'est  cp  qui  va  devenir  sensible  dans  l’exemple  sué, 

vent  : i ■ t,  . t ' . ...  . ... 

Soit  doûp  1 '•  v • 

1 xydic  — axdr  -K(*’  — j;*)ds  =s  a}  . t 

' #*  * 

. une  équation  qui  ne  satisfait  pas  à Uéquatioh  de  condition 


] 
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dV 

Examinons  de  quoi  se  compose , dans  le  cas  présent , la  partie  xP 
r • ^ * • 

qui  formerait  le  second  membre  de  l’éqnation  ( i47)  > e*  cette  équation 
avait  lien.  Pour  cet  effet , en  regardant  * comme  constant , noua  aurons 

jrydx  — txdjr  = O, 


équation  qui  devient  intégrable  si  on  la  divise  par  xy;  donc 

• * « 

xc  -,  et  Vss-x  — ïlogr; 


par  conséquent  xP  — ^ a peur  valeur 


a»— r* 

xy 


4-  h>gj\ 


Or,  cettp  quantité  étant  une  fonction  de  trois  variables  x,y,,t,  ne 
peut  ae  réduire  à tfne  fonction  de  a seul;  comme  l'exigerait  l'équatiou 
Ô4?)  * elle  avait  lieu  ; donc , dans  le  caa  actuer,  cette  équation  (147) 
ne  saurait  subsister.  * - 

4a5.  Soit  maintenant  Mdx+Nd/-i-  Pds=o,  une  équation  différen- 
tielle /pour  laquelle  l’équation  de  condition  (idg). ne  se  réalise  pas;  dé- 
signons par  x le  facteur  propre  aculement  à .rendre  intégrable  la  partie 
Mdx-f.  Ndy , prise  en  regardant  c comme  constant,  et  multiplions  la 
proposée  par  ce  facteur,  noua  aurons  ' 

xMdx  4-  xNd.r  -f-  xPcU  = o. . . . (i5o)  ; 

intégrant  la  partie  xMpx  -4-  x|Jdj-,  dans  l’bypothèse  de  t conslant , l’in- 
tégrale que  noua  obtiendrons  pourra  être  représentée , comme  dans  l'ar- 
ticle 431,  par  * 

V + <ft  = o. 

La  différentielle  de  cette  équation  .étant  prise  par  rapport  aux  trois  va- 
riables , nous  ne  pourrons  en  conclure  son  identité  avec  l’éqnation  (i5o)  ; 
car  l’équatiod  de  condition  (idg)  ne  subsistant  pas  , il  en  résulte  que 
l’équatiou  (i5o)  ne  peut  être  regardée  comme  provenant  de  là  différen- 
ciation d’une  outre  équation';  et  00 mine  e’est  Sur. cette  hypothèse  que 
repose  l’équation  (147),  on  voi-t  ^u’alora  elle  ne  peut  plus  existes  : mais 
s’il  n’est  pas  permis  d’admettre  que  la  proposée  provienne  d’une  seule 
équation  différenciée,  lorsque  l’équation  (i3g)  ne  sç  réalise  pas  , chan- 
geons donc  d’hypothèse,  et  regardoVis  cette  proposée  comme  le  résultat 
de  deux équatioas.  IVetoanty-t-ÿs  = i>  pour  première,  nous  pourrons 


i * 
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adopter  pour  la  seconde  une  relation  arbitraire  entre  x,  y et  *,  pourvu 
toutefois  que  conjointement  avec  la  premjère,  elle  entraîne  la  des- 
truction de  tous  les  termes  de  l’cquàtion  (i5o).  Supposons  donc  que 
cette  relation  soit  celle  qui  est  donnée  par  l'équation  (147),  équation 
qui  ne  subsistait  plus  lorsqu'on  exigeait  qu’elle  satisfit  à la  proposée  ; 
majs  qui,  dans  l’hypothèse  actuelle,  est  admissible,  puisqu’il  eat 
facile  de  reconnaître  qu’avec  lo  concours  de  l’équation  (145)  elle  satis- 
fait à l’équation  (i5o). 

En  effet,  en  différenciant  l’équation  (>45)  par  rapport  aux  trois  varia- 
bles, l’équation  (i44)  nou8  fournira  d’abord  les  termes  qui  proviennent 
de  la  différenciation  prise  par  rapport  à x et  h y ; car  nous  avons  vu  que 
l’équation  (lJô)  était  l’intégrale  de  l’équation  (144)  prise  par  rapport  à 
cés  deux  variables.  On  ajoutera  ensuite  aux  termes  xMdr  + xNdj-  ainsi 
obtenus , ceux  qui  proviennent  do  la  différenciation  de  l’équation  (ij.S), 
prise  par  rapport  à * , et  l’on  aura  de  la  sorte 


xMdx  + xNdr+  ~ iz  dz  = O. 

. as  <lz  • . 

91  dans  cette  équation  on  remplace  les  deux  derniers  termes  par  leurs 
valeurs  tirées  de  l’équation  (147)  , on  obtiendra 

xMdx  -f-  \Nd.r  -+•  xPd*  =as  fl: 

équation  dans  laquelle  on  reconnaît  la  proposée,  et  qui  est  par  consé- 
quent satisfaite  entièrement  par  les  doux  équations , 


• V + f‘  = o «.1  + •;  <»*}.  . 


employées  simultanément. 

4x6.  Prenons  pour  exéhiplt  l’équation 

‘ . ••  -,  l > 

, y&y  4-  = d*  ; 


si-l’on  regarde  z comme  constant , lo  facteur  propre  à- rendre  intégrable 
la  partie  ydy  •+■  zdx,  est  a ; par  conséquent  nom  aurons  * 

Vdy'  -f-  tisdx  — ad z = o. . . . fi5i)  ; ' 

cette  équation  sera  satisfaite  par  le  système  des  deux  suivantes  • 

■•  ••  . • • 

y‘  -h  as*  + rs  •=  o,  a*  + ^ + 2 = o (t53). 

. » ds 

En  effet , la  première  étant  différenciée  par  rapport  à toutes  lot  variables, 
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donnerp  « 

V’d/  4~  3îdx  4-  axds  + i-  de  ==  o ; 

• oi  \ 

tirant  dé  cstte  équation  la  valeur  de  ty'dy  4-aidx,  et  là  substituant  dans 
l’équatipu  ((Sa) , on  rédoira  celle-ci  à * . 

— ixdz  — d*  — ads  ast  o , 

ds  . • 

• ‘ / ■ } 

équation  satisfaite  dVlle-même , en  vertu  de  la'  «ceondo  des  uq na- 
tions (|53).  ' 

\v).  Les  équations  ( 1 53)  nous  montrent  que  la  forme  de  la  fonction  px 
est  absolument  arbitraire,'  et  que,  par  conséquent,  si  l’on  fait,  par 
exemple,  pe  = z',  on  y satisfera  aussi  par  le  système  des  équations 
* • " ' 

y*  -b  axx  4-  x1  = o,  ax -f- 3x* -f- a = o. ...  (i54J. 

438.  Au  moyen  de  ces  deux  équations  entre  trois  variables , on  pourra 
construire  (note  treitième)  une  courbe  à double  courbure  qui,  dans 
tous  ses  points , satisfera  à la  proposée  ; mais  , si  au  lieu  do  prepdre 
pi_~x',  on,  prenait  pour  ps  une  autre  fonction  de  1 , on  détarmiaejatt 
une  autre  courbe  à double  courbure,  qui  satisferait  également  b la  pro- 
posée; d’où  il  suit  oinjes  équations  (iÔ3)  représentent  une  suite  de 
courbes  à double  courbure ^qui  satisfont  à la  proposée,  et  qui  sont  lires 
entre  elles  par  la  proprmlé  commune  que  leurs  équations  ne  diffèrent 

entre  elles  que  par  les  termes  représentés  par  pi  et  par  • . 


Théorie  des  constantes  arbitraires. 

429.  Une  équation  V = o entrer , y et  des  constantes , 
peut  être  considérée  comme  l’intégrale  complète  d’une 
certaine  équation  différentielle  dont  l’ord*e  dépendra  du 
n omble  de  constantes  que  Vco  .renfermera.  Ces  cons- 
tantes sont  nommées  constantes  arbitraires , parce  que  si 
l’une  est  représentée  par  a,  et  que  V ou  l’une  de  ses  dif- 
férentielles soit  mise  sous  la  forme  f(x,  y)ixa.  on  voit’ 
que  a 11c  sera  autre  chose  que  la  constante  arbitraire  que 
donnera  l’intégralion-dé  y).  Cela  posé,  si  l'équa- 

tion différentielle  en  question  est  de  l’ordre  n,  chaque 
intégration  introduisant  une  constante  arbitraire,  il  fau- 
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* * t • ,*  ' « « 

dra  que  V =o,  qui  est  censé  nous  être  donné  par  la  der- 
nière de  ces  intégrations,  contienne  au  moins  n constantes 
arbitraires  de  plus  que  notre  équation  différentielle  (*). 
Soient  donc 

y, 

• Vf.  * 

l'équation  primitive  d’une  équation  différentielle  du  se- 
cond ordre,  et  ses  différentielles  immédiates  ; nous  pour- 
rons, entre  les  deux  premières  de  ces  trois  équations,1 

éliminer  successivement  les  constantes  n et  A,  et  obtenir 

. 

•(*»  ‘r’£’a)~0""  (,56)' 

Si , sans  connaître  F(ar,  jr)  = o,  on  parvenait  à trouver  ces 

équations , il  suffirait  d’éliminer  entre  elles  ^ pour  obtenir 

a»  ’ > • 

FC* » j)  — o,  qui  serait  l’intégrale  complète,  puisqu’ellè 
renfermerait  les  constantes  arbitraires  a et  b. 


di)~'°’F(X’‘7%  £’di)-°  "i,55}’ 


43o.  Si  l’on  élimine  la  constante  b entre  la  première 
des  équations  (i56)  et  sa  différentielle  immédiate,  et 
qu’on. élimine  de  même  la  consume  a entre  la  seconde 
de»  équations  (t56)  et  sa  différentielle  immédiate,  on 
obtiendra  séparément  deux  équations  du  second  ordre , 


j- 


Si  une  équation  en  x et  en  y no  renfermait  pas  n constantes  arbi- 
traires de  plus  quo  l’équation  différentielle  do  l’ordre  n , elle  ne  pourrait 
en  être  regardée  comme  l’équation  primitive.  Ifttr  exemple,  l’équation 

y=‘ ir*,  qui  nous  conduit  à ^ =ç(*jx  par  deux  différenciations  suc- 
cessives, nW est  qu’uno  intégrale  particulière.  En  effet, cette  intégrale 
s’obtient  en  faisant  è==  o et  6 dans  l’Intégrale  complète,  qui  est 

y ai3  -f- tx  -f-  c.  __  -t  *•*.  • . * - 

Observons  encore  qu’.on  ne  üoij  considérer  que  comme  une  spufo 
constante  celles  qui  ensemble  affectent  upe  mèqie  puissance  <fe  x.  C’est 
ainsi  qne  d^ns  celte  équation  y =^Xa  + *)-'  + c,  qn  ne  compte  a ■+  h 
que  pour  une  constante.  - ■ 
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qui  ne  différeront  point  entre  elles  , autrement  les  valeurs 
de  x et  de  y ne  seraient  pas  les  mêmes  dans  l’une  et  dans 
l’autre.  Il  suit  de  là  qu’une  équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  peut  provenir  de  deux  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  qui  sont  nécessairement  différentes, 
puisque  la  constante  arbitraire  de  l’une  n’est  pas  la  même 
que  la  constante  arbitraire  de  l’autre.  Les  équations  (i  56) 
sont  ce  qu’on  appelle  les  intégrales  premières  d’une  équa- 
tiou  différentielle  du  second  ordre  qui  est  unique,  et  dont 
l’équation  primitive  ¥{x,  y)  = o est  l’intégrale  secondé. 

43i.  Prenons  pour  exemple  l’équation  y=:  ax  -+■  b , 
qui , à cause  de  ses  deux  constantes,  peut  être  regardée 
comme  l’équation  primitive  d’une  équation  du  second 
ordre.  On  en  tire  par  la  différenciation,  ét  epsuite  par  l’é- 
limination de  a, 

• % * > 

Ces- deux  intégrales  premières  de  l’équation  du  second 

ordre  que  noua 'cherchons  étant  différenciées  chacune  en 
particulier,  conduisent  "également^  par  l'élimina lihrf  de  a 

•->  • V d*y-  . ’•  r* 

et  , à 1 équation  unique  9-  . - *.  r , • 

Dans  le  cas  où  le' nombre. des  constantes Surpassé  celui 
•des  constantes  arbitrales  requises,  les  constantes  excé- 
dantes, par  fa  raison  qu’elles  sont  lices  aux  mêmes  équa- 
tions, B’amèneitt  aucune  relation  nouvelle.  Cherchons,  par 
‘exemple , l’équation  dû  Second  ordre  dont  la  primitive  est 

y = -:ax' -f-fcr  + C . ...  i ,(t58)  ; 1 

» <Ç . ~ ...  k •**'•»  •’  v . x » 

•en  la  différenciant  on  obtient  * s / 

'..:V  5^  = “ T ?*>•*  <'%)•  ' 
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nous  donnent  séparément  ces  deux  intégrales  premières  : 

^ 1 - * * 

• - a : 

7. 

4r 


4r . ii  -,  â i dr  i 


•J 


Eu  éliminant  ^ éntre  lés  équations  (160) , on  tombe  sur 

l’équation  primitive  (i58).  D’un  autre  côté , si  l’on  diffé- 
rencie la  première  des  équations  (160) , on  trouvera  eh 
réduisant 


_ J 


/ 

tr. 


d’r 

-7.  -«••••  (.6,), 


„ .v  . ;;  ôx% 

* * t I » » ‘ 

Si  au  contraire  on  eût  différencié  la  seéonde  des  équa- 
tions (160),  on  aurait  trouvé  en  réduisant,  '■ 


çjj 

I 


dx»  ~ dx 

équation  qui  coïncide  avec  celle  qui  est  désignée  par  k 
n*^i6i,  en  remplaçant  le  second  membre  par  sa  valeur.  • 
tirée  de  l’équation  (t5g)  (*)  ; te  qui  montre  que  les  équa- 
tions (160)  conduisent  à la  même  équation  par  (des  che- 
mins différents.  . 

43a.  Appliquons  de  semblables  considérations  à l’é- 
quation différentielle  du  troisième  ordre  « en  différenciant 
trois  fois  de  suite  l’équation  F(j,  jr ) a=  o,  nous  aurons 


K^’dQ'0’  K*’J’d*’d/)“0’ 


ces  équations  admettant  les  mêmes' valeurs  pour  chacune 
■ des  constantes  arbitraires  que  renferme  F(x,  y)  — 0,  on 
peut  en  général  éliminer  ces  constantes  entre  cette  der- 


* 

■ (*)  U*18  ,0  <»•  où  non»  ne  connaîtrions  pas  l'équation  priroitivro(if>8] . 
?u  pourrait  contester  remploi  que  nous  avons  fuit  do  J’éqpatian  (l'kf) 
• -foi  en  dérivé.  Je  répondrai.quïl  suffit  d’avoir  les  équations  (160)  pour 
<ii  tirer  l'équation  (i$g)  par  Tèlimitintioii  de  r.  ’ . 

».  -y  fC  ' 
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nière  et  les  trois  précédentes  équations,  et  obtenir  un  ré* 
sultat  que  nous  représenterons  par  .1  , 

f(x  y & Ëlr'* _ „ , , , 

J\X,jr,ïxy  dx»’  dP)—' *"<■' 

ce  sera  l’équation  différentielle  du  troisième  ordre  dé 
F(#»  et  de  laquelle  les  trois  constantes  arbitraires 

seront  éliminées  ; réciproquement  F (i,  j)  = o sera  Fin- 
tégrale  troisième  de  l’équation  (162). 

433.  Si  l’on  élimine  successivement  chacune  des  cons- 
- tantes  arbitraires  entre  Féquation  F(x,  y)  = o et  celle 
que  l’on  en  tirerait  par  la  différenciation,  on  obtiendra 
trois  équations  du  premier  ordre,  qui  seront  les  intégrales 
secondes  de  l’équation  (162). 

Enfin,  si  l’on  élimine  deux  des  trois  constantes  arbi- 
* traires,  à l’aide  de  l’équation  F(x , jr\  = o et  des  équations 
que  l’on  en  déduira , par  deux  différenciations  successives , 
c’est-à-dire  si  l’on  élimine  ces  constantes  entre  les  équa- 
tions ■ 

F(.r,^)=o,  F(x,r,g)=o,  j^)=o...(.b3), 

, on  pourra  conserver  successivement  dans  l’équation  qui 
proviendra  de  l’élimination,  l’une  des  trois  constantes  ar- 
bitraires; par  conséquent  on  aura  autant  d’équations  que  , 
de  constantes  arbitraires.  Soient  donc  a,  b , c ces  cons-  * 1 
tantes  arbitraires  ; les  équations  dont  nous  parlons  , con- 
sidérées seulement  sous  le  rapport  des  constantes  arbi-  •.* 
traires  qu’elles  renferment,  pourront  être  représentées 
ainsi  : • * • . • 

?c  = o,  <p £=o,  <pa=  o....  (t64).  '•/*  ' 

Comme  les  équations  (ib3)  concourent  toutes  à 1 élimina-  r 
. tion  qui  nous  donne  l’une  de  ces  dernières,  il  suit  de  là  \ •’ 

- _ V » 1 à ’ 
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que  les  équations  (164)  seront  chacune  du  second  ordre; 
‘on  les  appelle  les  intégrales  premières  de  l’équation  (162). 

434  Eu  général,  une  équation  différentielle  d’uu  ordre 
n aura  un  nombre  n d’intégrales  premières,  qui  contien- 
dront par  conséquent  les  coefficiens  différentiels  depuis 

— jusqu’à  inclusivement,  c’est-à-dire  un  nombre 


>yV* 


n— 1 de  coefficiens  différentiels;  et  l’on  voit  que  lorsque 
ces  équations  sont  toutes  connues,  il  suffit  d’éliminer  entre 
elles  ces  coefficiens  différentiels  pour  obtenir  l’équation 
primitive.  V ”•  V 


■ )■ 


Des  solutions  particulières  des  équations  diffe-  ‘ ". 


rentielles  du  premier  ordre. 
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435.  Nous  avons  vu,  art.  354,  qu’une  intégrale  particu- 
lière pouvait  toujours  se  déduire  de  l’intégrale  complète, 
en  donnant  une  valeur  convenable  à la  constante  arbitraire 
que  renferme  cette  dernière.  kf  '“T* 

Par  exemple,  si  l’on  nous  donne  l’équation 

xdx  + jrdj-  = djV  x ’ + y* -â* , - V,-  - v/ij 

dont  l’intégrale  complète  est 


- * *ÿ V* 


; .y?  *3 


s - 

s + c = y/x'  + ^-.a*;  ’X  ; 

lue,  pour  plus  de  commodité  dans  les  calculs,  on  fasse  i ' ' ; J 

nouir  les  radicaux  par  l’élévation  au  carré,  la  proposée  * -‘3| 

RS>a.  ■ .J®  . ijm 

fj - . ,/•  < ' *.*■ 


et  que, 
.évanouir 
deviendra 


(a‘  - a%)  -h  zx.r  ^ -h  *•  = O.  . . . ï.6$y- 


et  l’on  aura  pour  l’intégrale  complète  . -a  • 

+ c'  — x1  •+•*’  = o.. . . (,66). 

11  est  certain  qu  en  prenant  pour  c une  valeur  constante 
arlji traire  c — 2<i,  on  obtiendra  cette  intégrale  particu- 


’ • . 1 < ■ ■ >1  ■!:Kii 

;.-V- 

'L*  . . ■ -J* 

\ *,•  • -- 
4 ' + - • t , • .*  t • 

• _♦  ; VT'  < ‘ 


•;  ■*’.  ’V 


* • . 


\i  ' \-é 


1 ■ 
« 


V 

1 JL. 


/r  « -, 

’t.-s  Vy*  u* 


3a6 
lière  : 


1 • 

, ‘ .{■■ 

b 5 , 

CALCUL  INTEGRAL 


V 

< . • ■■:  > 

V.  . O ' -V.  V 


.1 


J ' k>, 


>.  A- 


* V?- 

IP*.’ 
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qui  aura  la  propriété  de  satisfaire  A l’équation  proposée 

(i65)  tout  aussi  bien  que  l’intégrale  complète.  En  effet*  orv^ 
tire  de  cette  intégrale  particulière 

— 5a  dj^fS?*^ 

ac  ’ dx  ly'  i-’*1' 

KrSÿtt'f.  V.'  »î**< 

'W. 


■s  ,-T  = 


.ces  valeurs  réduisent  la  proposée  ù 


(xJ  — a’)  — s=  — (x*  e*  sr-  5o*) , 


O 


. / 


Bas-. 

St.-'  • 


équation  qui  devient  identique,  en  substituant  dans  le  se- 
cond membre  la  valeur  de  c’  que  nous  fournit  la  relation 
c = om  , établie  eulre  les  coustautes.  ,v<“  • 

PendantHong-teinps  on  Crut  que  celte  propriété  de  l’in- 
tégrale complète  était  générale,  et  que  lorsqu’une  équation 
différentielle  en  x et  en  y était  donnée,  on  ne  pouvait 
rencontrer  une  équatiou  finie,  entre  les  mêmes  variables, 
qui  ne  fût  un  cas  particulier  de  l’intégrale  complète,  en 
donnant,  comme  nous  venons  de  le  faire,  une  valeur  at- 
«?..  ^ bitraire  A une  constante  -,  mais  on  s’aperçut  enfin  qtie  cela  , 

Ls-.  * «'était  pas  toujours,  et  Euler  lui-même,  dans  un  Mé- 

Cy  j-  • * a : li^ _jsc  —J „ : . a j.. 

lé 
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.?•  “ jî*  .bkï 
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moire  publié  en  1756,  regardait  comme  un  paradoxe  du 
calcul  intégral  le  fait  singulier  de  l’équation  . . ' 

, .•*  ••  nt  ‘ - V ▼*.  T ^ <'  *■'  % 

fe-,  4v»<  1 - jr"  -f-  J*  = a’ . . . ( 167),  • ■ ■>-.> 

■K  •*"  , t 

qui  a la  propriété  de  satisfaire  à l’équation  différon- 
r -,  tielle(i65),  et  qui  n’est  point  comprise  dans  son  inté-  ‘ 

gr  * grale  complète.  En  effet , cette  équation  étant  différenciée, 

|_  . . . ‘ donne  xdx  = — ^dj-  ; celle  valeur  et  celle  dex*-!-^  ' 

Y , r étant  substituées  dans  l’équation  (<65; , en  font  détruire 

tous  les  termes,  et  néanmoins  l’équation  (167)  n’est  pas 
comprise  dans  l’intégrale  complète -,  car,  quelque  valeur 
constante  que  l’on  donne  à,  c dans  l’équation  (1 66),  ja- 
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mais  colle  équation  ne  pourra  amener  l'équation  (167), 
puisque  la  première  étant  celle  d’une  parabole,  ne  peut, 
dans  aucun  cas,  devenir  l’équation  (167),  qui  est  Celle 
d’un  cercle. 

Cette  équation  (167)  , qui  satisfait  à la' proposée  sans  être 
renfermée  dans  l’intégrale  complète,  s’appelle  une  so- 
lution particulière  ou  singulière  de  la  proposée,  Clairaut, 
dès  1734,  avait  remarqué  ce  fait,  et  l’on  crut  long-temps 
que  ces  sortes  d’équations  n’étaient  pas  liées  à l’intégrale 
coihplète  ; Lagrange  fit  voir  qu’elles  en  dépendaient , et  à 
ce  sujet  exposa  la  théorie  que  nous  allons  développer. 

, ‘ 436*  Soit  Mdx -f- Nd^- = o , une  équation  différentielife 
du  premier  ordre  d’une  fonction  de  deux  variables  x et  y\, 
on  peut  concevoir  cette  équation  comme  provenant  de 
l’élimination  d’une  constante  c entre  une  certaine 
équation  du  même  ordre , que  nous  représenterons  pat 
md.r-4-nd^  = o,  et  l’intégrale  complète  F(r,i7-,  c)  = oJ 
que  nous  désignerons  par  u.  Or,  dès  que  tout  se  ré- 
duit à prendre  la  constante  c de  manière  que  l’équation 
Md.r-t-Iid.yïzto  soit  le  résultat  de  l’élimination,  on  sent 
qu’il  est  meme  permis  de  faire  varier  cette  constante. c, 
pourvu  que  l’équation  Mdxr-f-  N 3^  = 0 ait  lieu  : dans  ce 
Cas,  l’intégrale  complète  F(x,  y,c)  — o prendra  une  plus 
grande  géuéralité,  et  représentera  une  infinité  de  courbes 
de  mènie  genre,  différant  les  unes  des  autres  par  un  para- 
"mètre,  clest-à-dire  par  une  constante.  Cette  hypothèse  est 
admissible,  puisque,  lorsque  Féqyalion  Mdx  -f-bdj-  S*=  o 
est  donnée,  il  est  dans  l’esprit  de  l’analyse  de  ne  rejeter 
aucun  des  moyens  qui  ont  pu  amener  cette  équation. 

437.  Supposons  donc  que  l’intégrale  complète  étant  dif- 
férenciée, en  considérant  c comme  variable,  on  ait  obtenu 


3a8  V CàltCUL  INTLCHAr..  * 

O . % I 

équation  que,  pour  simplifier,  nous  écrirons  ainsi: 

Ajr  = pAx  + qAd. . . . (169). 

Il  est  certain  que  si  p restant  fini,  qdc  est  nul,  le  résultat 
de  réliminatiou  de  c variable  entre  F(x,  jr,  c)  = à et  l’é- 
quation (169),  sera  le  même  que  celui  de  c constant  entre 
F(x,  j-,  c)==o  et  l’cquation  djt=:pdx  (*),  car  l’équa- 
tion. (169),  par  la  raison  que  qdc  est  nul,  ne  diffère  pas 
de  djr-pdx-,  mais  pour  qu’on  puisse  avoir  ydc=o,  il 
faut  que  l’un  des  facteurs  de  cette  équation  soit  nul, 
c’est-à-dire  que  l’on  ait  “ I 

do  = o ou  ÿ-cK-o. 

Dans  le  premier  cas,  dr=o  donne  c^=  constante,  comme 
cela  a lieu  pour  les  intégrales  particulières;  ce  ne  sera  doue 
que  le  second  cas  qui  pourra  convenir  à une  solution  parti- 
culière : or,  q étant  le  coefficient  de  de  de  l’équation  (168},  ’ 
op  voit  que  ys=  o revient  à 


4r  _ 

Â7:~°- 


0?o> 


Cette  équation  renfermera  c ou  en  sera  indépendante;  si 
elle  renferme  c,  il  peut  arriver  deux  cas:  ou  l’équation 
q—  o 11e  contiendra  que  c et  des  constantes,  ou  cetU: 
équation  contiendra  cVavéc  des  variables.  Dans  le  premier 
cas,  l’équation  q = 6 donnera  encore  ç — constante,  et 
dans  le  second  cas,  elle  donnera  e = f(x , jÇ)  celle 

valeur,  étant  substituée  dans  l’équation  ¥(xyjr, c)  = o,  la 
changera  en  une  autre  {onction  de  X et  de  J,  qui  satisfera 
à la  proposée  sans  être  comprise  dans  sou  intégrale  com- 
plète, et  par  conséquent  eu  sera  une  solution  singulière  ; 
mais  on  aura  une  intégrale  particulière  si  l’équation 


(*■)  O résultat  est  par  hypothèse  M<br  4-  Nib  = o.  „ 

(**}  Bien  onteiulu  que  cette  é<|iiation  renferme  comme  cas  particuliers, 
ceux  oil  l’on  aurait  c ==/r  oïl  c . , . - ' 
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^)»  au  moyen  de  l’intégrale  complète,  se  réduit 
à une  constante. 

438.  Lorsque  le  facteur  q = o de  l’équation  çdc=o  ne  . 
contient  pas  la  constante  arbitraire  c,  on  connaîtra  si  l’é- 
qualiou  ^=o  donne  lieu  à une  solution  particulière,  en 
combinant  cette  équation  avec  l’intégrale  complète  (*). 
Par  exemple  , si  de  q = o on  tire  x—  M,  et  qu’on  mette 
cçtte  valeur  dans  l’intégrale  complète  F(x,  yy  c)=  o,  on 
obtiendra 

: constante  = B , ou  c = Jy. 


V / r 


C : 

: él 


Pans  le  premier  cas,  q = o donne  une  intégrale  parti- 
culière; car  changeant  0 en  B dans  l’intégrale  complète, 
on  ne  fera  que  donner  une  valeur  particulière  à la  cons* 
tante,  tout  comme  ou  le  fait  quand  pu  passe  de  l’intégrale 
complète  à une  intégrale  particulière.  Dans  le  second  cas, 
au  contraire,  la  valeurjfÿ-  introduite  à la  place  de  c,  dans 
Fintégrale  complète,  établira  entre  x et  y une  relation 
différente  de  celle  qui  avait  lieu  lorsqu’on  ne  faisait  que 
remplacer  c par  une  valeur  constante  arbitraire.  On  aura 
doue  , dansce-cas,  une  solution  particulière.  Ce  que  nous 
disons  de  .7-  peut  s’appliquer  à x. 

4^9.  M'arrive  quelquefois  que  la  valeur  de  e se  présente 


\ -*vi 


(f)  Dans  ce  dernier  cas  , où  7 no  contient  pas  c,  on  peut  se  demander  ’ ' 
comment  on  a le  droit  d’égaler  7 à zéro.  Je  répondrai  que  la  valeur  qu’on  ; ' 
a donnée  à ç dans  l’intégrale  complèto  détermine  l’égalité  de  7 h zéro. 

En  effet,  lorsque  nous  tirons  la  valeur  x = fy  de  l’équation’  7 =9,  pour 
la  substituer  dans  F (x-,  y,  e),  et  obtenir  F [ï,fy,c),  c’est  la  même  chose 
qu^dc  tirer  .r  de  F(x,  c)  = o et  d’en  substituer  la  valeur  dans  7.  Par 
conséquent,  le  résultat  de  celte  dernière  operation  seraencoreF  (yjy,c). 

Il  ne  s'agit  plus  quede  prouver  quece  résidtat  est  égal  à zéro  pour  constaV*  * - ... 

ter  qu’il  eiieslde  mèmede7jor  c’est  ce  qui  a lion,  en  considérant  F(/jQr;«V  . • . ‘ •># 

comme,  provenu  de  la  première  opération,  c’est-à-dire de  F (*,?,<;) '= ’n]  ' V • J 

dans  lequel  on  aurait  mis  pour  x sa  valeur.  ■ ■ /•*  -s'  >'  / *,  '•'/ 
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sous  la  forme  - : cela  indique  un  facteur  commun  qu’il  faut 

faire  disparaître.  ( Note  quatorzième.)  * .; 

44o.  Appliquons  maintenant  cette  théorie  à la  recherche 
des  solutions  particulières^  lorsque  l’intégrale  complète 
est  donnée. 

Soit  l’équation  . y ><  »,  . 


yàx  — xi  y = a \/  dx*  -+-  dy' . . (i  71), 


dont  l’intégrale  complète  se  détermine  par  le  môyeu  sui- 
vant : 

Si  l’on  divise  cette  équation  par  d.r,  et  que  l’on  fasse 


— = 0,  on  obtient  d’abord 

U.T 


y—px~a{/  1 ■+■  . (172), 

différenciant  par  rapport  à a-et  à y>,  on  a 

apip 


dy—pdx  — xdp=  -, 

V > + i>% 


ht  r 


observant  que  iy  — pdx,  cette  équation  se  réduit  à 

+ ‘JM „ 


ipWiipiiHp fj+r 

et  l’on  y satisfait  en  faisant  dp— et.  Celle  hypotlièse  donne 
p = constante  =r  c , valeur  qui  étant  mise  dans  l’équalibn 
(1  72),  nous  fait  obtenir 

£ If  ... . . tULat  .ii  •.  # ..  •»  ^ i|  « 

JH  

y — ex  = fl  f/ 1 -t- c‘ (173). 


Cette  équation  renfermant  une  constaute  arbitraire c.^ui 
n’était  pas  dans  la  proposée  (17  0>  en  est  donc  l’intégrale' 
complète.  ~ :>  ''yv' •.  r 

44i.  Cela  posé,  la  partie  t/dc  de  l’équation  (1G9)  s’ob- 
tiendra cii  différenciant  l’cquation  (173)  par  rapport  à r, 
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rçgarilé  comme  seule  variable  ; en  opérant  ainsi,  on  aura 


. V . 


i . , , actif 

xdc  -f- 


V « -H 


= of 


par  conséquent,  le  coeflicient  de  de,  égalé  à zéro,  nous 

• •donnera  . j ' 1 !'  . 


î 


*.=  — S- 


ac 


Tour  dégager  la  valeur  «le  e,  élevons  cette  équation  àu 


carré , nous  trouverons 


(t  -f-c*)ar*=  aV  ; 


■ d’où  nous  tirerons 

* **"aJ  ' 


au  moyen  de  cette  dernière  équation,  éliminant  le  radical  _ ••(?  *« 

de  l’équation (174)  > ll0us  obtiendrons  ensuite  ‘ T- • ; î 


t/a‘—  ar* 


...r  07»  H* 


V « v 


- J • • y. J"  r 

Cette  valeur  et  celle  dé  \/,  + c*>  étant  mises  dans  l’équa- 

lion  (itS),.  nous  aurons  .*’  / 

# \ '.*  • * , f 

* *1"  . Ai,--  ; &•: 
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I /aa  — .r1  a“—  r' 

d’où  nous  tirerons 
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(*)  Noue  n'avons  pas  aflccte  V/ 1 c’  du  double  signe,  parc»’  que  «r 
ut.c  étant  de  signes  contraires,  dans  l'équation  é*74)>  •* laul  ‘tu  **  en  501l  " •"  . 1 ' 

do  rnCmedans  ï’éqnation  (175).  . . • 7 T A - * J 


'•  -V  ’m 


» ; 


r i-  * 


'ï&jti-.  : ; 

V ...  •*<-*!  * T’  ■ . 


' • ;$•>*/■  •; . ‘ ;/  • 
,« *,  f *'  :>•  •*,  . * . • : • . T- 

' / . ’ » ; -i 

..  -IL-' 


V •» 


.-.n,.  • î ' • ■ ■ • 

» ».  • T • V . * ».  ^ ^ « 

■ • '■  ' 

■ w • * • ^ * C - 

1 «4.^  • * ^ J (-.  fil  f*TTl  tw'pi/’Ti  É t * / . • ♦• 


TT-V?- 


CT* 


y < 


33a 


CALCUL  INTÉGRAL.  ' j 

■ Al#ftK  A 1 n a . .x  4 1 ^ 


/•  3 

> , 


équation  qui , étant  élevée  au  carré,  nous  donnera 

j'  — a1  x* . . . . (,,6); 

et  1 on  voit  que  cette  équation  est  effectivement  une 
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solution  particulière  ; car,  en  la  différenciant , on  obtient 
t . ardx 

».  aJ'  — — cetle  valeur  change  l’équation  (171)  en 
■T  - 


•*#  • * <- 


m 


'■:/  yàx  + — = a\J àx 


dxJ  -f 


xJdx’ 
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v* 


■ réduisant  au*  mêmes  dénominateurs,  et  en  vertu  de  l’é- 


Ej^r  v w r • »» 

" quation  (176),  remplaçant  x’+y*  par  a1,  on  obtient 
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442*  Dans  1 application  que  nous  venons  de  donner  des 


*»  ■ principes  démontrés  art.  4^7»  nous  avons  déterminée  la 

r*  . * » ^ / ^ ti,  I 

;J'  /U  v • valeur  de  c en  égalant  à zéro  le  coefficient  différentiel  — . 
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. Ce  procédé  peut  être  quelquefois  insuffisant.  En  effet, 


^ _ , . ___ „ 

î ’ • . l’équation  • ’’  , . 

d^»  = pàx  -f  ÿdc , 


v-  / ’; 
J v 


étant  mise  sous  celte  forme  1 


Adx  4 Bd.r  -f  Cde=  O,  > •' 


assu-ï' *•  *’  • _ „ . , ■ 

‘ “ '•  < ou  A,  B,  et  C sont  des  fonctions  de  x et  de  y,  nous  en  ti- 

• rerons  * . 


• P iV 


dj»  = — ^-d.ijgp-^dr,  d«<*=  — ® d^— £ao>...  (177),. 

HR' ...  JLf 

f . f,  q • et  nous  voyons  que  si  tout  ce  que  nous  avons  dit  de  y, 

considéré  comme  fouclion  de  x,  est  appliqué  à x con- 
sidéré comme  fonction  de  y,  la  valeur  du  coefficient 
T {«Ie  «Je  ne  sera  pas  la  même,  et  qu’il  suffirait  seulement 


■ % ' a .»  a 

-J-  •*’  . que  quelque  facteur  île  B détruisît  dans  C un  autre  facteur 

• ■’/ ..  • • 
v ■ . • . : ‘ . ■ .•  *.. . - • , 


T‘'  : 


» - ■ 

t.  • # • il  Lbj,  • 


i-  • • • ••  • r 

• • * . r:».  <•’  ■ 

fc'..  ;"ï.  - : . ,•  • '.;>i 

Æ.  ' c..  .s 
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.("•••  •• 

q:  m 


I que  celui  que  pourrait  y détruire  un  facteur  de  A,  pour  /r  ys 
que  les  valeurs  du  coefficient  de  de,  dans  les  deux  liypo-  V . V 

thèses,  parussent  entièrement  différentes.  Aussi,  quoique  J*  •-  ^ ',2 

bien  souvent  les  équations—  :=o  et  — =o donnent poure  ■ ■ !■ 

la  même  valeur,  cela  n’arrive  pas  toujours.  C’est  pour-  - h-'— ’I 

quoi  lorsqu’on  aura  déterminé  c au  moyen  de  l’équa-  , 

dy 

t*on  = ° » ^ ne  8€ra  Pas  inutile  de  voir  si  l'hypothèse 

UC 

* 1 # “ / - > . • y * . • «.  • ' ’/  A *ll  .T  • Ar'V  y J 

, dx  . . - . 

de  T-  amené  le  meme  résultat  • *■  -...T-raSiÉl 


4 

11 


a*  \u.r/  . : t-Té-AJ 

-JH 

équation  que  nous  pourrons  représenter  par  . * ' -J 

à 

•.  - -•  » . m lÊ* , la^flli 4 i'  i •:  Àî  jl 


jr—px  + Fp,...  (178);  r<V- . •'  ’ » 


différenciant,  nous  trouverons  .. 

d s = pix+xaj,  + éjgjj,; 

. ....  . M 


KW-' U 


ï Vi.a 


cette  équation,  à cause  de  d y — pdx,  se  re'duit  à 


* ,V 


r=pui,  se  reouii  a ...  . : « ' ÿj 

. v-  , £d 

p. 

; dp  =s  0 ; WV  S 'it  jy  ï t.ta 


q • -.  ■ «. 1 ; . , 

xd/>+  j 


Æ 


et  comme  dp  est  facteur  commun , elle  peut  s’écrire  ainsi  : ' ' . . " . 


(x+ 


1 Ü 


• - Il  imbij,  •.  4 ^ ^ „ «j,  . ^ * '•  ly|J_ 

On  satisfait  à cette  équation  en  faisant  dp  =z  o ce  qui  5 

' - 

f , 1 -T 

• . . ; n*  '•'m 

■ * v-  1 ~ 

. ’ f .<  ■ . î » . , • - ■ . v,  Jr 

: . > • • • 

....  -jasL 


■ -WP*  . 


*SRcJ3ie" 


, j " .-  *?•  <■  .' < >'•  , - ' / ' • , * j'  ' ' • 

• • V 

fi  ■*'•'■  ' '■  "•.  V 

■ .y;.,  .-.-.-y 

I*  • •/  - 09/  lÈtJt  Mi  r.  f'.l'  «iT/'lir  limviffif..  , V¥»c-.  ■ ♦ . 


1 J 

* 
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' ■.,•••;  donne  j>  — constanle  = c ; par  conséquent,  en  substituant  > 

w ' /'b  * . ai  11  «i / 0\  « ... 


• ^ f uvuiiv.  y»  ■ » V>—  ■ — — r | s ' • 

celte  valeur  dans  l’équation  (178),  nous  trouverons 

•r=™'^SÊSiSi"«i if r 

. .... 


■n,.:.. 


cette  équation  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée , 
puisqu’une  constante  arbitraire  c a été  introduite  par 
l’intégration.  Si  l’on  différencie  cette  équation  par  rap- 


port  à c,  on  aura  . • ’ 

v ...  *"*'■.  v+  terc\  #-*>:  • 

. : 

HK-.V'  aar  conséquent,  en  égalant  à ïéro  le  coeflicient  de  de,  on 
a l’équation 

••  9 > • • ’ t • • 

I MPA-  * ‘ ^ ^ i* 


Düf! 


dFc  1 

* **“  "de  °’  , ^ 

SS >/-»•.  f. . * • # •’  ■ - .«.ai*  v 

I-  • 


• * • ' - «art*':  ‘ »*  r,  • . . • 

qui,  par  la  substitution  de  c dans  l’intégrale  complète, 
• ’ ' J„„„pra  l.-i  solution  narticulière.  (Note  Quinzième.)  ' . 


donnera  la  solution  particulière.  ( Note  quinzième 


Ri».'.  * 'v.  ? 


• . / *'  . _ rU(T  r_  _ e^k 


1^'  * , v • • Nous  ne  chercherons  pas  à intégrer  cette  équation  dans  te?  . . f< 

?r'’  *"*’  • r V »'  • t » . < l?ii  i*  «mio  ollnnc  Pvnminnr  rntitiikviit  r 


degré  de  généralité  ; mais  nous  allons  examiner  comment 

li'tnMItlfMMfijlBKWIv  J J 


> •?,  \ on  en  peut  trouver  l’intégrale  dans  des  cas  particuliers.  ,.  v 

iT  ^ * in  .*»  «a*  '>  1 

K-f  v 

KT-ryS..  . . 


ffi.  A V ■ ''-w  ». 

Efr  :i;v5.  • t.  ; * 

. sy  » , ■.  ».  « - » 


«•  •-  • ; 


« 


* ^ ' ■ 1 - *t  . ? . • . ^ 


IL  i 

i*  à • - ' ' . . w . ■ .*  a 


1 

Vr 


Y’&f  t.1 


' 

* ! v ••.*•*  :*•  , ■ ' ‘ •,.•.  ■ • • ■ .■■• 

' 1 

■ *^V  • K..  ‘ ■>>'i  ‘ • 
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, y.  - , ,w ■ . , ■ x */;•,  '.fai 

pour  intégrer  cette  équation  on  fera  p ÜZ — îÎ£  . *.  ' '.3 

dx  r*  dx’~dx’ 

« et  elle  se  réduira  à . t -jS 

• : v--,i 

* ! _ .'  *'  .v  ! ‘r.  >'■■ 


Si  cette  équation  peut  s’intégrer,  et  qu’on  en  tire  f>  = X , 

on  obtiendra  facilement  la  valeur  de  ; cari’équatitfci  ' . | 

nous  donnant  j-  =zfpdx,  si  l’on  substitue  dans  ’ • . , V 1 

«♦-.«•W  c'joA  ■ ' rJ/i*  aMC  » ' '•  *.  V >•  . 5 

' 


donnait  celle  .le  x en  fonctton  de  p,  de  manière  <|U’on  . 

eût  x = P , en  intégrant  par  parties  dy^pdx,  on  aurait  ' * 

d’abord  V ,>  "■  v'  . %ï9 

mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de x,,pn  trouverait  - . 

é i • ’ 

>#■4/**  jr—px—  Wàp. 

446.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l’on  a ' >•  v3 

,/  dr  d’rs 

~ ' ■/V’d*’  dl)  = 0””.(^) 

En  faisant  =7' , on  trouverait  g = ^ , et <**£«£ 

plaçant  dx  par  sa  valeur  , cette  équation  deviendrait  ‘ * ’ ■ ‘ 'J 

* ^ •'î^  x3m 


dx»  ~ d^-  • vyfeiâfcjB 

dj-  d'y 

“ “ dans  ' cquatiop  [ida)  . . 

A?  ' ’* 

■ >■  * . 


mettant  ces  valeurs  de  g et  de  g dans  I équation  ; . 

on  la  convertirait  en 


>.  v*i  v 


T*  • /Cr»  /> , :djr,  Ûpï  =•<,  r ^ ■, 

*»•  . ’ijt,  i . ,*•  . . ■ r*. . * J 

• . . • • • * . y • V I..  - . , '%■  ; 

"fi''  ■ . J 

» T * L ' * L «il 


♦ > A 


■r-  ■ ..J  "l 

H - • 

• ...  ' -rM 

»;■  ■IÉri 


y * - v . . • V.  -’»•  • .JSfofc-.  . 


6^(2  éd  b>  ®}^k 

..'üJt'ir 


«ÏS 


r ' 1 Vl\  "V tJV’- 

f -'■  • * • •;  V '•.'••*,  !■  '■:?  . v *% 

fr  J > ",  .\.V  '•  .*>  5 » •.!-  - •-».',*.;•••  . •;  <•  ‘.  ,i 

•*•-  -ÎV  ,*A  V-'*  «.►  ,•  *■  • >>;  Ô ••  i.  V - ,.-  ••• 

...  ' • 

| -v-  * - • • :.  >: 
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/•  .‘{.i  ' ■*-:  rw.nt  ilnnnpr  «=.T.  On  substituera  celte  • * 
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si  cette  équation  peut  donner p — Y,  on  substituera  cette 

V»  ***■*  •,••  t * . ,T£  / y . f*»  ' Ji*  " Jy  Ç • * 

.*  T»  % ^ *,%  , valeur  dans  l’équation  dx  = —,  et  l’on  obtiendra  en  in- 

[ v tégvant , V;  , ...  ■ VN  , , . 

x-CÏZ 

I C ^ * X ~~  I Y 1 * V 4 

fe  * ’ * ^5  '•  ■ V r*  V y \l{*  *V,%c  ■* -feat  V *V.‘Vï  •*  * 

F.  9»  mntr.iire  v se  détermine  en  fonction  de  »,  et  que  * 


: ■■■■■  ..V 

- •>  . .'•-•■* 

■>. --i  - .f/ ...  ■ -, 

A ,v4  . î a 
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et  par  conséquent  ‘ 


, ‘ r* 

'dp 


/ÿ.-v-OBS). 


D’une  autre  part  J’équation  ^ =,p  nous  donne 

• ■■  . .«  . • ••••  ■ 

, . Jr  t=J!jpdz; 

• ” , / 

et  en  y substituant  la  valeur  de  dx , donnée  par  l’équatioii 
Ci  84),  on  obtient 


ose,; 


s-.  . r* 

.î  ..  *» 


Lorsqu’on  aura  intégré  les. équalious  (i85)et  (i86)‘,  on 
éliminera  entré  elles  la  quantité  p pour  avoir  une  équa- 
tion en  r et  en  y.  ■ . c 

* (j®  y » y 

448-  ®ans  le  cas  où  ne  se  trouve  combiné  qu’avec 
une  fonction  de  x,  ou  a 

•r  ’''vÿ^x:-:V,vl,-v 

• • . dx* 

. t . . . » 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  trouve 

g=/x d-v+c;  • 


Ë-X'  + C;. 


multipliant  de  nouveau-par  dx,  et  intégrant,  ou  obtient 

Élém.  de  Cale . dij) . a*a 


♦ -r 
- » * 

'»  ■*'  •* 


représentant  par  X'  l’intégrale  indiquée  dans  cette  éqpa-  ' ~ 

lion.  On  a • ' . • • 
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y ?=  fX'àx  -h  Cx  + C. 


449-  Enfin,  lorsque  est  donné  en  fonctioh  de  Jyil 
r s’agit  d’intégrer  l’équation 

<1’J\ 

5F* 


: Y.. 


Pour  y parvenir,  on  la  multipliera  par  idÿ,  ce  qui  don- 


nera 


d Y d r*  ’ _ , 


-I  ' ï . 

le  premier  membre  étant  composé  comme  la  différentielle 
de  at*,  on  trouvera , en  intégrant , 

y » • 

g = /iïdy  + c,  . ' ,.-0 

et  en  tirant  la  racine  carrée , on  obtiendra 

IP: j ........ 

d’où  l’on  tirera , par  une  nouvelle  intégration  , . ( 


àj  ' 


+ C'. 


-/  l/c  4-  a/Tdjr 

#î*  , 

• • * *,*  » 

/)ei  équations  linéaires. 

■ < . 

45o.  Urie  équation  différentielle  entredeux  variables  r et  j , est  linéaire 
lorsque  les  expressions  j ^ ne  sont  élevées , dans 

cette  équation,  qu'au  premier  degré  : ainsi,  en  -supposant  que  A,  B,  ' 
C,  D.. . , N,  X,  soient  de»  fonctions  de»,  l’cqtnrtion  lirtéaire  du  »*"»* 
ordre  sera 

rr'+B  rT  --  + (l87);  ’ 


,dr 


A,  + Bd5+<'d^rf‘'  dl 


Digilfeed  by^Coogle 
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lorsque  cette  équa.tiop  a al  du  premier  degré,ello  ac  réduit  à 

,*  ;•  : ••  * 

chassant  le  dénominateur,  et  divlsqnt  par  B,  on  peut  la  mettre  sous  eette 
forme 

<tr -f;  ?ydx  =s  Qdx , 

et  nous  avons  vü , art.  38S , qpe  cette  équatioh  avait  pour  intégrale 

fQef***  (U + Ci.  ' ‘ 

4S1.  Lorsque  le  termè  en  X est  nul  dans  l'équation  (iBy),  si  un  nom- 
bre a de  valeurs  particulières/?,  q , r,  etc. , mises  successivement  à la 
place  de  y,  ont  chacune  la  propriété  d’y  satisfairo , il  suffira  de  mid^Her 
P,  q.  r,  etc. , par  des  «matantes  arbitraires  a,  b,  e,  etc. , pour  coroluro 
que  1 intégrale  finie  compléte-de  cette  équation  est 

r ~ op  Ht  bq  4-  Ce,  etc. 

La  démonstration  de  cétte  proposition  étant  la  mèmè  pour  tous  les  de- 
grés , nous  ne  considérerons  que  l’équation 


Ar  + B^  -bC  ^ + D ^ = o./. . <i88). 


,d\r 

a^ 


>*£ 

dx» 


En  mettant  successivement  à la  place  ’de  y lés  valeurs  hypothétiques 
P , q,  r,  nons  aurons-  * 


*'  + b£-*'?S 


n d’r  _ „ 
0 dF*  ’ 


Aq  + Bp  + ipi  + Dp-6, 

dx  dx»  dx*  1 

. «a  dr  d*r  • - dJr  • 

A,+Bdi-f-caiî  + Dd-iï  = ^ 


*(  .•  * «.  , 

multipliant  ces  trois  équations,  la  première  par  a , la  seconde  par  b et 
la  troisième  par  c , et  ajoutant  les  résultats , ou  trouvç  * ^ 


A(,  + U+rÎH-*^|  + .g+«*) 

+■  C(a  p + i p + cp)  + D (a  4-  * ^ -f-  c— Vca  „ 

V dx»  d.r»  dx»/  V.  dx»  ^ dx»  ^ dx*  / °- 

' - . . 
Or,  il  est  évident  que  cette  eiprcssion , qui  est  identiquement  rittlle  est 


I 


A. 


'340  - .civeuLyim^ortfT., Vi 

U même  que  celle  qu'on  obtiendrait  en  faisant,*’  =s  qp  + H+  cri$mi 
l'équation  (188);  donc  cotlp  valeur  de  > satisfait  à l'équation  (188);  ot  , 
comme  elle  renferme  trois  constantes  arbitraires,  e\le  est  1 intégrale  finie 
complète  de  l'équation  (188). 

45p.  Lorsque  X n’eat  ÿas  nuj  dans  l’équation  „.V/,  - . 

- ^+Bj+cg4.ftS5=x....(.«w.  • : 

si  L'on  pont  trouver  trois  valours  partiCul  ièfcs  />,'  7,  r,  qui,  ntfses  succes- 
Siécmctit  4 la  place  dey,  satisfassent  chacune  k l’équation 

• a.  + + = (,90)’  1 

r • ' * • • > 1 . 

l’ia^jaleünie  complète  de  1’équatiqn  (;8g)  sera  v . 

'*  ' " • 1»  J = «p  + £7  +'  r»'- . • •r(>9i)i'  * 

. • ” I L •'  • I ‘ \ ' 

mais  alors  a,  b c,  au  lieu  d’être  dits  constantes , icrpnt  des  fonctlèns  de  x> 
que  nous  apprendrons  bientêt'à  ditSrmincr.  ’ . , * a 

45L  Pour  démontrer  oe  théorème,  dillërcncions  l'équation  (191)  , et 
divJscns-ltrpar  dx , nous  aurorts  ■ „ 


dr dp 

dé  d* 


« ' 1 

d«  de  da  . d b 

fc  dT+c.'dJ  + £+■' 

’ !.  I 


do 

& 


Disposons  des  indéterminées  a,  b ,c,  par  trois  conditions  : paij  la  pre- 
mière, faisons  1 ‘ ' ' * *■' 

•da  dit  . de  . *V  • ' 


U restera 


• ^ . V*  » 

d r ' d/>  „ ; d*f  dr 
3.v=  aJ-+bjP-+c-, 

dr  dx  dr  dx 


* Vi  * 


Un*  nouvelle  différenciation  nous  ddnnera 

d»r  d*P  . d’a  d»r  . da  du  dèîdq  ■ de  dr  ' 

JÉ3  ^ “ d*s  + 4 dè*  +.*  4iï  fx  dardj  ^ ,lr  <ï*.tU'"'. 

Tt  am  «1!  1*  ntiif  O SOI1  ■ 1 t 4 I fltl  fl  fltUMM  • h 


> 
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IHS  ÉQUATIONS., .,*1,11,1*. 
diflérunéitmi  encore •«, •d,,  ||  viendra  , 

i'our  remplir  la  troisième  condition,  non,  supposeront  * 

A?±P  X i ’ 

•lr  d»%  dx  dx*  + d-v  <lr>  ~J) (•&)  *’ 


. . . . : t 

ol  1 équation  précédente  det-tendra 

■ a»-’  -d>  . è‘rf  d Ir  .x 

dx»  - “'dx'»  +.i  d?  + c d7,  + ft- 


J«  du  aiain louant  quu  la  valeur  J „P  + lq  + cr  , ValUfuit'fc  IVqua- 
lion  ( >89)  ; car  mettant  dan,  celte  . quation  la  râleur  de^Ct  par  g&tse- 
queu.  ecllps  de  ses  collons  différentiels , q„c  non,  venons  de  déterrai- 
ncr,  et  effarant,  ies  terme?  en  X , qui  „<■  del misent , on  trouve 

+C (a*2.  + 6^S JA  e *Lr\ + n fn A'P. LA  d v : d » \ 

^ dx»  dx»  + dxï  + idïï+f.jjî)==°-- 


iî(.  Comme  011  ne  gait  pas  ei  le  valeur  donnée  à fait  détruire  mu- 
tuellement tous  les  terme,  de l'équation^);  |]  s’a^t  maintenant1  de 
uemontrer  que  cette  cqtiation'cgt.  identiquement  nulle.  .Pour  bel  cBet?. 
/é,  y, 7 ^uiislaisüut  à rot|uatjou  {.ic)ü),-oh  a *'  * * •• 

• Ap  + " «jx  + S -II-  +l  D dxî  ■*=  "• 


A*  + Bè  + c--&'  + »>  S- • 


Ar  + B 5?  + c ^7.  ■+■ n xr, 


d.ri 

M* & 


multipliant  la  première  de  ces  équations  par  « , la-detraJème  fyùi>./.  a), 
troisième  par  c,  et  ajoutant  lus  résultats  , pu  trouver;,  urte  équation  idem- 
tjqucmenl  nulle,  qui  sera  la  mémuque.lVquation  (19Q)*  «,  ’ 

i 05/1’our  déterminer  a,  »,  r,’ 1rs  ooefficion,  .HiTérfeitllcls  l£? 

, • .1  .dx’  dx’. 

Uc  <* » . ■ ’ * * A ~ 

u ..'entrant  qu'au  premier  degré  dans  1rs  équations  condition,  jqjaj, 

’O'l)  «*  nous  potirons  éliminer  deux  de  ces  coeflipicqs  différentiels. 


m. 


K’  ‘ 


* 4 *!  ' 

* r- 

■ 

-# 

* % .'A 

% 

2* 


S.' 

« *•  ■ 

* 

• m 

y-  »:■ 
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. . , ' • ■/  ■ .-t  -•  d»  ' d q ' 

et  nous  trouverons  l'autre  en  fonction  des  expression»  ",  ^-,*etc. , qut 

sont  des  fonctions  do  r dcU'Ym inée»,  puisqu'on  connaît  p,  »,  r,  et».,  uou.. 
aurons  donc  des  équations  de  li 'forme 

Aa  ‘ âi  v de 

-_X„  , 

ou  " \ • . > " ‘ Il 

d«s=X/ixj.  di  = X.dj*,  dç==X»da-, 

«ton  intégrant,  on  déterminera  »,  < et  e.  , > 

’ Ce  théorème. est  applicable  au  eas  oé  l’équation  linéaire  serait  d’un 

ordre'quelVUnque,  pat  conséquent  l'intégration  de  ces  équations  se  réduit 
XceUn*d»Té%aation  • v « 

' ;•  ; a'+b^c|:..;+n|  = o...;  [# 

*56.  Lorsque  l'eqniMion  linéaire  de  l’ordre  n a des  ooefhciens  co*feUns„ 

1 il  est  facile  d’en  déterminer  l'intégrale.  J n effief  , H dans  T’équatio»  ( igy) 
on  fart  f «ç  e"*_ , dn  irotirera \ èn  dUferenctant 

- ’ + ’ ' ' K N • 

^ =^••1»,  =*  «•'me,  "Ç  = e»'m*>,  • 

dr-  • dx»  , • ...  ar> 

substituant  ces  valeurs  dans  léquation  (lÿj),  on  obtiendra  . r 

v ■ .■*,  ..  ■ v • 

v-'.,  , B™  +•<»*•.  • ••  + Nm» ) *©. ...  (198)  î : 

- . • • *•  ‘ V - ' * ‘S  ' ; 

- soient  nÀ>  etc..  Je», racines^de  l'équation 

' ' l ,J  . 

... +Jînu?  =0 C'99)» 

• l’cquatioM  (14)7)  seca  sati»t*(te  paroes  valeurs 
/ < y.ia  «*•'*,  '.J'ççe*'*,  ..r —«?■"' r etc:> 

et  comme  on  a nralears  do  _rt,J’ii*éjprale  «nie  complète  dé  l’çquatkm, 
(irt»)eeWP;- 

*tr<*  ■+  *****  •+>  4b**  + «*«• 

• 457  Lijrsque'm'  ==V"V«f  qqe.p*  isïnséqnOht  les  ta*mes  jm-'n  et 
iapeee»  réduisent  à (a  -*■  1»  spmm«si  •+■  b devant  être  considéré» 

• déni  me  «ne  Seule  constante , l’expression  r ne  rrtnfermp  plus  un  noafbré 
„ de  constatas  arbitraires.  Dqns  ce  cas  , si -y  *=.  ef*_  satisfait  à là  ffro- 
poiéc,  la  Vfffeùr.r  zx.xcm‘?  doit  aussi  y satisfaire’.  En  effet,  en  difléréo- 
éiant  celte' dernière  équation,  on  irouvi:  (art.  t'4  et%J 


t 

'••v; 
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% - + «?'*,  = xé"*'*»'»  + le-'-'m', 

i5j 


il i 


=»  4-  3e"*'««'* , . etc.  ; 

•'  . »♦.  ' t-'  • *_  . ..<•  '£('*  . • 'ifci 

■ces  fleure 'réduisent  l’équation  (197), h * 

.»  ••  ' ,»••  '.  . ~it  * . .*» J ' 

s xe“'x(A  •+•  8/»'  4-  Cm'"*  4*  Pbi'I  -f-ert.), 

■+■  f"''  (B  -f  a Cm'  4-  3Dm'«  +eto.) ^ioo). 

Or,  l’équationf  199)  ayant  par  hypothèse  deux  racines  égaies , on  sait, 
par  la  théorie  des  équations,  que  l’expression  B 4-  aCm  4-  3Dm*  +otc., 
en  renrerraera  une  de  moins  que  la  proposée,  et  s'anéantira  lorsqu’on 
fera  m = m';  d’où  il  suit  que  l’expression  (y 00)  est  identiquement  nulle.  • 
Par  conséquent , l’équation  (lésera  satisfaite  par  la  valeur y=zxem’*, 
et  aura  pour  intégrale  complète 

y =:  «c»-*  4.  Arc™'*  4-  ce"*"*  4-  etc. . ’ • > 

• ’ • , , 

458-  S?il  y.avhit  trois  racines  égalqs  à n»,  on  prouverait  de  même  que 
liquation  (197)  «était  satisfaite  en  faisant  ' ' - 

" ;«.!•.  * ; » ..  *•’>..  7 • ■ ^ ^ ,(  '•  . *’.>■  • -,  xv'  r> 

y i=  e*'"  4.  xe™1»  4,Ve>»>  j 

ainsi  de  suite.  ' ' S * 1 * 

«s‘,  • , .... 

4^>-  lorsque  l’équation  (199}  a des  racines-  imaginaires,  si  l’une  do  ces 
racines  eslh-hk^—i,  l’autre  séra  *v^i  jVf.fon  «ira,  dans  la 
valeur  de  y,  ces  deux  terméar  . , . ’ 

; ( 4.  te lu*  “•  •»  ’•>  . 

ou  ^ '•>»  ♦ >V;  ’•< 

CWX)-  ' ..  ‘ 

' Y • . « 

Qr,  on  sait  qu'on  a , eu  général  pouvlômo),  la  forte  u le  . 

_ ■ < . / . ’ 

“ t06  ÿ>  ^ — ;'l#'  e V ^ 1 SCO^I-  Bill  ÿ y/— £ j 

en  comparant  l’exjJressioh  jioi)  à ccs  formules,  nous  pOqrrops 
placer  ™ • 

par  copte  + 3ivjx  y/-**,  *.%•. 

'*  * * • • t . 

e-**V~*  _pat  cosix-Bhih  y<-i,  ' 


et 


êt  la  formule  (201)  deviendra  ' * * 

«A*t  ecos  Ax-f.  a sfp  fcr  y/~i  -t-  fcco»  Ax^-  c sln  Ax  y'— ijv 


A. 


:t’  i 
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expression  qui  peut  s’écriac  ainsi  : . . _ 

ek»[(a  -+-  b)  eos  fa  -f-  (a  — b)  sin  fa  — lj. ..  . (ao-j). 

Quand  X est  nul  dans  l'équation  (>87),  »,  b,  c 'étant  des  constantes 
arbitraires,  art.  nous  pouvons  supposer^  +,A=sc,  »<-r  b—c‘  — J; 
alors  la  partie  imaginaire  qui  est  dans  l’expression  (301)  s’évanouira. 

- 

De  r intégration  des  équdlioils  simultanées. 

•’  .*«  ».  - •*.  • • ‘ • • f;' • ‘ **  \ \ : •-*•  -- • • ; ; • 

460.  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer  6 la  foie  deux  ou  plusieurs 
équations  différentielles.  ’ . ' ' 


Soient 


A >• 


M>  + N'x  + + Q*j£  « Y 


....  (jo3)- 


lus  .équatiolis  les  plus  générales  du  premier  degré  entre  x et  les 

• _ (b  ér  , ’ . *•  V 

ooofHciens  différentiel»' J , jy;  et  dans  lesquelles  les  coofflciens  A(lr,  N, 

P,  etc.,  sont  des  fonctionsde  la  variable  indépendante  t.  On  peut  écrire 
ainsi  çes  équations  : 1 \ . • 

,-r.<  ••‘.W.  '.vf'.'*  ^ 


:•  .«A  1 


!.  (Ms  . f Vf*)  dt  + pd>  -P  Qdx  = Tdt, 

• (M'>  + N'a-)  dt  + P'dr  -fr  Q'dx  = Vdt; 


sM’qn  multiplie  la  seconde  «par  une  fonction  8 de  t , et  qu’on  ajoute  tes 
résultats,  ou  obtiendra  * * • . 

1 * . . '■  ... 

[(M+  M'Olr-f-  (N  -+■  N'OéOdt  4-  (P-f-  P'û)d/  4-  (Q+Q'6)dx = (T-t-Ttylt; 

* * x « - /.  , v 

• en  représentant  les  quantitéstjui  sopt  entre  les  parenthèses  pur  une  sente 

lettre , cette  équation  peut  & écrire  ainsi  : 

. *•  ......  _ * '‘‘••V, 

. j-,  y w,t^t  < - « ' * 

R.rdi  4-  KxiU  -p  Rdj’  -+r  Sdat  = Td/  j 
on  ert  tire  • O * ; 

• H^r  + ar^dl  + R^d.r  4-^di"^  =Tp«...,  (luq),. 

' 

équation  qui  se«  dé  même  forme  que  l'équation 
> ’ ‘ * , ^ ' ** 

• . J dr'f'Prdx  = Qdr....  (308),  1 

- que  npiii ‘âvous  ihtogrce  art.' 38S,  sï  ’ ’ 
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• / K \ **  * S • 

• . . . r * .<i yj'  x)'~  4*"  r . ■ ■ • {^i  •'•  • 

, parce  qu  aiors  en  faisant  . . .*f  , ' 1 . , • 

, •'  * • •; . t, 

, • r -Kg*  = • . 

l'équation  (204)  deviendra  t">  ' . 

«,  iftdt-q-Rds'si  Tdr, 

°“  ' ,'>./•  V • ■ •'  ' V k ' 

. , = (208);  ■ , 

et  l’on  voit  que  cette  équlttfon  esU.de  même’  forme  que  l'équation  (ao5}, 

n T * , . ■ - 

puisque  — et  — sont  des  fonctions  do  la  variable  indépendante  <•>  1 

. Rour  satisfaire  à-l'équafion  (aoG),  il  suffit  quo  l’on  ail  . 1 

y.  • • •*  l*"<  ' . • ' ' v 

» i ..J  1 > «/K..  V.'  S , . . . . ' • 4 • 

• ?&&}*% -*?:.„  ■ ...  f . - 

et  en  exécutant  la  différenciation. indiquée,  d'après  l'article  14  , on  trou- 
vera ' • ’ "J 

i\  *r  + = ru 

é * * ^_r.j  1 • * s-  r*  As."  , ■ •.  t1'  •.  . 

J cur  ÿuo  cette  équation  soit  satisfaite,  il  fuut,  en  .générai,  que  les  Multi- 
plicateurs de  dx  soient  ègailx  , et  que £. pur.  conséquent,,  le  terme 

x.d.  | soit  nul;  cV>st-à-dire  que  l'on  ai^  . • 

il  * .t  • j ■ 9 r . 1 ■ 

. K S - K \ \ 

if» -JT,  d.r5çr0:....(aoÿ.-,  • ■ ■ S 

O11  remettra  dans  ces  équations  les  vole  tirs  des  expressions  k'  il,  S 
et  K ; et  ayant  effectue  la  différenciation  indiquée  ,*  on  éliminera  fl  téri.- 
fermé  dans  ces  équations;  «t-T»n aura  14  relation  q«i  doit  sulaiistçr'eittro 
les  coefficiens  , pour  que  l'équation  <le  condition  séit  satfejaite. 

46a.  Dans  le  eps  oq  les  coefficient  des  premiers mémbros  des  équations 
(ao3)sont  conslans,  lu  différeruidledVino  constante  élai*  égalêù  réro,  il 
ny  reste  que  la  première  des  équations  fa  ; . Ile  sulfira  pour  détcftii’inur  • 
Vlpütqleur  0,  qui  alors  sera  constant,  puisqu'il  deviendra  é#il,à  nnc.lVÛio- 
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et  en  faisant  évanouit*  les  dénominateurs  , ou  soit  que  6 doit  Mrc  déter- 
miné par  une  équation -du  second,  degro.  Nommant  é' et  (J"  ces  valeurs 
de  11  ; «t  supposent. quuplrê»  les  avoir  Substituées  , successivement  dans 
l'équatiop  (308),  les  coefticiqûs  de  «1 t et  de  d(  deviennent  dans  le  premier 
cas,// et  <f  ; ut  Ans  le  second  p"  et  f*,  on  aura  * 1 

d*  + fiait  — e'di,  - ' ' . 

d*  ■+•  p"zdl  ^ . 

A‘  . -t.  , • 

intégrant  d'après  la fqrmole  (k>3),  page a06 , dn .trouvera  ’ . 

• - • • . ■ 

On  substituera  dans  ces  valenrs  celle  de  t,  tirée  de  l'équation  (raj),  et  l’on 

aura  deux  équations  en  r,  en  y et  eh  t.  , * , . 

46Î.  Si,  excepté  T,  T' et  T",  que  dons  regarder  ms  toujours  comme 
desédncUons  de r,.lC8  coefficieos  N,  V,  Q,  etc.,  tant  oonstaus,  et 
qu'on  ait  les  trois  équatiops  , ■*'"  , _ 

■ •'  dy  -f-  (Mj- -4- K-r  +'ïa’5dr  *Tdt,  • • 

Ai  + (M y 4-  NV  -»~PV)dt  = T'di,  . _ 

’dr  -i-  (,W>  4-  K'z  4-  P't>dr  = T"dt, 

on  multipliera,  Id  seconde  ppr  une  çqpstante  0 , et  la  troisième  par  pne 
autre  constante  lé;  e^ ajoutant  les  r&nitlatS;  ou  aura  une  équation  que 
nous  'pourront freprêsep  tel  ■par  * ■ 1 

d.r'-4ûdx4.  Hdz  +Q//.-I-  JV*  4-&x)dl  =a  Vdtr  ' 

Or,  pour  que  cètté  équation  soit.de  la  forme  («vtrer  l’art.  385)  • . 

. >•  djr4-P/de  = lQdx, 

il-  but  qu'en  regardant  la  fonction  y -4-  Rr4-  Sa  céntme  une  seule  va- 
riable./, la  différentielle  dy"  de  eetiajbnction  soit  égale  à dy-t-Odx+(f dj, 
ce  «fui  exige  que  l’jjn  ait  les  équations  de  condition 

u * a«_  £ ’ ■ 

• ® — “1  " , . . t , ; -4* 

. -.*■  v • < 

R et  S n’étant  que  des -fonctions  de  9-etHo  8',  en  vertu  des  opérations  pré- 
cédentes,!} en  résulte  que  ces  équations  snffirontpour  déterminer  les 
diversm  valent»  des  constantes  ftet  V . 

\d\.  Cette  méthode  est  générale;,  et  s’applique  même  aux  équations 
«lifferentielles-des  ordres  supérieurs , parce  que  cas  équations  peuvent  sc 
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réduire  eu  premier  degré.  Si  l’pn  avait , par  exemple , les  équation» 

-if?  + Mjr Nj'  + P 3T.+.  Q 37  **  X’ 

^«•/  + Nh4+q>ï-t'  . 

ou  plutôt  r V>  * , . . *' 

é .*.!*•  ’ ^.  ■ !'■  • « - 

é’>  + (H>  -t-  t*f)ér  _-4-  (Pd^  + Qdr)dt  ==  Td<*  J.  . 

d»r  * «»*•  •+  {P4jr+<î'#r)<l«  * T>^t  V ‘ 1 •?•  ’• 

oa  (mit  •"  .•  • 

: ..  ' ir==jâ<«.,.  {lit};  ^ . 

■*>  _ / , * • 

M en  observant  que  dt  est  constant,  ces  équations  .deviendraient 

' " d/>  + (Mr  4-  tt*  4*  Pp  + <b)ài  =;Td /,  ' • 

• ’ • dy  -f.  (M>  + N'*  4-  P'p  -M  Q'f)dt=i  S-dc* 

r,  ^ *•  “ a » 

cas  deux  équations,  iveotcs  équations  (îft),  formant  quatre  équations 
du  premierdégré,  auxquelles  ori  peut  appliquer  les  procédés  ps-écédens. 

‘ r * t ' . .v;%-  \ . '•**> 

Dp*  équations  différentielles  partielles  du  premier 
’hrcfre.  . . 


■ v - ' ■ ' ; ' : ■"  • 'VÎ--  ’k. 

465.  Une  équation  qui  subsiste  entre  des’  eoef6éien*â*f- 

Jerentiels,  combinés,  selon  le  cas,  stvec'dés  viriàbles.et 

0 • • * ^*_.s  v‘  *•  *V 

des  constante»,  est,  en  général , we  équation.  «iiftereatiélte 
partielle , nu , suivant  l’ancien n«v  dénomination  J est  One 
équation  aux  différ-erices  partielles'.  On  a appelé  aitur  ces 
équations,  parce  que  la  notation  des  coefticicns  «liftèrent Tels 
qu’elles  renferment  indique,  comme  nous  l’avons  vuavl.  $4,  ' 
que  la  différenciation  ne  peut  être  effectuée* que  partielle- 
ment, c’est-à-dire  en  regardai» t certaines  variables- comme  v 
constantes.  Cela  supposejdonc  que  la  fonction  proposée  ne 
contienne  pas  qu’une  seule  variable.  Pour  plus  de  SHÇjpti-» 
cité , nous  n’en  ad  tnettrons*d’abord  que  «leux , et  «ou»  con- 
sidérerons les  équations diffiérentiêlles  partielles  d.ti  premier 
ordre,  qüi  sont  celles  qui  qe  renferment  «ju’im  ou  plusieurs 
coelïiciens  différentiel*  du  premier  oàdrê.  ' 


» 
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4Cti.  La.'  première  équation  que  nous  co^ilriéivcerons  à 
intégrer  est  la  suivante 


• s 

s 

Ai 


’ •••  Tx~.a:  ■ • V 


•r- 


Si,  contre  notre  hypothèse,'  a au  lieu  d’être  fonction  de 
«leu*  variables  a;  et  y,  ne  contenait  qüe-x,  on  aurait  uue 
<H|uation  différentielle  ofdinail-e  qui , étant  intégrée,  don- 
nerait. 2 = ttç  +-c;  mais,  dans  le  pas  présent,  z étant  une 
fonction  «le,  .r  etdej,  les  y.  «renfermés  Hans  z ont  dû  dispa- 
raître à la  différenciation  , puisqu’un  différenciant  par  rap- 
port à Xi  nous  avons  Regardé  J. connue  constant.  Nous 
durons  doqç  èn  intégrant,  consewrei'  la  «nèuie  hypothèse, 
pt  supposer  que  la  constante  arbitraire  est  en  général  une 
fonction  fiar  icopséquent  nous  aurons  pour  l'intégrais 
de  l’éguatiou  proposée  ' ' . 


f 


équatiou  proposée 

a*;  . ^ ' .• ■ ...  ••  *t  . r.  ,'V  . n : 

■ * + 


dh-.  Cherchons  encore  à intégrer  Inéquation  différentielle 

partièlld 

•."!!V  ! - *'•  «lz-  1-  '/j'- 


-'•i ' >:>  ‘ '.'W  -' 


J **. 


».*  --•«  * 1 


• -f ’ ■ r , - t.. , . 

doit»  laquelle  X cslm>efoùctioni.de..r  •..mjilüpiiantpar  d* 
ut, intégrant  i nous  trouverons 

i = /Xdx-|- 


. •» 

,•  * • js 


w i;  * i • • ..  • 

. Ou  uc  trouvera  pas  plus  de  dilücùUu  à intégrer 
réquatton  L if  ’v*  .T  ' 


•’t 
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v *v,  . ; "i-  -s  p*.  *-■  * ’tV'-.'  v : . ‘ . v,--’ 

«t  lrO^«»MPa;  ■ V ’v  .•  . 1 - V* i, 

•#  "•.  • - •*■•';  **■ . fi  • ’ • *•«  JM?  • v*  * ' *•  >%  . • * w 

. • . if  V ■ v’*  • *4* 

4jo-  Ofoiptégrqra  de  la  même  manière  toute  équation 

• .1  • • ■ * '* y •*  . ••  : '•î*  Wa 

ÿans  laquelle  “ égalera  une  fonction  de  d^nx  va'rlpbfe» 
x et  y.  Si  l’ou  a , par  exemple,  ' ' v - 

* . . X dz  r>;,;  V 2c'  ,* 

. , \ ’ ; ; -x  Ÿ "J '+.*']  , 

. •*. . 

en  regardant^-  comme  constant,  opiijtégrera  d 'après  JV'* 

tîclè  271,,  après  avoir  multiplié  par  da:;  et  en  nommant  tpy 
la  constante  qu’ou  doit ajouter  ï l’ïntdgrale,  on  aura 

* ~ ,V  Vf!  rjr  ‘âr*  + ?JT‘-  • • ' 

, ,•  * "»,  H«  :■»,  . v - i . . 

471  • Enfin , si  l’on  veu Un tegref  l’équatiofi  . ( 

' i'  V*..-  * 

J*  ~ i/  r* V*  V • / 

/v"  •'  ' .''i  * ;.*£  • < • _**•/•"  ' "f*  *” 

On  regardera  toujours1  j-cémiWe  con-stopt*  eil’on  a tiré,  ar- 
ticle 274t  - •.  Z.  V-» 

• 1 ‘ 1 y . • îrY'  ; ' • ' ; 

. - zi=arcfsin=  -)  + <py, 

\.;,v>*rr  * . 

472.  En  général,  pour  intégrer  l’équation 

i t * ' • 

« . dz  „<■$  ' 1 

: ‘ T^'clarsa-:  r)  Qx,  *.  * \ ' V 

.,d.r  ' - \ ...  . - . 

• : * ’ ‘ * **  • * ‘ > 

on  prendra  l’intégrale  par  rapport, à x,  -fet  ajoutant  ensuite  ’ 

une  constante  fonction  dey,  pour  h compter,  on  trouvera 

v"-  ‘ * - ' Vj-r.v • 'V-' 

.’  z==/dî:(afyJi>drH-^r-  '•*<  -vf-: 

s.H-.-s  • it  • • ’ • . * 
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4,3:  D'après  œ.qiu  prépède , dnvoit-  qu’à  pari  Hy  po- 
thèse de  l'upe  de$  variable  supposée  constante,  et  de  l'in- 
troduction , dans  l’intégrale , d'ürfe  constate  (onction  de 
cette  variable  x ©n  suit  le  irfème  procédé  que  dans  l’intégra- 
tion-des  équations  différentielles  ordinaires. 

474<  Considérons  maintenant  les  équations  différentielles 
partielles  qui  contiennent  deux  coefficient  différentiels  du 
premier  ordre  ; et  soit  l’équation 

v d*  . „ d*  

Mdâr  + Îl^-0’ 

dans  laquelle  M «t  N représentent  des  fonctions  données 
de  x et  de  fx  on  on-tire  • ' " • - ‘ 

.....  :*Ll 

-*  ^.7  W**-'  • 

• V ’•  ' ' . 

substituant  cette  valéur  dira  la  fojrnude  . . 

* « . * . : . . . • ’ • 

• ' ■ ds  ' dr  * 

dz  = ^d*+^d.r...(*,a>,  . • 

<{ui  n’a  d’antre  sens- que  d'exprimer  ta  condition  que  i est 
fooctWnr-de  x et  on  obtient  1 ' > 


QU 


ds  NtLr  — Mdjr  *'• 
dz==d?  11  • 


Soit  xle  facteur  propfe  à rendre Nda:  — Mdj-  une  différen- 
tielle exacte  dv,  no.ue  aurons  " • \ , 

* • **  * - * ’ % ' . \ •*  • ; ' 

— lldj*>n=dK.,’.V(i|3)- 

' % #-*■  t * **,*»  . ’ » f ^ - 'u  - . * ' _ 

Au  moyen  de  cette  équation,  nous  élku.ineronsKdx  — Md>- 
dela  précédente , ét  noua  ©btitmdroni''  y 
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, » * # • 


* 1 fi. 

d*  = rN  *• 


âN  j£r\ 

. • - ' ■*!*•.'.  C ,•;  r*’-  ■•  * 1; 

Enfin,  si  l'on  remarque  que  la  Valeur  de  ^ n’est  point  de*: 

• ••  , <'  : • • . .<•?.  v 

terminée,  on  peut  la  prendre  telle  que  ~ ^ dv  puisse  s’in- 
tégrer, ce  qu*.  exige  que  ^ uqe  fonction  île  u;  car 

oa  sait  qae  la  différentielle  de  toute  fpnetiçir  donnée 
de  K.  doit  être  dé> fentefi*.*?.  lisait  Ifon^de  \l  qq’on 
doit  avoir  ’ • . 

„ ... 

équation  qui  changera  la  précédente  en  * 

’ , "4*  sFnidv:  . * ’ * . 

d’où  l’ort  tirera  ’*  . ?'  ■ ■ . ’* 

4^5-Si  r 

on  intègrp.pjir  ce.  moyen  L'équation  • 

- . • . da.  * d*  \ V " • . . : » 

» ' i ! / A ÿ . • u • . * • * * 

nop*  avçns  dans  ce  Wtf =->•;  N s** , et  par  c^équcnt 

I équation  (a  r 3)  deviendra  . . ;.G  T/  » 

■ . ' :?■  5;.yf^ 

II  est  visible  quel*  facteur  A,  propre  à rendre  intégrable  1© 

second  membre  dé  cote  èquafen,  est  i.  Substitua^  cette 
valeur  a. % et  intégrant,  on  a.  *'■  • % * 

■ ' > -vT . "v  - •-  • > ’?••• 

■ r • i . é fa*  &V-*s  r*  ; W 
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OALcw^^MTioiiarcl  , .y  • 

f.  '•  •*  •' 

• • ■ * • 
47*6.  Soit  maintenant  Céqu^tjon  . *4 

•'•«fl*  Ltx%  " . *•  " 

f»+Q3?+*'s**-v:^w,v  v. 

. . , >h.  v-  • “/r  * 

dans  laquelle  Pf.Q  et  R;  sont  dés  fonctions  des  variables  r, 

f et  i ; en  dmsanfpar  P,  et  en  Jaisânt  ^*=±W,  ^ — W > 


àl  V . 


no  us  pourrons  la  «lettre  sous  cette ionne  r 

v ».  . • . v.  .*  •"  • 

. ■*  ^M4* 

d.z 


i»( 

”»  > 


MS  + NiT®,;,‘  (*?A; 

» i •**•*-• 


et  en  faisant  -q  '*=  p , ^ k=  j>t  «elle  deviendra  • • ■ •';*  ;• 

. (218).  r 

Cette  équation  établit  .une  relation  entre  .les  copfïiéjens  p 
etq  ded» formule  ■générale--’  ' . l''.  , 

• ' t iz  ==J^  -ï  qàjr- ...  frrg);  ■ -• 

. . •;  • - '■  ' 

sans  cette  rélaliojL,  p et  fuseraient  çiUttfrèùieht  arbitraire? 

dans  dette  formulé  v,  ca»b  comiire  cèla  a déjà^élé  observé, - 
elle, n’a  d’autre  sens  que  d’indiquer!  t}ùe  3 est. une  foifrtion 
de  deux  .variables  a;  et  jr,  et  cette,  fonction  peut  cire  quel- 

• conque  ; ainsi,  nous  devons  re^rder,  dans  l’équation  (al g), 

• p et  q comme  deux  indéterminées  ; éliminant  p au  moyeu 
de  l'équation  (ai 8),  nous  obtiendrons 

’ • t ■ • ! :'i»  ••*“>  ■ 

ds-f  N«br==f  (dg-— Md*)...  (*20),*.-'  , ■ 

et  q resterai  toi/jours  indéterminé  ; màjsl’on  sait  (voyez  la  .* 
' note-tixicme)  que  lorsqu’une  équation  île  ce  tfeiire  i 
lieu  , queT  que  soit  «/,  il  faut  que  l’on  ait  séparément  >’ 
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dz  -f-  Ncke  ==  o,  ày  — r’M^Lr  = o. . . (221).' 

47 7-  Si  P,  % et  R ne  «ontiennedt  pas  la  vari&Me  a,  il  cp 
sera  de  même  de  M et  de  N ; alors  la  seconde  des  'équa- 
tions (221)  sçta  «use  équation  à deux  varioles  x fit- J',  et 
pourra  devenir  une  diffe'renlieUe  exacte  à l’aide  d’un  fac- 
teur que  nous  représenterons  par  A -t  et  noos  aurons. 

\(ày  — ; Mdi)‘-=  o . . . (222) , 

L’intégrale  de  cette  équation  sera  upe  fonction  de-xet  de  y 
à laquelle  on  devra  ajouter  une  constante  arbitraire  — 
qpe  pous  faisons  précéder  {lu  signe  négatif,  pour  que, 
transposée  dans  le  second  membre,  elle  soit  positive  ; de 
sorte  que  noua  aurons 

•1  *■ 

* F(*>  f)  = -v. 

d’où  nous  tirerons 

Jr  = /(*r")-  / ■ ; . 

• . * • V-  ^ 

Telle  sera  la  valeur  de  y qui  nous  sera  donnée'  par  la  se- 
conde des  équations  (22  r);  et,  pbur  établir  qu’elles  ont  lieu 
simultanément,  il  faudra' substituer  cette  valeur  dans  Ta 
première  de  ces  équations-,  or,  quoique  c'ettè  variable  n’y 
soit  pas  en  évidence , on  sept  qu’elle  peut  cire  renfermée 
dans  N.  Cette  substitution,  d’après  la  valeur  que  nous  vê- 
lions de  trouver  pour  y , revient  à regarder,  dans  la  pre- 
mière des  équations  (221),  y comme  une  fonction  de  x et 
de  la  constante  arbitraire^*.  Intégrant  donc  celte  première 
équation,  dans  cette  hypothèse,  on  trouvera  • . 

z s;  /Ndx  -f-  tp»i.  " 

478.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  intégration , pre? 
nous  l’équation  • ; - ’ \ ' . *■ 


dz 


Êl cm.  de  Cale.  dijf. 


:>»•  y 

•j3 
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en  la  comparant  à l’équation  (a  17), 'noua  avons 
. M a.-,  ■ .■  N ■ ==S-*-.<i  Y**-- . *(aa3)-. 

• . X X . • 


f|;A*  W|f<f4l  , *w  •%  k . • • ■ ' * i>r.à  . • -A’ 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  équations  (aai),  les 
converti  rontén 


‘ / , * — ~ 

d z — a * X x Ar  = 0,  ^ d*  ^ o. . . (aa4). 

Soit  A le  facteur  qui  rend  intégiabl&ceite  demicre.équaiiiiq, 

• 1 * t 

nous  auront  „ . • . « . • , 

y k(jâf+&Ax\iJ6t  • 

. ' x > ' , . 

•»  * r * ? 

OU  plutôt  -v.  >.  • ..>•  --*1# 

*.  » (*&?%= 

V . t.  •••..«  v<;*r>.  ' 

équation  intégrable  si  l’on'  fait  a = -,  parpe  ([u’alors  son  > 

premier  meinfcre devient  uiVe  ^ifféreiiiielle  exacte , ai  l.  4o3. 
ÉgaTant  donc  rin  tdgràle  d'ç  *c  c 1 1 e (é  q ira  l i o n ' à u ne  coijsiauie 
arbitraire*» f lion» dictons 


..IL,.  *1 


. . % - >1  ♦**  I - • \ ' i * ,:'J  , - 

, • . 

—•trf  > if 


xv,’.  »-v  ;;u  4m  ’jiot: 
fZ — _ 

• •' x-  s ’ r »JJ  « r j.-.r.o 


, * / * . , t a 

£0fBi 

et  f)àr  coufcequetU  jr  = iôr.<  • * * 

Au  Inoyjen  de  cette  valeur  de  convertit  la  première 
des  équations  (224)  en  ' . * 


\/  x‘  — *'X% 

d z — a — d.T  = o , . 


X 


•:\  'v  - » . ••  . • 


’fC"  tV#  » 4 :*<>*•  3*  ;*' 

ou  plutôt  en  . # t . . . a, 

* ' dzrél  ud.r  Vï  r ■+•  »”  J1  - ' ■ 

'intégrant  en  regardant  * rOniiue  constant,  dous  obtiendrons 


s» K3CT 
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x = afilarÿ  i -f-  •“  4*  (P*  ; 

. . * . <. 

et  par  conséquent  ••  *. 

% *v  . 

z — àx  y/ 1 4-  <•*  4-  ?*•  . • 

v • 

Remettant  pfiur.»  $a  valeur;  oq  obtiendra 


ou  plutôt 


479.  Dans  le  cas  plus  général , où  lescoeflkiens  P,  Q,  R, 
de  l’équation  (216),  contiennent  les  trois  variables  x,jr,  z, 
il  peut  arriver  que  les  équations  (221)  ne  renfcrnfent  clia-  ' 
cune  que  les  deux  variables  qui  sont  en  évidence,  çt  que, 
par  conséquent , on  puisse  les  enetu  o-spus  les  formes  ( 

. ‘ • • •••  • • ’./!>''*  '-i.  • 

dz  = /(x,z)dzf=o,  dj=f(a:,j^dx-.  • 

î ' • *•  •. 

On  ne  peut  intégrer  isolément  ces  équations,,  en  écrivant , 

comme  dans  l’art.  472,  • . -, 

• • • 

à = //(a ruz)àx+pe,  j =/F  (x , j ) dx  + <py  ; 

^ ^ • 1 « 1 • • 

cartblor*  on  voit  qu’il  .faudrait  supposerez  constant  dansda 
première  équation ,.  elj-  constant  dans  la  seconde lty.pd* 
thèses  contradictpixes.,’  puisque  l’une  des  trois  coordonnées 
x,  j-,  z,  ne  peut  être  supposée  constante  dans  la  première 
équation  sans  qu’elle  le  soit4éns  la  seconde., 

480 . \Voici. donc  de  quelle. manière  on  iritégreça  les  éqsfa- 
lions  (221X  dans.le  cas  où  elle. ne  renferment  chacune  'que 
les  deux;  variables  qui  sont  éfc  évidence  : soient'*^  et  x les 
facteurs  qui  rendeiit  les' équations  (221)  des.  différentielles 
exactes;  si  nous  représentons  cfcs  différentielle^ p>av-dlJ  et 

al.. 


ï = «xy/li  + ^ + ^,''  * . 
• , ** 

' * ' v ’ ' ' / 4 

î = «.V/r>'+/  + fi.  . 


t J 

* A' 
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par  dV,  nous  aurons  . • . 

\(dz  4-  Ndx)  = dU,  — McIt)  =*  dV; 

au  moyen  de  ces  valeurs , l’équation  (220)  deviei#ca 

du=?f  -.a'y,..*  (a45j,  ‘ . . 

• i I**  * . , 

Comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  dif- 
férentielle exacte , il  faut-qu’il  eu  soit  de  nlêpie  du  second , . 

te  qui  exige  que  <J  - soit  une  fonction  de  V ; représentant 

rm  t 

cette  fonction  par  f V,  l'équation  (2^5)  deviendra 
* • * *' 

dUs=r*V.dV;  •'  ' . . 

L ' ..  . . 

d’où  l’on  tirera  , en  intégrant , 

■ • .’Uap.fcv.  . 

. .*»  . . . * /-  , î * ■ , 

48l.  Prenons  pour  exemple  l’équation 

M # 

' . dt,  • dz 

f ■ , '.^  4*  -4jr  J •*  ' i SJ  • 

étant  écrite  ainsi*:  ” • 

• dx  \ jtdz  . • 

Oto  la  comparera  èt  l’équation  (21 7) , et  l’on  aura 

•* 

* M = 2 , * ’N  ==  L-,'  * y > > • 

- : „ J.  . ■,  . 

» - *?*;•  ■ . * . . . 

au  moyen  de  ces  valeurs,  les  équations  (221)  deviendront 

• • ...  •-  .•  - .1  /<>'  • •....  t ' 

. , iz  - d*  =r  o , — dar.^s  o;‘  >• 

* J-, 

et  en  faisant  évanoui»  les  dénominateurs , on  aura 


< 


l 
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» • 

xdz  — zdat  =*  o,  • jdf  — xdx  = o. 

Les  factçurs  propres-  à rendre  ces  équations  iptégfables 
x f 

sont  — et  2;  en  les  substituant  et  en  iutegrant,  on  trouve 


- et  j\ — x*  pour  les  intégrales  ; mettant  donc  ces  valeurs 

à la  place  de  U et  de  V,  djns  équation  XJ  =s  <I>Y , nous  ob- 
tiendrons, pour  1'iutégrale  de  la. proposée  ,'  ' •’ 


z~x  = Mj'  — x%).  ' 


482.  11  est  à remarquer  t que  si  l’on  eût  .éliminé  q au 
lieu  de  p (art.  47^5)  les  équations  (221)  eussent  été  rem- 
placées par  celles- cî  : 

• * ' %v  * 

Mdz -{*■  Ndj"  = o,  djr  — Mda^=o....  (22*6); 

et  connue  tout  ce  que  nous  avoos  dit. des  équations  (221) 
peut  s’appliquer  à cellés-cL,  il  s’ensuit  que , dans  le  cas  pù 
la  première  des  équations  (221)  ne  serait  pas  intégrable,  on 
a k01roit  de  remplacer  ces  équations  par  le  système  des 
équations  (226),  ce  qui  revient  à employer  1»  première  des 
équations  (226)  à la  place  de  la  première  des  équa- 
tions (2£i) , alors  ou  verra  si  l'intégration  est  possible. 

*11  f • 

483-  Par  exemple,  si  Pou  avait 


d*  d* 

àz  — — zx  £ Y xr 

dx  . Ajr 


.cette  équation , divisée  par  a * et  comparée  à 1 équa- 
tion (217) , nous  donnerait 


M = — - , N 

• a- 


*J 

az 


par  conséquent,  les.cquations  (221)  deviendraient 
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ds  -}-  — ‘d a:  — < 

.*  >*•  « 


dy'+l’dx  ~o; 


et  en  chbssant  le£  dénominateurs  , on  aurait 

azdz  -}-  xydx^  d , adjr  -f-  xdx  = o . . . . (227)- 

L»*plremi,èrede  €es  ét{Ha1io^y  qui  con tient  trois  variables, 
ne  pouvant  s'intégrer,  immédiatement , rto^s  la  renqplace- 
rons  par  h.  première  deg  .équations  (226)  ,.  et  nous  aurons, 
au  lieu  de^  équations  (227J  , celles-ci 

® 'pdr  jr  • 

« dz  — djr  = 0 \ àâr  -4-  xdx  = o ; 

« az  * ’ . 

supprimant  comme  facteur  commun  dan$  la  première  de 
•’  • ; - 
ces  équations,  et  multipliant  l’une  par  as  et  l'autre  par '.2^ 
t>at trouvera  . , . . 

• — 2sdz  -J-  x^djf  = o , 2<zd^"  -f-4xdx  — o , • • 

s •’  ■"  * ' ' '•  ‘ > ' . f, 

équations  qui  ont  pour  Intégrales  '' 

• • ir-nf.»  A ■ ..,#* 

ee$  Valeurs  étjmt  misés  à la  place  de  IJ  (|irt.  7j8o)  et  dë*  V 
(art<‘48f)  > Vb  abra  ‘ • • • 

/'*•«**•  . * . > • ' * 4 - / • ,#<| 

jr%  — s*  :£=  <P(iay  -f-  je').  ' . • 

' *>1  ’ '■  • 1 

« . 484-  Remarquons  que  la  [>rej«ière  des  équations  (226) 

* n’est  autre  chose  que  le^rcsultat  de  l'élimination  de  dx 
entré  les  équations  (221).  . - • 

En  général  y oa  .p«eitt  éliminer  tonte  variable  renffttpée  » 
dans  les  coeÂciens  M et  K,  et , ep.up  ÿiot,  combiner  4V«ev 
manière  quelconque  ees.équations  : si-,  après  avçir  exécuté 
ce*  opérations , on  obtient  deux  intégrales  représentées  par 
U =a  et  par  Y =>£,  o et  b étant  deux  constantes  arbi- 
traires , on  en  pourra  toujours  cOnclure'que  l’intégrale  est 
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U-=<t>V.  En  effet , puisque  a et  A.sbnt  deux  constantes  ar- 
bitraires , ayant  ptis  b 4 .volonté , ori'peut  composer  a en  b 
d’une  manière  quelconque}  ce  qui  revient  à dire  que. 1-ot^ 
a la  faculté  de  -prendre  pour  a une  fonction  ^ arbitraire 
de  b : celte  condition  sera  e*primée>par  l’équation  az=,<bb 
( noie  seizième)-,  par  .conséquent < nous  auront  les  équa- 
tions U=<t>&,  V;=4,  danslesquellesa\  yeti  représentent 
les  nicmes  coordonnées;  si  l’on"  olimipé  b entre  ce*  équa- 
tions, on  obtiendra  U =4>V. 

On  peut  encore  -observer  qué  cette  équation  nous  dit 
qu’en  fàisarit  V s=  b,'on  doit  avoir  U •=  4>b  = constùnte  : 
c’est-à-dire çjue  U et  V sorit  coustans  en  mèmé  temps,  sans 
que  a et  b dépendent  i-un  de  l’auti'e  , puisque  la  fdnçtion  4» 
est  arbitraire»  Or,  c’est' prédise  ment  la  condition  qui  nous- 
est  donnée  par  les  équations  et  V = ù.‘  ' 

485.  Pbur  donner  ufie  applitation.de  ce  théorème",  soit 


zx 


*dz 

dx. 


"d*.  \ 


= d. 


Après  avoir  divisé  par  zjr , nous  comparerons  ccl 

liona  l’équafipn  (2 17),.  ce  qui  nous  donnera 

< 1 ,***  .% 


cette  équA- 


N — — ' 


et  les  équations  (2ai)  deviendront 


. I 


O.U 


• y’  y ‘ ' 

dz  — A-dx  = o,  dr-f- - dx  = oj 
z«r  ■ x 

*.»■  *•  • . . , 

zxdz  — , y* dx  = o . xdy  -f-  j dx 


A 


■•i  * 


• * ! , *«•*"  • . » 

La  première  de  ces  e'quations  contenant  trois  variables, 

nous  ne  chercherons  pas1  à l’in tc'g ter  dans  cet  état  ; niais 
si  l’on  y.  Substitue  la  valeur  de  jrax , tirée  de  la  sqçoude,. 
elle  acquiert  un  facteur  comiffun  x qui,  e’iant  supprimé, 


-;V 


w. 
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la  réduit  à - ■ 

>,  • *•  3t\z'+  jtfjr  ==.Oj 

et  l'op  v^ftju’eola  multiplia  rit  par  *,  elle  devient  » 
{*r*feler;'P«»tre  equaiîoti  l’étant'fftori  , ômtroijve'Éa,  m 

*•  ' • - . ' 

f?  ■ 4 + ■ ;•  ‘ 

• ' * • ’'r>'  •+  ' \ 

d’qjü  l'on  conclura  que  . ••  . ..  \ 

' , . . . > '*»  ‘ • 

£*-\-.y~4>x}r,  -*•  * 

•..*».  - ••  . 

486-  Nous  terminerons  ce  que  npqs^avons  à dire  sur  les 
équations  différentielles  partielles  du  premier  Ordre , par 
la  solution  de  ce  problème  ; Vue  équation  qui  contient  une 
fonefion  arbitraire  cC une  pu  de  plusieurs  vdriables  étant 
donnée,  trouver  F équation- différentielle,  partielle  qui  Va 
produite.  . ..  . - . . * , 

Supposons  donc  qlie  l’on  ait  # g 
, ' z.__ 

• nous  ferons  . 

**  + ^‘5=  t*.‘f  :.  (228J, 

1 * t - , 

et  no yp  «quation  deviendra  . 


s=Fu; 

r • 

I , , . 

la  différentialle  de  F u devant  être , en  général',  une  fonction 
de  u multipliée  par  d« , nous  pourrons  écrire 

d*=î=^M3u.;  , 

si  nous  prenons  ta  différentielle  de  z,  par  rapport  à x seué 
. lcinent , e?est-â-dire  én  regardant  j- tomme  une  confiante, 
nous  devrons  prendre  aussi  la  différentielle  de  u daiis  la 
même  hypothèse  ; par  conséquent,  on  divisant  par  dx,  l'é- 
quation pfe'cédchte,  jious'aqrons  ' 
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■ àz  dû  • 

-S^.  (22^} 

. v • ' : >.  • 

s«  nous  regardons  ensuite  x comme  constant,  cl  y comme 
variable,  nous-  trouverons,  par  un  procédé  analogue , .7 . 

• • • . • 

dx  - ' du  , _ , 


les  valeurs  des  coeffieiens  différentiels  — et  — ..qui  eu- 

• • ••  * ••  ^ 4r 

trent  dans  les  equattous  (27.9)  et  (23o),  s’obtiendront  en 
différenciant  successivement  l’équation  (228) , par  rapport 
à x et  à y, -ce* qui  nous  donnera  ".  • . 

du  du 

. •...  • gy*-**.  • ••  *’ 

substituant  ce*  valeurs  dans  les  équations  (229)  et'  (a3o), 
nous  aurons  • • 


<\z 


J da 


— = 2XÇU  , •—  — 2JQIH 

dx  . d r \ • 


. :! 


éliminant  pu  entre  ces  équations,  nous  trouverons  enfin, 

dx  de 

: x&rW . 

• » . * * 

. 4671  Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 

z1  + aux  = F (*  — jr)-t 

faisant 

x-rj  =u....  .fo3t),  • 

. • • r • . * . ^ * ■ i *\ 

celte  équation  devient  !"  1 . • ’ • • 

' i t,  ••  , *•  • 

2*  4-  2 jtt  = Fn  ; . 

••  ; 

et  en  différenciant-,  on  a 


36*  * calcct  firrÉSTAt'.'  • 

H (z‘  -f- ?»ox)  = fùdu  ; 
prenant, par  rapporta  x,  la  différeiMielie'indiquée,  nous 


regarderons  z comme  variable  eir  vert \f  de  x qui  y est 
coplenu,  et  divisant  par  dx,  noua  apéons 


dz  . 


dw 

'♦*  dx (9?S)} 


opérant  d’une  inabière  analogue,  par  rapjrôrt  à j,  en  re- 
gardant i connue  Une  fonction  qui  ne  -varie  qu’à  cause 
de  jr,  et  divisant  par  dj<y  nous  trouerons  \ 

*zTj=**u\ ' ' 

: .» 

pour  éliminer  les  cocftciens  diftéretfliels  de  da,  l'équa- 
tion (?.3 1)  nous  donne 


y j 


f **»* 

c Ul 


d*  “ J 1 dr  ^ 1 5 

■dCLjff 


.«  i.iîr-fti  vT* 
' Mi*  t 


substituant  ces  valeurs  danp  les  équations  <232)  et  (9.33), 
« • • % 


nous  aurons 

An; ? *+  >. 

. dz 


• • 

V?  «^1 


/ ; • * # ’ ’i 

* nz 


”c  + 4a7.^  :2*dï=-*“ 

••  • • 

éliminant  ?u  entre  ces  cqu.llionS',  nous  obtiendrons 

a 


M*.  A-  Ü-  • : ‘ 


dz  dz  .. 

*î . j"  * ~ -V  f . . 

* * ,1 

De  l'fL  détermination  des  Jonctions  arbitraires  qui 
entrent  dans  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles partieliçs  du  'premier  ordre. 

488.  Les  fonctions  arbitraires  qui  çpmplètpnt  les  inté- 
grales des  équations  différentielles  partielles , doivent  se 
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déterminer  par  des  conditions  qui  tiennent  à la  nature  des 
problèmes  qui  ont  donné  lieu  â ces  équations , problèmes 
qui 'la  plupart  appartiennent  à dés  questions  physico*- 
mat hématiques.  Ne.  voulant  point  nous  écarter  de  noire 
sujet,  nous  nous  bornerons  à des  considérations  purement 
analytiques,  et  nous  chercherons  'd’abord  queltes'  sont  les 
conditions  tepfewnées  dans  l’équation 


» d* 
â.T 


'»  »• 

a . .«>  , 


:(a34)J 


:-.i 


\\ 

* *.  . 


489.  Dès  quez  est  une  fonction  dear  et  de  y,  cette  équa- 
tion pcut.êlre  regardée  comme  celle  d’une  surface.  Cettif 
surfacO, '«i’après  1*  nature  de  s'otr  éqjtatjop , jouit  dé  la  prp- 

' fjfc  ■ ' . H:  . ■ • • 

pnete  suivante^ que.-^  doit  toujours  être  uue  quantité 

constante,  il  sqit  3e.  ljt  qup  toàte  deetion  'EF,  ,fig.  gi“,  de  p;g 
cette  surface  faite  par  un  pfantiD;  parallèle  à celui  désir, 
z,  est  une  ligne  droite.  En’ effet  ,■  quelle  que  éolj  la  nature 
dé  cèUe  6ceiion,  sjon  la  partage  en  un  •nombre  infini  de 
parties.mm'jTWm'', th'm*,  etc.,  ces  par  liés,  vu  leur  peu 
d’étendue,  pourront,  être  regardées  «roihme  des  ligues 
droites,  et  représenteront  les  Siemens  de  la  section •,  d’au 
de  ce»  élément»  mm'-  faisant , avec  -Une  parallèle  mit  à 
taxe  deS  abscisses',  un  ahgte  dont  ta  tangente  trigonotné- 

J ’•  de  •’  •*»,.-•  . . 

trique  est  représentée  par  - — ,•  comme  ce}  angle  efcl  côfts- 

• 

tant,  d s’ensuit  que  tous  les  angles  tŸl'mn  , ni“m'rt, 
etc.  ,•  formés  par  letéelémens  de  la  combe,  avefc 
des  parallèles  mn , m‘ n' , m“n%  etc. , à l’axe  des  abscisses, 
seèont  tous  égaux  ; ce  qui  prouve  que  la'  settion  EF  est 

une  ligne  droite.  ’ , ■’  **■  « 

.•  * » t « t . • t‘ 

qgo.  On  parviendrait' au  ineme  résultat  en  considérant 
1 intégrale  de  Féquation  =sa,  que  nous  Avons- vu  etre»' 


*V9' 


Fie-  91 


S * 


3G4 

art  466^ 


DE  CiÇI.ÇUI.  INTEGRAI,. 


i oi  -f-  bjy. 


(45): 


car,  pour  tous  les  points  de  la  Surface’ qui  sont  datte  le 
plan  CD,  l'ordonnée  est  égalé  à une  citante  c,  repré- 
sentée dans  la  flg.  91 , par  AB  ; remplaçant  donc  py  par  pc , 
et  faisant  fc  t=  C , l’èqnatioo  (a35).  deviendra  * * . 

z^=ax  -+.C. . *.  (»36)  ; ' 


oette  équation  étant  celle  d'une  droite,  et  appartenant  à la 
section  EF,  Ï1  s’ensuit. (pie  cette  section  ekt  une  ligne 
droitç. 

4<y.  I.a  même  chose  ayant  lien  par  rapport  qui  autres 
plans sécans  qu’op  mènerpit  parallèlement  à celui  des  x,  2, 
concluons  que  tous  ces  plans  couperont  la  surface  staivant 
des  lignes  drpites,  qui  séront  pOraJlèles  , puisqu’elle^ for- 
meront chacune,  a\ec  que  parallèle  à l'axe  des  x , uu 
angle  dont"  la  tangente  trigonbutélrique  sera  a.  . . 

4qi.  St  piaintcitanl  nous  faisons  .*—  0,  l’équation  (2  35) 
se  réduira  à « = fy,  et  sera  celle  .d’un 9 courbe  tilAK 
tracée  sur  le  plan  des  yj  z;  ceiteeeuibq  renfermant  tous 
les.p6inta.de  Ut  surface,  dont  les  coordonnées  sontx  = p , 
rencontrera  la  plan  CD  eu 'un  point  n%,  iig.  91,  qui  . aura 
üo  pour  l’-utoe  pe.  ses  coordonnées  ; et  puisqu’on,  a 
aussi  j = AB ~ «,  la  -troisième  coordonnée  , en  vertu  de 
l'équation.  (a36),  swra  z ±=.  C K Valeur  ^présentée  dans  Ci 
figifto  pàr  B m.  Ce-  que  nous  disons  du  plati  CD  pottvant 
s’appliquer  à tous  leB  auties  plaus  qm  lui  sont  parallèles, 
H en  résulte  que  par  tous  les  points  dé  jà  -courte  dont 
z-xzjy  est  l’équation.,  et  qui  est  tracée  sur  le  plan  des  y, 
z..  partiront  des  droites' parallèles  à l’axe  des  x.  Voilà 
totu  ce  qu»i  iiçus  dfsent  les  équations  (s34)  et  (a35)-,  et 
coiinqe  cette  condition  est  toujuurs  remplie , quelle  que 
soit  la  figure  de  la  courbe  dont  z — çr  est  l’équation, 
on  voit  que  cette  courl*c.esf  arbitraire.  . ‘ * 


Digitizçd  by.Copgfe. 

. . . 


FONCTIONS  ARBITRAIRES 'OO  l"  ORDRE.  365 

4g3.  Il  suit  chr  ce  qui  précède,  que  1»  courbe  GHK, 
dont  z—<py  est  l’équation , peut  être  composée  d’arcs  de 
différentes  courbes,  qui  se  jôigrtent  les  uns  les  autre*,  ou 
qui  laissent  entre  eux  des  interruptions , eii  certaines  par- 
ties, comme  dans  la  figurera.  Une  courbe  de  ce  dernier  tfjg. 
genre  est  appelée  discontinue.  Une  courbe  peut  être  aussi 
discontiguë;  c’est  ce  qui  arrive  lorsqu’il  y a interruption 
dans  ses  parties,  sans  que,  dans  l’endroit  où  a lieu  cette 
interruption  ,‘son  cours  soit  suspendu.  La  courbe  , fig.  g3,  Fie-  g3. 
nous  en  offre  un  exemple  aux  points  Met  N qui  nq  se 
succèdent  pas,  et  pourtant  ne  bySsent  entre  eux  aucun 
vide.  Remarquons  qu’en  pahnlle  circonstance ,'  deux  ordon- 
nées différentes  telles  que  PM  et.  PN , fig.  93 , ou  que  QU. 
et  QS , CoiTespprfdent;  à'  unb  même  abscisse.  Enfin,-  il 
est  possible  que  la  courbe  soit  composée  d’une  suite  infinie 
d’arcs  infiniment  petits  , qui  appartiennent  chacun  ;V  des 
courbes  différentes;  dans  ce  cas,  là. courbe  est  irrégulière,, 
comme  seraient,  par  exemple  ^des  traits  de  plfftue  que  l’on 
tracerait  au  hasard  ; niais  de  quelque  manière  que  soit  for- 
mée la  courbe  dont  l'équation  est  z±=$y , 'il  suffira  pour 
construire  la  surface,  de  faire  mouvoir  une  droite  toujours 
parallèlement -à  elle-même , avec’ cette  condition,  que  son 
point  m parcoure  là  courbé  Q11K  dont  z = <py  est  l’équa- 
tion , et'qui  pst  tracée  au  hasard  sur  le  plan  des  y,  z. 


■ dz 

4g4*  Si  au  lieu  de  l’équaliOn  — ’ a,  nous  avions 


celle-ci  =X,  dans  laquelle  X fût  une  fonction  de  x, 

a,lors  en  menant  un  plan  CD,  fig.  gt,  parallèle  à celui  9i. 
des  x\  z,  lâ  surface  serait  coupée  suivant  une  certaine 
section  EF,  qui  ne  serait  plus  une  figue  droite,  comme 
dans  le'  cas  précédent.  E11  effet,  pour  tout  point  m',  pris 
sur  cette  section  { la  tangente  trigonomélriquë  de  l’.%ugle 
.rim'm"  formé  par  le  prolongement  de  l’élémeirt  mm"  de 


3 Où  r cKuptL  .inxAbhal. 

la  section  , avec,  une  parallèle  â l'axe  des  x r sera  cgaje  à 
une  fonction  X de  l’abscisse  X de  ce  point;  et  comme 
l’abscisse  x est  différente-  pour  chaque . point,  il  s’ensuit 
que  'l’angle  n'ynlm"  sera  différent  à chaque  point  - de  la 
section;  çe  qui  nous  montre  que  Éls  ue  sera  plus  , comme 
préqüdeiiHneut,  une  ligne. droite.  I-a  surface  se  construira 
de  .même  que  dans  le  .problème  precedent,  en  faisant 
irtoiivoir  la  section  EF  parallèlement  à elle-inêiue,  de 
manière  que  son  point  m touche  continuellement  la 
courbe  GHKrj  dont  L’équation  est  2.=  $y.  r 

'w  • 

, 4f>5.  Supposons  inanitciiaiit  que  , dans  l’équation  pre- 
cedente, au  lieu  de  Xt  ou  ait'uhe  fonction  P de  x et  de-j-; 

l’équation  j-=P,  contenait  trios  variables,  appartien- 
dra encore  à.unç  surface  courbe. .Si  notjs  coupons  cette- 
surface  par  un  plan  parallèle  à celui  des  X* ‘a,;  nous  au- 
rons unè  section  dans  Laquelle  y sera  constant;  et  cotntnu 

, de  . . . • 

dans  tous  ses  points,  égalera  ime  fonction  de  la  va- 
. . t •*  «fer  • 


riable  x , il  faudra  dune , ainsi  que  dans  le  cas  prece'dent , 
que  -cette  -sef (ion  soif  iiqe  cour'be.  ,'L’équatibn  ^-  P, 

étpnl  intégrée , nous  aurons  , jpôpr  relfê  -Aé  la  surface 5 • 


si  dans  cette  équalio'n  nous  donnons  successivement  à X 
les  valeuis  froissantes  y",  y",  y",  ■y‘y,  etc.,  et  que  npus 
appellinns  P,  P*, 'P")  P1*,  ère.  , ée  que  devient  'alors  fa  . 
fonction  P,  nous  aurons  les  équations 

• a=a/T'd.r  +,9y  r *=</P'd.r  4* <py",  \ ' , 

s = /P*dx -f- çy",'  *=/P'»dx4-iFjr'’.  «te.  I " 

• 4 • j* 

. W , ij;.  .1.  • r ^*t* 

et  l’on  voit  que  ces  équations  appartiendront  à descourbes 
de  même  nature,  niais  differentes  de  formes,  puisque  les 


* 
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valeurs  de  la  ^postante  y u’y  .sont  pas  les  menu».  Ce* 
courbes  nef  seropt autre  clibsfe.  que  les’sectio^is  de  la  surface 
par  des  plao^  paraliyes  à celui  » A ; ét,  eu  rencon- 
trant le  plaq  .des  pr.,  i,  elles  formeront, unécouybe  dont 
l’équation  s’obtiendra  en  égalant  à &épo  la  valeur  de  x 
dans  celle  de -la  surface. 'Appelons  Y, .ce  que  dévie<H/Pdx 
dans  ce  cas,  nous  autous  , .• , 


• o 


v» 


:;v-  zWy + |y*:..>38); 

« • ; • • *•,*  * • •***  * ■*  *•»•'** # * 

et  l’on,  vqi^  qu’à  çagse  de  Qf  r la  cçurbe,  déterminée  par 
cette  équation , doit,' être  arbitraire  ; ainsi ,. ayant  tracé  « 
volonté,  fi  g.  94.,  la  courbe  QR§  sur  le  plan  des  t,  si  Fi(j.  9.}, 
nous  représentons  par  RE  la  'ssctùjn  dont  * = /ï'dx-f.  qp'> 
est  l’equutioa,  <în  fera  mquvoir.  cette  section , en  tenant 
son  extrémité  R toujours  appliquée  à la  .courbe . QHS  ; 
niais  de  manière  quer.daus  ce  mquv^inéBt*' cette -sec-. 
tiOn  R.L  prenne  les  formes  successives-  de- terminée  par  les 
équations  et  l’bu  construira  la  surface  à laquelle 

. d * '■  : 

appartiendra  l’éqpatKm  Pl  - „t  ... 

496.  Considérons  enfin  l’équation  générale 
dz  da  v ‘ * 

dont  l’intégrale  est  sa®y,  art.  4^4  Dès  que  nous  avqns 
U— «et  V—  b,  ces  équations  existant  chacune  entré  tj-ois 
coordonnées  , nous  pouypns  lès  regarder’  éofnme  celles  de 
deux  surfaces;  et  puisque  ces  coordonnées  sont  communes, 
elles  doivent  appartenir  à la  courbe. d’intersection  ilecgs. 
deax  surfaces.  Cela  posé,  a et  b étant  des  constantes  arbi- 
traires , si  dans  U = a nous  donnons  à x et  à y les  valeurs  x' 
et  y,  nous  obtiendrons  pour  z une  fonction  de  x',  de  .y4  et 
de  a,  qui  déterminera  un  point  de  la  surface  dont  U =»  a 
est  l’équation.  Ce  point  quelconque  variera-de  position  sr 
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* 

nous  donnons  successivement  diverses  valeurs  à la  cons- 
tante  arbitraire  a , ce  qui  revient  à dire  qu’en  faisant 
varier  a,  nous  ferons  passer  la  surface  dont  U ^ a • est 
l’equation,  par  un  nouveau  système  de  points.  Ce  que 
lions  disons  de  U — a,  pouvant  s’appliquer  à V = i, 
concluons  que  la  courbe  d’intersection  des  deux  surTaces 
*•  changera  continuellement  de  positron,  et  par  conséquent 
décrira  une  surface  courbe  dans  laquélle  a et  b pour- 
ront être  considérés  comme  deux  coordonnées  ; ét  puisque 
la  relation  ar=s<bb,  qui  lie  entte  elles  ces;  deux  coordon- 
nées ; .est  arbitraire,  on. sent  que  la  détermination  de  la 
fonction  <I>  revient  au  problème  de  faire  passer  une  surface 
par  une  courbe  travée arbitrairement. 

-Zjg7.  Pour  montrer  eoinmeiu  'ces  sortes  dte  problèmes 
peuvent  conduira  à dep  conditions  analytiques,  examinons 
quelle  est  la  surface  dont  l’équation  est 

. • - *••'  ..  - v . •.* 

Nous  avons  vu,  art.  475",  que-cettè  équation  avait  polir 
intégrale  ~ . . • . 

* 5 = 9 (**  -f-  x1)- • • •_  (a4<>),' 

réciproquement  •on  tire  dé  cette  intégrale 

^ r*  ==  «Hz  ■ 

si  l’on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  à celui  des  x , 

' r,  la  section  aura  pour  équation 

■ 

I ; r.v  • *• 

et  en  représentant  para*  la  constante  <t>c,  on  aura 

* . 

x'  — «*•  > • 

Cette  équation  appartient  au  cercle;- par  conséquent  la. 
■t  surface  jouira  de  ce^te  propriété,-  que  toute  section  faite  . 

par  un  plan  parallèle  à celui  des  x , j',  sera  un  cercle. 

• * 


. 
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498.  Cette  propriété  est  encore  indiquée  par  l’équation 
(23g),  car  on  tire,  en  vertu  de  l’article  26, 


1 f 

Cette  équation  nous  apprend  que  la  sous-normale  doit 
' être  toujours  égale  à l’abscisse,  ce  qui  est  la  propriété  du 
cercle.  • I i . . . - . •' 

4gg.  L'équation  (a4°)  ne  uous  disant  donc*autre  chose, 
si  ce  n’est  que  toutes,  les  sections  parallèles  au  plan  des  x, 
y,  sont  des  cercles,  il  s’ensuit  .que  la  loi  suivant  laquelle 
les  rayons  de  ces  sections  doivent  s’augmenter,  n’est  pas 
comprise  dans  l’équation  (a4oj,'pt  que,  par  conséquent, 
toute  surface  de  révolution  satisfera'  au  problème  ; car  on 
sait  que  dans  ces  sortes  dê  surfaces , les  sections  parallèles 
"Mi  plan  des  x,  j r sont  toujours  des  cercles,  et  il  n’est  pas 
besoin  de  dire  que  la  génératrice  qui,  dans  une  révolu- 
tion, décrit  ta  surface,  peut  être -une  courbe  discontinue, 
dUconhguë,  régulière  ou  irrégulière.  > • . 

5oo.  Cherchons  donc  la  surface  pour  laquelle  cette  gé-  * 
nératrice  serait  une  parabole  AN,  fig.  95,  et  supposons  g5 
que,  dans  cette  hypothèse , la  surface  soit  coupée  par  un 
plan  AB,  qui  passerait  par  l’axe  des  z ; la  trace  de  ce 
plan  sur  celui  des  x,  y sera  une  droite  Atf  qui,  menée 
par  l’origine,  aura  pour  équation  ,y=zax  j si  nous  re- 
présentons par  t l’hypoténuse  AQ  du  triangle  rectangle 
APQ,  construit  sur  le  plan  des  x,  y , nous  aurons 

<*=*•  + r’; 

: ' ^ ;■  -.v  • ■ 

mais  t étant  l’abscisse  AQ  de  la  * parabole  AN  , dont 

QM  = * est  l’ordonnée , nous  avons,  par  la  nature  de  cette 
courbe,  * • 

• • 4.  ■'  ' - t*  sh; 

ÊUm.  tt  Cale  ÜJJ.  si 

* 1 * ..U  ( 
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mettant  pour  Csa  valeur  V •+•  )*,  il  pous  viendra 

• mil  Cr’+X'),  ou  + 

et  eu  faisant  J («*+  >)  = "*,  nous  obtiendrons 

' . z = mx'  , 

de  sorte  que  la  condition  prescrite  dans  l’hypothèse  où  la  , 
génératrice  doit  être  une  parabole,  est  que  Tou  doive  avoir 

z^±jnx*‘  lorsque  y=±ax. 

5oi.  Cherchons  maintenant  à déterminer,. au  moyen  de 
ces  conditions,  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  l’é- 
quation (240).  Pour  cet  effet  j nouS  représenterons  par XI  la 
quantité  x'+r  qui  est  àffeçtée.dü  signe  p et  l’équat.on 
(240)  deviendra  ,4  . 


z = <pU (i40^ 


A.  T,.«f 


£j».  ■■  i t'<^  4\  'r.  'y- 

et  nous  aurons  les.  trois  équations  . . ..  „ ; ,.,j  « 

je»  + ^-*«=11,  _y  = ar,  **=raacf. 

Au  moyen  des  deux  premières  nous  èlïminerons  y,  et  nous 
obtiendrons  la  valeur  de  Æ*  qùt  . étànt  «aise  dans  la  troi- 
sième , nous  donnera 


J 

« 

L — m 


u,. 

a’'4-i ' ’ 


f J * 

f 


• . * . • « / ••  .i  *•»#• 

équation  qui  sc  réduit  h,  ^ . ...  . 

1 ï - 

ït=  b ’ 

parce  qu’on  a vu  que  nous  avions  suppose  ^ (a’  + 1 ) = m i 
li  valeur  de  s étant  substituée  dans  l’équatiou  (241),.  la 

4t.l 

changera  eu 

*.z cî  . ‘ 
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mettant  1»  valeur  de  U «tons  cette  équatiorij  ndus  trouve- 
rons . i - ; 


$•(**  + /*)  =Tr  fr’ + y*). 


et  l’on  voit  que  la  fonction  est  déterminée;  substituant 
cette  valeur  de  *(**4 .y)  dans  l’équation  (240),  nous 
aurons  pour  l’intégrale  cfaerfcliée 


équation  qui  jouit  de  la  propriété  requise, 
potlièse  de  y=ax  nous  donne 


puisque-  l'hyw 


z = ma*. 


5oa.  Ge  procédé  est  général  ; car  supposons  que  les  con- 
dition» qui  doivent  déterminer  ta  constante  arbitraire^ 
soient  que  l’intégrale  donne  F(x,,  y,  z)  = o,  lorsqu'on  I 
f\xi  J"i  z)  — o,  nous  .nous  prOcurferons  une  troisième 
équation  en  égalant  à U la,  quantité  qui~est  précédée 
de  <p ; ët  alors,  en  éliminant  successivement  deux  des 
variaUes  x,  y,  z,  on  obtiendra  çhacune  de  ces  variables 
en  fonction  de  U.'  Mettant  ces  vftïeurs  dans  l’intégrale  on 
parviendra  A,  one  -.équatù»n;  .dotit‘.1lé  ^>rèhtfeé0lhéiîtarë 
sera  pU,  et  dont  le  ijecbnd  membre  sera  une ^iprcssrori 
composée  en  U ; remettant  la  valeur  de  U en  fonction  des 
variables  , la  fonction  arbitraire  se  trouvera  déterminée. 


Des  équations  différentielles  partielles  ia  mcond 

. . ordre...  ..  . 

■ J-  t u 3 l-  J .‘i:  r 

5o3.  Une  équation  dififecentijelic  partielle  du ^ seednd 
ordre  , dans  laquelle  z est  une  fonction  de  deux  variables  x 
et  y,  doit  toujours  contenir  un.'bu  plusieurs  de  ces  coeffi- 

l’trj  .■  1 d*2  *isz  d2z 

ctens  différentiels  indépendamment 


3 g»  . DE  calcul  intégrai.. 

des  coefficiêns  différentiels  du  premier  ordre  qu’elle  peut 
rcnfertner.  . • 

5o4.  Nous  nous  bornerons  à intégrer  les  plus  simples 
des  équations  différentielles  partielles  du  second  ordre,  et 
nous  commencerons  par  celles-ci'  : 


d*i 

<Lr* 


multipliant  pas  dr,  et  intégrant  par  rapport  à x , nous 
ajouterons  à l’intégrale  une  constante  arbitraire  fonction 
de  y,  et  nous  aurons  . 


multipliant  de  nouveau  par  dx,  et  désignant  par  4y  une 
fonction  de  y , qu’on  doit  ajouter  à l’intégrale,  non»  trou- 
verons 

5o5.  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer  l'équation 


darik  laquelle  P est  une  fonction  de  x et  de  y ; en  opérant 
comme  dans  l’intégration  précédente , nous  trouverons 
d’abord 

^=/Pdr4-*r; 

. _ , - %■  . » 

une  seconde  intégration  nous  donnera 

a = f[/vâx  + <PJ]  <1*  + 4r- 

5o6.  On  intégrerait  de  la  même  manière 


et  l’on  trouverait 


Digitized  by  Google 


ÉQUAT.  D1FFKR.  PARTIELLES  MJ  3*  ORDRE. 

Z = [fVàjr  + $x]d  y + 4X- 
$07.  L’équation  . . 

iP 


373 


d*z 

dydx 


s’intégrerait'  d’abord  par  rapport  à l’une  des  variables,  et 
ensuite  par  rapport  à l’autre,  ce  qui  donnerait 

* = /[/Pdx  + *7]  dy  + <px.  • . 

5o8.  En  général , on  traitera  de  la  même  manière  l’unç 
des  équations 

* 

Auz 


d"Z  _ r,  dBZ  t, 

dxdjr*^1  3£%*'-*  — R’  etc'’ 


dans  lesquelles  P,  Q,  R,  etc. , sont  des  fonctions  de  x et 
de  y,  ce  qui  donnera  lieu  à une  suite  d’intégrations  qui  in- 
troduiront chacune  uue  fonction  arbitraire  dans  l’intégrale. 

5og.  Après  les  équations  que  nous  venons  dé  consi- 
dérer, l’une  des  plus  faciles  à intégrer  est  celle-ci  1 
V 

él£  + pé£  = Q. 

dy  ; 

par  P et  par  Q nous  désignons  toujours  deux  fonctions  de  x 
et  de  y.  Faisons 

dz  , , , 

— = (a4a), 


nous  transformerons  cette  équatiou  en 

. + p*  = Q (a43)>  r • 

Pour  intégrer,  nous  regarderons  x comme  constant , et. 
alors  cette  équation  ne  renfermera  que  deux  variables  y 
et  u,  et  sera  de  même  forme  que  l’équation 


vt 
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d y -h  Pfàx  = Qdx (244) , 

traitée  art.  385,  et  dont  l’intégrale,  pagé  a8t) , est 

y = dx  + C]:. . . (^45)  ; 

comparant  donc  les  équations  (243)  et  , nous  aurons 

V •'*  •'  • * . . • * ». 

J — U,  X = y ; s 

subs  R tuant  ces  valeurs  dans  la  formule  (245)  > et  changeant 
Ceo  px,  nous  obtiendrons  ' 


[fQ/ÿArày  -f-  <fx]  ; 


r; %*” 


mettant  éette  valeur  dp  u dans  l’équation-  (242) , multi- 
pliant pardj-,  et  intégrant,  on  trouvera 

. ,t  ‘ ■ *-  » ••  j\<  - • *'  •'  ' 

5 10.  Qn  intégrerait  par  le  même  moyen  les  équations 

<***  -,  fada  ■ - d*s  , „ dz  n 

dxd,y  dx  dxd.r-  d y 

• f * 

.dans  lesquelles  P et  Q représentent  des  fonctions  de  x -,  et, 
à cause  du  diviseur  dxdj',  on,  sent  que  la  valeur  de  z ne 
renfermerait  pas  des  fonctions  arbitraires  delà  tàêmc  va-> 
riable. 

5n.  Proposons-nous  encore  d’intégrer  l'équation 

g -'&•••  a» 

* » , * / 

Pour  cela,  nous  remarquerons  A’abord  que 2 étant  unefonction.de  x et 
de  1 , sa  différentielle  doit  être  représentés  par 


. ,nb'. j^iât^iÇî  " a if-  .•  ' > ■ . 

(*)  Cette  cquatiou  est  celle  du  fameux  "problème des  cordes,  vibrantes. 
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dj'  = ëdX  + ^<1‘—  (a4?)j 


et  en  faisant 


à?  • 

dT  = p’ 


4* 


— 9< 


on  change  l’équktion  (a4j)  > en 

. dj  ss pdx  -+•  ydt ....  (a48) > 

et  la  proposée  on 


m*»-' 


„ , - » »««  * V -r>  i i »r  * < * * * \ * # 

L'équation  (a48),  étant  une  différentielle  exacte , oh  aura,  art.  404  . . 

£=|....(*)l  ' 

cl  comme -/«et  y son^ des  fonctions  de  .r  et  d«,(,  leurs  différentielles  io- 
ront  ' . 

dP  . 


d>'  - % dx- 


dt 


.4t.,..  (a5i), 
d’*=  3 ^ d*  + gf  (a5a); 


mettant  dans  Inéquation  (»5a)  les  valeurs  de  —•  et  de  données  par 
les  équations  (afe)  et  (a5o) , cette  équation  (a5a)  deviendra 

• e%  „ , '.W 

4*  = af  4*  + «*  -£  àt (aSJK' 

.1»  . 

Représentant  par  des  mêmes  lettres  les  quantités  communes 
lions  (a5i)  dt  (u53),  ces  équations’ pourront  s’écrire  ainsi  : 

(]p mdx  -f-  ndr....  (a:» j), 

• . ;*  dy  — ddx  -f-  a*md{ ; . (a55). 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  a,  et  l’ajoutant  à l’autre  , 
on  trouvera  . . . • , ... 

, adp  -f-  dy  =■  (am  + n)  djr  -f-  a [am  -f-  n)  d (, 

équation  (fui , à cause  du  facteur  commun  , peut  s’écrirc.ainti  : 
adp  -f.  dy  s (am  -t*  n)  ’fdar  -f.  adi). 
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3* *6 

ou  plutôt  do  la  sorte  * 

adp  + dij  — (uni  + n ) d (x  -f.  al). 


(»S6J- 


* 

Retranchant  ensuite  l’équatiop  (a55)  de'l’équation  (a54),  multiplié* 
par  a,  on  trouvera,  par  une  opération  analogue  à la  précédente, 

adp  — d y = (am  — n)  (d*  — adt) . . . . (•&}), 

et  par  conséquent  » 

ad/>  — dy  =.(am— n)  d(x— at)....  ^58). 

5ia.  Or,  si  l’on  remarque  que  quand  on  différencie  une  fonction  de  s, 
la  différentielle  doit  êtrdde  ferme  f$'.dz  («),  on  conclu»  que  dans  Té- 
quation  (356),  où  la  différentielle,  au  lieu  d’être  s,  est  * -f.  ai,  on  doit 
îtvoir 

am  -f-  n = F (x  -f.  ai). 

De  même,  en  désignant  par  F/  lA  caractéristique  d’une  antre  -fonction, 
on  tirera  de  l’équation  (a 58), 

'««"•»  = ï"(x  — at)  ; 

ce  qui  changera  les  équations  (a56)  et  (a58),  en 

aAp  + dq  = F(x  + at)  d(x  + at) (a5g), 

adp  — dy  =F,(x—  at)d(x  — ai)....  (a6o)j 

et  comme  l’intcgralo  d’une  expression  do  la  forme  Ji.de  est  une  autre 
fonction  de  : , nous  aurons  en  intégrant  les  équations  (25g)  et  (260), 
et  en  représentant  par  /et  par  f les  caractéristiques  dedexix  fonctions 
ju  •;  différentes, 

“P  4-  y = /(*  +'  at)  I : • 

“P  — 1 =f(*  — al)  J 
' . * 

* c _ _ 5i3.  Ajoutant  les  équation*  (261),  pouréliminer  y,  elles  nous  donnent 

lap  =J\x  +;ài)  .f  (a  — ai)  ; 

retranchant  les  équations  (261)  l’une  de  l’autre  pour  éliminer  p,  on 


et  en 


. > -ta:::-*  • 

(*)  r pourrait  n’enlrer  qu’à  la  puissance  zéro,  cas  où  f;  $c  réduirait  h 


une  constante. 
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aura 

it)  =s/(*  -f  at)  — /'(x  — «)  ; '■ 

divisant  l’un  de  ces  résultats  par  aa , et  l’autre  par  a,  les  valeurs  -de  p et 
de  y sont  ainsi  déterminées  : v 


_/(*  + «/)  +f'{x  — at) 

P~  « ’ 

_/(*■*■  «t)  — f(*  — *t) . 
’ 


t : J". 


mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a:J8),  nous  obtiendrons 

dr  + +/■(*-+-<“)  dx  a*  + <“)  -n*  - «<)  d( 

3a  9 

et  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  seconde  fraction  par  a , pour  lui 
donner  le  dénominateur  de  Hautre  fraction , nous  aurons 

f(*  + ot)+r(*-at)  dz  , afi* -b«‘)  ~ “f  (x-aO  d( . 

7 aa 

rassemblant  les  termes  qui  ont  pour  facteur  f(x  -+•  a»),  et  ceux  qui  ont 
pour  facteur  /(x  — . ai),  on  trouvera 

/(x  4-  al)  f«l-r  -t-  ndl)  — âl)  (dx  — adt) 

3a  i ' 

équation  qui  revient  a . 

t/(x  + at)  d (x  + al)  . i/(r  - at)’d  (x  - il)  ;" 
ajr  : 1-  „ r~ I 


* > 
et  nous  fondant  sur  la  même  raison  qui  nous  a fait  parvenir,  art.  5sa  , à 

la  première  intégration,  nous  trouverons  on  désignant  par  £ et  par  4 les 

caractéristiques  de  deux  fonctions  différentes , 

l ç (x  -t-  al)  , I 4 (x  — al)  _ . 

•r  = 3 aK~+*  a ’ 

et  si  l’on  observe  que  le  dénominateur  4 peut  être  compris  dans  la  fonc- 
tion, on  aura  enfin  . ^ • * 

j + «0 -fr  3 + (*  — (ï6ï)- 


1 - . "t..*  ‘ -v  .•  ' • ■ 


- y,;, 

. V . .. 


■te* 
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Des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
' intégrales  des  équations  différentielles  partielles 
du  second  ordre. 

5.4.  Les  équations  différentielles  fiartielles  du  second 
ordre  conduisent  à des  intégrales  qui  renferment  deux 
fonctions  arbitraires  ; la  détermination  de  ces  fonctions 
revient  à faire  passer  la  surface  par  deux  courbes  qui 
peuvent  être  discontinues  et  discontiguës.  Pour  en  donner 
un  exemple,  prenons  l’équation  . /-C 


dopt  l’intégrale  y art.  5u4>  est 

z = xçy  -f  4/-  • • • (a63)- 

Fig.  9Ü.  Soient  Ax,  A y et  A z,  fig.  96,  lps  axes  Coordonnés; 
si  l’on  mène  un  plan  KL  parallèlement  à celui  des  x , z, 
la  section  de  la  surface,  par  ce  plan,  sera  une  ligne 
droite  ; car,  pour  tous  les  points  de  cette  sebtion,  y étant 
égal  à Ap,  si  nous  représentons  Ap\ par  une  constante  c, 
les  fonctions  <py  et  deviendront  qc  et  4e»  et  par  con- 
séquent pourront  être  remplacées  par  deux  constantes  a 
et  b ; de  sorje  que  l'équation  (263)  deviendra  . „ 

z = ax  -f-  b : . . . (264) , 

, t 

et  sera  celle  dé  la  section  faite  par  le  plan  KL. 

5i5.  Pour  connaître  le  point  où  cette  section  rencontre 
le  plan  des  y,  z,  faisons  x = o;  l’équation  (263)  nous 
donne,  dans  cette  hypothèse, 

x ==  4^-  » , ' 

ce  qui  nous  indique  une  courbe  amb  tracée  sur  le  plan 


a • . 
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des  y,  z.  n nous  serait  facile  de  démontrer,  comme  dans 
l’art.  49?»  9ue  Ja  section,  rencontre  la  courbe  amb  en  un 
point  n\  ; et  comme  cette  section  est  une  ligne  droite,  il 
ne  s’agit,  pour  en  déterminer  la  position  , que  de  trouver 
un  second  point  par  lequèl  passe  cette  ligne.  Pour  cet 
effet,  observons  que  lorsque  x est  égal  à zéro,  l’équa- 
tion (?.&3)  se  réduit  à 


tiv  -.rr>  jj[)  .àiî 
jiiot.'uiiol  {<&  >Ku:tprthni;>»5b 

tandis  que- lorsquç  x est  égal  à l’unité,  la  même  équation 

se  réduijt,  à » 


i-t> . 


« =■  w 4-  » 


. . t . • , • • , • 

faisant,  comme  précédemment,  y—.kp  — c,  ces  deux 
Valeurs  de  z deviennent 


z = b,  z = a -+•  b , 


et  déterminent  deux  points  m et  r pris  sur  la  même  section 
mr  que  nous  avons  vue  être  en  ligi®  droite.  Pour  cons- 
truire ces  points,  on  opérera  delà  manière,  suivante  : on 
tracera  arbitrairement  sur  le  plan  des  y , z la  courbe  amb , 
et  par  le  point  p,  où  le  plan  sécant  KL  rencontre  l’axe 
des  y,  on  élèvera  la  perpendiculaire  pm  = b,  qui  sera 
une  osdonnée  à la  courbe;  on  prendra  ensuite  à l’inter- 
section I1L  du  plan  sécant  et  de  celui  des  x,  y,  la 
partie  pp'  égale  à l’uhité,  et  par  le  point  p'  on  mènera 
un  plan  parallèle  à celui  des  y,  z,  et  dans  cè  plan  on 
construira  la  courbe  a'm'b',  sut  le  modèle  de  la  courbe 
amb,  et  de  manière  qu’elle  soit  semblablement  disposée; 
alors  l’ordonnée  m'p  sera  égalé  à mp  ; et  si  l’on  pro- 
longe m'p  d’unè  quantité  arbitraire  m r,  qui  représen- 
tera a,  on  déterminera  le  point  r de  la  section. 

Si  l’on  prolonge  ensuite,  par  le  même  procédé  , toutes 
les  ordonnées  delà  courbe  a'm'b',  çu  construira  une  dou- 
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velle  courbe  drb'  qui  sera  telle,  qu’en  /nenant  par  cette 
courbe  et  par -amb,  un  plan  parallèle  à celui  des  x,  z,  les 
deux  points  6ù  les  courbes  seront  rencontrées  appartien- 
dront à la  même  section  de  la  surface. 

I!  suit  de  ce  qui  précède , que  la  surface  peut  être  cons- 
truite, en  faisant  mouvoir  la  droite  mr,  de  manière  qu’elle 
touche  continuellement  les  deux  courbes  amby  drb' . 

. 5i6.  Cet  exemple  suffit  pour  faire  entrevoir  comment  la 

détermination  des  fonctions  arbitraires,  qui  complètent 
les  intégrales  des  équations  différentielles  partielles  du 
second  ordre,  revient  à faire  passer  la  surface  par  deux 
courbes  qui , ainsi  que  les  fonctions  arbitraires  qui  ser- 
vent à les  construire , peuvent  être  discontinues,  discon- 
tiguës, régulières  ou  irrégulières. 
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Du  calcul  direct  des  dijférences. 

5rj.  La  differente  d’une  fonction  variable  est  l’accrois- 
sement ou  la  diminution  que  cette  fonction  reçoit  lors-  • 

<|u’elle  passe  d’un  certain  étal  de  grandeur  à un  autre. 

Cette  différence  s’indique  par  le 'caractère  grec  A , placé 
devant  la  fonction  variable.  Par  exemple , lorsque  la 
fonction  y=*x'  devient  jr’  par  un  accroissement  h donne 
à la  variable  x ■,  on  a 

4 . . 

y-x  = vch  + h\ 
ou 

Ajr  = IX h /»*. 

En  général , si  x se  cbangeaut  cm  + A,  la  fonction  y de 
«devient^,  le  théorème  de  Taylor  nous  donne,  pour  le 
développement  de  y',  une  suite  de  cette  forme , 

y'  = y -J-  Ah  ■+•  BA*  4-  CA*  •+-  DA< , etc.  ; 

et  l’on  voit  que  la  différence  de  la  fonction  sera  exprimée 
par 

y — y ou  -by  = Ah -f-  B/»’  -f-  CA3  -f-  etc. , 

tandis  que  la  différentielle  ne  se  composera,  art.  i3,  que 
du  premier  terme  de  celte  différence , dans  lequel  on  chan- 
gera l’accroissement  h en  dx< 

5i8.  Par  la-mème  raison  que  nous  plaçons  la  caracté- 
ristique A devaul  y,  pour  indiquer  l’accroissement  positif 
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ou  négatif  de  cette  fonction,  nous  indiquerons  par  Ax 

l’accroissement  de  x qui , suivant  le  cas,  sera  positif  ou 

, ....  » ' i : 1 • i 

négatif. . • ; • .•  « .*  • ' .>  ’ 

Ainsi,  pour  connaître  la  différence  de  y,  lorsque  la 
fonction  est  y = xm , nous  développerons,  par  la  formule 
du  binôme,  l’équation 

y — (x+Ax)m, 

• % . ' lit./ r • ' 1 > ■■  ' 

et  nous  trouverons 

y — y ou  &yx^mxm~'Ax-\~m — -r — (Ax)  t-)-m — ~~  . ^ ^(Ax)'etc. 

• t _ k * -J  ' . *'  **  '•  ^ - 1 • *•>  v ? 

On  peut  se  dispenser  de  renfermer  Ax  entre  des  paren- 
thèses , en  convenant  que  A a/1,  Ax3,  A**,.etCff  représente- 
ront la  seconde,  la  troisième , la  quatrièmepuirsaacevptc. , 
de  Ax  ; mais  pour  j/èt repas  dans  le  cas  de  confondre  Ax% 
Axs,  etc. , avec  les  différences  de  x“,  de*3,  etou, 'nous dési- 
gnerons ces  différences  de  cette  manière  : A.x%  A.x3,  etc. 

Au  moyen  de  cette  observation , nous  pourrons  écrire  ainsi 
l’équation  précédente  : _ 

Qy^Tnxn'-'Ax-\-m- Ax'+m-  ■■■•*••  ^ 'A*3,  étc.  ; 

. . ...  2 .*  •;  x ■>■■■  - 

et  nous  voyons,  quequand  la  différence  devient  infiniment 
petite,  cas  auquel  Ax  et  Ay  se  changent  en  dx  et  en  dj-, 
on  doit  supprimer,  art.  a$6,  Tes  termes  affectés  de  dx1, 
de  dx3,  etc, comme  des  infipimeot  petits  des  ordres  su- 
périeurs : par  conséquent  la  formule  se  réduit  à v>q 

aW*  ' -,111 . % .*  i»G  f "t, 

dy  = mx^uxj 

ce  qui  est  conformerau  résultat  que  nous  avoHS'  obtenu 
. att.  17,  par  un  autre  moyen.  , ' 

. . . avMntr' 

5ig.  il  n est  pas  meme  necessaire  île  développer  toujours 

la  fonction  y dcx  suivant  les  puissances  ascendantes  de  Ax 
pour  obtenir  la  différence  Ay  : par  exempte,  si  l’on  avait 
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J = 


x'  — a7 


x 

en  retranchant  la  fonction  primitive  de  la  fonction  accrue, 
il  viendrait  ' '*  ."’i  ‘ < ■ • 

' a • (•*-(- Ax)a — a 7 (ar1 — a7) 

r — r ou  A y =s  — - — V 1 . 

J x -f-  Ax  x ’ 

élevant  x -f-  &x  au  carre' , réduisant  ensuite  au  même 
dénominateur,  et  effectuant  la  réduction , on-  trouverait 

A __  Q'kx  -f  x7bx  -f-  xAxa 
, • .■*.(*+ • 
ou  en  rassemblant  les  termes  en-A^r , 

. — » . '•  ' -i  * ^ >>/ 

A (a*  4-  **)  A.t  -f-  xAx’ 

...  , ...  ; *(*+A*).  * 

5ao.  Si  la  différence  Ax  était  négative,  et  qu’on  voulut 

déterminer  la  valeur  de  &jr,  pour  la  fonction  - v 

• • • » • ,v  * 


„ _ V a?  + b x 

J — ~ y 


■1  J 

\ -v'fl  r.j  /*;' 

on  changerait  xen  x— Ax,  et  en  retranchant  la  fonction 
primitive  de  la  nouvelle,  on  trouverait 

v-  • . : 

Ajt=  K a‘  -f-  bx  — bAx  — \/ a7  -f  (xx 

c V . 

521.  Cherchons  maintenant  la  différence  de  j,  lôri- 

qu’°"  » 

J = iog  x. 

On'  déduit  de  cette  équation 

- , y=log(x+Ax), 

et  par  conséquent  • k 

, . - * ; ‘ ' ■ 
y — r = log  {x  + Ax)  -t  logx  ; 


‘ / 


384  CALCUL  DES  DIFFÉRENCES, 

ou , d’après  la  propriété  des  logarithmes, 

y—  y —\o% ~ L, 

et  en  effectuant  la  division  par  x , 

y—  y ou  Ajr=log^i-f-^. ...  (,). 
Or,  on  a,  page  3g, 


log(x  + A>=logx  + *-~  + ^. 


X 2X*  : 3x*  etC,; 

* ' I 

et  eu  faisant  passer  log  x dans  le  premier  membre , on  a 

, , . , h h%  A*  h* 

l0g(*  + *)-l«e*  = ;-_  + s-?__  + «C. 


3x3 


Cette  équation  nous  donne , par  la  nature  des  loga- 
rithmes, 

i Zx-f-ÀX  , / , A\  h A*  A3 

remplaçant  ensuite  A par  Ax,  on  aura 

. / Ax\  Ax  Ax*  , Ax3 

I°8(I+  — ) = etc.  ; 

mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (t),  on  trouvera 

A*  Ax’  Ax3  ~ < 

.^=^__+__etc....  (,j. 

Cherchons  ensuite  la  différence  de  y = ax-,  pour  cela 
nous  avons 

y — y QU  &y  z=z  a ^ — ax  = ax  [a  —i), 

et,  en  mettant  la  valeur  de  y, 

A ax  = a*  (a^*  — t). 

522.  Soit  encore  ^-pr-sin  x,  on  a 

y ==  sin  (x  -h  Ax) , 
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.et  fâr.cwu^M  Wv.V.v.-  ;.  ..  ;.;y  ■;Si. 

et  qm  reduiMMii  T ' . ; 

s»  **  co*  ^ (cos. a*—  |) -sin  *. 

ife  «.«,«,  « !•«  «««  *,,„  ^ r.ydtnn^  v 

af, ■*<»>*{* + s»),  .-••»  v 

*■ 

y *=-io «^cWA^i-itoVsmojp;  * v> 
d'<«i  l'o»  did«irs 

• . • s î •■••■■  • . 

*»r  «•*«•'*  , .(. 

• ‘ .V.*  •’  .r  • * ,. 

• • A^=*  — *»n  jrsân  w + c©s*(cosa*  J-îj.  * v • ‘ 

523.  S.  la  fonction  y,  outre  la  variable  * , contenait  en- 
core d’autres  variables  x,  r,  «,  etc. , on  prendrait  U diffé 
rence  V en  remplaçant  * par  * + iX)  /par  z + ^ t * 
t + Al,  etc. , et  en  opérant  comme  ci-dessus  ’ ** 

Par  exemple,  si  l’on  voulait  déterminer  la  différence  de 
jr  — azu , on  aurait 

y = « (x + a*)  (u  + Auf,  * ï* fc  •• 

'*  r«““™  primitive , 

J y ou  hy  _ uzau  + miAx  4 «aza«  j 

et  1 on  vott  que  lorsque  Ay  et  ax  deviennent  infiniment 
petits,  cette  différence  se  réduit  à ^ ^ 

df  = azdu  + audz, 

résultat  conforme  à la  règle  de  l’ai  t.  4%  ' 7.  ‘ * ^ / 
ÊUm.dtCaU.  diff. 

a . * 25  « 


» 

* 


.J 

. h 
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^ Cjn/üVti  J»  EF  Uirruncn^1 

5î4.  Enfin , si  l’on  se  proposait  de  âtm&ner  la  diffé- 

V ‘ _ Jfc  . . Il  T O \f  • ' .V  ' ’ 

r«n«àl  de  r»  BràctiW» -SVon  aurais 

. * r. 

, I#  T^*  ^ , * 

,f  ,«,./>  - #'■&.  *4»  & '**-  • 0 

~ * • 

et  flÉLflNAN^Ii  •#*  yr'X.  *itu'«#^  «•*"'■  ^ 

U 4-  AM  M * 

. y — jy  ou 

et<  e.i  réduisant  an  même  dénominutetiT , «b  tfd«vfttHt, 
après  avoir  supprimé  t«»  tenues  qu»  se  détruisant , 

»A«  — «A»  ■ jf -»«•»< 

*(z  4-  a*)  ' •*  » 


*T  - 


z T*  . - 

Quand  lés  différences  sont  infiniment  pètiWS,  6»  s’évanouit 
au  dénominateur,  Ajs  *«  et  az  se  changeâtes  df,  « » 
«l  en  dz,  et  la  formule  précédente  se  réduit^ 
zdu  — rtdz 

i.Jkt'ji 


mxz 

— ' ‘e/-  -tt' 


j ~ _ . .*#»  t- 

ce  qui  çrt  conforme  à la  règle  établie,  art..  t\,  pour  trou- 
vet  la  différentielle  d’une  fraction. 

5a5.  Dans  le  calcul  différentiel , ou  considère  des  diffé- 
rentielles de  divers  ordres.  Une  semblable  division  a beu 
dans  le  eàlcul-  des  différence?  : 


az,  etc. , comme  les 
z,  etc.,  cesfoncti 


es  de-x,  de  j',  de 
, pour  diffé- 


r,  etc;,  ces  fonct.ons  auront  a*x  a J -s  — » ~ 

rènces  secondes,  et  A.  «**”  pour  d.fferences 

troisième , **.«.$  «'«*<*  ’ • ' . f_-  _ 

c„g  La  différence  seconde  dW  fonction  représentée  par 
r5'yeulutrebose  que  la  différence  de  la  différence, 
on  pourra  regarder  M'Q,  fig.  97-  comme  une  ordonnée, 
donü’abscisse  comptée  de  l’origine  M , serait 
conséquent  si  MQ  reÿoh  utt  accroissement  QR,  labsct.se 


Jt 
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MR  correspondra  à l’ordonnée  M"R  ; et  la  différence  M"S , 
qui  existe  entre  M*R  et  M Q , sera  la  différence  de  M'Q  on 
la  différence  second*  de  MP  ; et , comme  QR  équivaut  à 
P'P',  nous  avons  donc  içi  deux  sortes  d’accroisseinens  à 
considérer  , savoir  : PP'  que  nous  avons  appelée,  et  PP" 
que  nous  désignerons  momentanément  par  h.  Si  bous  re- 
gardons maintenant  lès  ordonnées  comme  des  fonctions 
des  abscisses  correspondantes,  nous  aurons  évidemment, 
d après  l’inspection  de  la  ligure  97  , . Fig.  9,. 

• M'Q,— f M'P  — MP.« 

ou  • , . »j2r  • - 

* ; ■ ir .. 

Oïl  * • • 

-<py>i  -\iàx  + k)  p (*.-£**), . . «JT-  . 

Or,  il  peut  arriver  deux  cas  : Ou  la  différence  P?P"  — 4 * 

égalé  à PP' ,==.**,  ou  elle  ne  le  sera  pas.  Dans  le  premier 
cas , l’équation  (4)  deviendra  t J 

A*  3»  <p  -P  XAx)  — <P  (x  + Ax)  . . . (5>  ; 

et  l'on  voit  qu’elle  se  déduit  de  l’équation  (3),  èn  regardant 
\x  comme  une  quantité  constante , et  en  changeant  x en 
T + w;  mais  dans  l’hvoothèse.  Oll  À .ln  * —,  


et  l’on  voit  que  dans  le  second  cas,  la  valeur  de  se  dé^  ' 
dmra  de  celle  de  Ajr,  [équation  (3jJ,  en  changea 

ûx  en  Ax  + A’x  et  x en  r + ûx;  - v 


5 


g • 


. IÛïH  - ■ 


E*.-v 


a5.* 


y.-'v 
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5a-j.  Par  exemple,  si  .l'on  .lonUi»  avoir  U ibBérmce 
seconde  de  W fonction  JT  ==  •**,  àaû»  laquellé  pnsuppose- 
frc  constant  T on  trouverait  d’abord  . „ • « •.  •», 

• **  , ' . , L _»  . . * m 

_ . „ k 4 * i/1  • S‘  - y * ^ "A 

’ ' • ' y ==ax&* + &*•... . (7); 

••  . . y*  -■  >u  ■•'«*■*  • 

et  an  Changeant-  seulement  x o»  ».  ■0®  oWen^wit 

ensuite  .*••..*  • ■«-.•  ,•  <■■■  • .■  -.f  > " p ' ’ ' 

• & yz=.  a<i'4-  Â*)'À»  + 4**t-  ifiî)>SX  $• 

faisant  1*  réduction,  {I  resterait , \ ' ‘ • 

• - » \ 1 •• 

s aâx’ 


A’J- : 


•<9>- 


5a8..  Si  au  contraire  01»  regardait  Ax  comme  une  quantité 

variable,  l’équation  (7),  au  lieu  de  donner  l’équation  (8), 
amènerait  celle-ci , * ‘ „ _ 

’**  • j • j * - f %*  «i4  • 

A'-r=  9.(.r  -4-  A X)(AX  + A’x)  + ( AT  ■+■  A?x)* — (axax  -f-  AX*)  , 
et  en  réduisant,  donnerait  Y-  > •' 

A’^  =~2Ax*  + (2r  + 4Ax)  A’x  . fit») . 

5ag  Par  des  considérations  analogues , on  prouverait  de 
même  qu’en  donnant  l’accroissement  A3x  à A*x,  on  devrait, 
dans  cette  hypothèse,  changer  x en  x-f-  Ax,Ax  en  Ax  4-  A*x 

.a  a a 1 A 3 — J A » 1a  rAMA»«  An  f f a)  v\ai  1 *a  a K t on  1 a*  lu 


Quant  au  choix  de  l’une  des  hypothèses  que 
avons  considérées , il  n’est  pas  douteux  que  lorsque  rien  ne 
s’y  oppose , il  vaut  toujours  mieux  faire  accroître  x par  des 
différences  égales  ; aussi  est-ce  l’hypothèse  que  l’on  choisit 
ordinairement.  Cependant  il  peut  arriver  qu’il  ne  dé-  ( 
pende  pas  de  notre  choix  de  donner  des  valeurs  constantes 
à Ax.  Par  exemple , si  x et  y étaient  des  fonctions  d’une 
troisième  variable  t et  que  l’on  eût  x = <pt,  etjrz=J,t>  on 
sent  que  l’accroissement  ax  de  x dépendrait,  comme  celui 

‘ ■ 7 


i 


, , I'k  ~ ' % jjyt.'  jjayaffr.  -j*  r 
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dejr,  de  l’accroissement  A/,  el  ainsi  n’étant  plus  arbitraire, 
ne  pourrait  être  supposé  constant.  [ 

53i.  Si  nous  remplaçons  maintenant  par  h la  différence 
Ax  que  nous  avons  prisepaur  constante,  et  que  nous  cher- 
chions les  différences  successives  d'une  fonction  j-—‘x\ 
nous  trouverons  j • 

Aj<-  = 3 x?h.  + 3xA*  -f-  A3,' 

A*j-  = 3(x + A)*A+  3(x  4 A)  A*  ~lx'h—$xh'~Ç,x  h‘  + 6A^ , 
A3^=6(x  + A)A’_  $**•==  6/.'  *’  ‘ , ; 

Ay  = 0 : • 

et  l’on  voit  que  dans  cet  exemple,  comme*dans  tout  autre 
semblable  d’une  fonction  rationnelle,  les  exposans  de  fi 
diminuantsuccessivement  d’une  unité,  les  différences  qu’on 
déduit  ainsi  les  unes  des  autres  doivent  diminuer , et  finir 
par  devenir  nullés.  • ’ . . «T , ’ 

53a.  Par  exemple  , si  l’on  écrit  dans  une  ligne  horizon- 
tale la  suite  des  nombres  triangulaires,  et  que  l’on  place 
au-dessous  leurs  différences  successives,  comme  cela  est  in- 
diqué ici:  i f K, - - 

t,  3,  6,  io,  i5,  ai,  a8,  etc.,  . 

a,  3,  4,  5,  6,  - — 


*> 

P» 


i» 

,o» 


O, 


7,  etc., 
ï,  «tè:,; 


on  verra  qu'à  la  ligne- seulement  les  différences  finissent 
par  être  nullés.  •'  '.  ’ v.^  . > . . 

533.  Prfcnons  maintenant  une  suite  de  termes-  1 ■ 

1 ?»  ail  d,,  ,r»3,  (il),  • T* 

_ ' 

qui  aient  pour*premières  différences,  ■?.' 

b,  bt,  bt,  b3,  bit...  . .-'(jaft-T  •- 1- 

• * "%  • 

pour  secondes  différences , ■*  . ' \ 

c>  c>>  c>>  c3>  c4  > • • • 

' 

’ • ..  . • - . 


I / 

s. 
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5go  , . 1 çyMPHC  »«*  , 

pour  troiasèoM»  diff«iwe«**,\  *■ 

a,  4,  4»  *%,  '4.  •-1'-1  <-•  /«<)> 

ainsi  de  suite- 
On  en  déduira 


i^*Vn*V 


%i.4  * « 


- * •*  ’%  4 ' V wfWfr  "Â  * r< 

fl, — a— b, a,— a,— b „ a3—at=bt,  a4-^ajt=ô3,  etc. , \ 

' J/,—*b=c,bi — b,—c,,  b$ — ’bt— c, , ^4 — ^3  = C3.  etc . 
c,~-c—d,  ^ — cts=d,,  c* — c,=4,  c4— cjî=d3,  etc.,\  <r5). 
drrd*=e,di-d,=ex,  4-4=*,,  4— 4=e3,  etc. , i 
etc,  etc.,  e*tc. , etc.  a)  / 


-la*  a,  + *, , *.«>».  + c, , . ■ (17); 

‘ ' . . t r \ * • V ' , - 

.*  de  la  troisième  colonne , , -•  .-•<*, 

• ’w-  ' • 

ainsi  de  suite.  • 

534.  Cherchons  maintenant  à exprimer  les  différens 
termes  des  suites  (11)  et  (12) , en  fonctions  des  quantités 
a,  b , c,  d,  etc.  Pour  cet  effet , nous  ayons  d’abord  , par  les 
premières  des  équations  (i6),*  » . •< 

aai=  a.+  b,  bx  = b + c , \ 

• ' . »mc% • ••  t 

nous  trouverons  ensuite  la  valeur  de  a»  en  substituant 
celles  de  a,  et  de  b,  dans  la  première  des  équations  («7), 
ce  qui  nous  donnera  i .* 

. a,  = a,  •-+•  bt  3=  a -+*  b -f  b + c = a 26  + c ; 

d’un  autre  côté",  nous  trouverons  à l’aide  des  équations  ( 1 7) 

«(.6), 

b,  ~b,-\-c,=.b  -\-c  + c + d=b+ic-\-d, 

c,  ==/,  4-  4 — «4-  d 4-  c -J-  d= c + 2.d  -f-  e ; v 

\ V '1;  ' . ■ * 
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• * t • 

substituant  les  valeurs  de  a,  et  de  6.  des*  celle  dea3 , uou» 
obtiendrons  -i  ,t..s»  I.m> 


' V; 


é’> 


On  trouvera  de  même  ./>. 

C t •’  • • , s 

’+  *Ç-f-à+e  + ïd  -+-'et=s6  -fi  3t+W^»e. 

. - : ,v  .**«v *'  **  .y,  f + 

En  continuant  ainsi , on  tréatvara  encore  ' --r 

"?*•/,  &&+&  + # 4>>->  . * 

•+.  4-&*  +4f,  +/•>'  .(**)»•, 

etéto^énérriS  ' 49^ 


> "h 


1 *<  • V 


• { -TÎ,!  T-é  I.,*,  1*.  I.a.3  ,"4  . .-  "4/ 


• -r--  • •'*-  v-iv'' 


ï. 


N- $*&' 


» ■■ 


• ‘ .*•  "t 

535 
cons* 


25.  Cette  série  s’arrête  si  l’on  tombe  sur  des  différences  . 
liantes  dans  lHine  des  lignes  horizontale»  dés  équa- 
tions ftff).  Far  exemple,  s*  l'on  avait  * . .*  »•-»  Vt-Vi-  ■>• 

• - . ~ . . ,*  •.  ■ t ,»,*» 

.1  ■•  ■*,  * ’àZB  &t)  Jt  <•«.  V-.*r>A 

* • "i  ; • : •■'  • , ‘ 

qu’on  substituât  ces  valeurs  dans  les  équations  (f  5),  les  pre- 
miers membres  de  celles  qui  composent  la  seconde  ligne, 

se  réduiraient  à zéro , -eé  qui  donnerait 

. . • , * •’  ‘ « -A  ....  .'..‘‘t.’ 


•<*  •.  , , *»  ; ^ 

c — o,  c,  = o,  c. 


io,  cj  se  o , etc.-  j 


ces  valeurs  de  c,  de  c0<-  üè'c, , etc.,  foraient  à leur  tour  éva- 
nouir les  premiers  membres  des  équations  de  ta  troiavèmc 

ligne , d’ou  il  résulterait  " ' r 

F**."*.*'"''.  F‘v”  , -v.  v.  '.^t-sotd 

^ — 0 1 d,  ^O*,  dt  <h  ^ ... 

• - ■*  •*'  • •■  7 *f  * v”  **  * • *î  r‘  ’ j^c-,  . • * r V i*  * 
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et  en  continuant  ainsi  on  voit  que  les  équations  des  lignes 
suivantes  Comprimes  dans  les  etc.,  se  réduiraient  à téro. 

536.  L’équation  (20) , dans  laquelle  rentre  celle  qui  est 
comprise  sous  le  na  (ai)  n'ayant  été  trouvée  que  par  analo- 
gie,  il  s'agit  maintenant  d'en  prouver  la  légitimité. 

Or , quand  n = 4 , les  équations  (20)  et  (ai)  deviennent 
les  équations  (18)  et  (19)  {*),  et  comme  celles-ci  sodl* dé- 
montrées , voilà  donc  une  valeur  de  n pour  laquelle  les 
équations  (20)  et  (ai)  se  vérifient;  mais  nous  né  savons  pas 
si,  en  augmentant  n d’une  unité,  les  valeurs  de  a„  et  de 
bm  se  composeront  dW  manière  àhalogue , fei  si,  par 
conséquent  les  équations  (ao)  etgi),  subsisteront  en- 
core, autrement  ce  serait  conclut  du  particulier  au  gé- 
néral; tout  ce  que  nous  pouvons  admettra,  c’est  que 
la  démonstration  ayant  eu  lieu  pour  le  cas  où  4,  H 
est  du  moins  constaté  que  dans  une  certaine  hypolhès* 
de  n (celle  de  4),  les  valeurs  a . et  b,  se  forment  sui- 
vant la  loi  qui  est  indiquée  par  les  équations  (ao)  et 

“ ■ T" * •- 

* •/*  • •.  ' . A:  ... 

(*)  Pour  concevoir  par  quelle  raison  l’équation  (ao)d’un  nombre  illi- 
mité.do  ternies  se  réduit  aux  cinq  termes  de  l’équation  (18),  soient  M , 

N,  P,  Q , S,  et*.,  les  facteurs  successif.  £ ’ 

• * i.a  * TT5;3 

nous  pourrons  écrire  ainsi  l’équation  (ao)  : • . . 

” • .r,  ’ ^ > ’•  A .;  ’ .... 

.,  ”•  * r 

• *•  . y 

et  l’on  roit  que,  dans  l’hypothèae  de  n 4 , le  facteur  devient 

nul, ce  qui  fait  évanouir  tous  leatermeade  la  seconde  ligne,  c’est-à-dire 
tous  ceux  qui  sont  compris  depuis  le  rang  4 + a ; car  les  secondes  parties 
des  quantités  renfermées  entre  les  parenthèses  étant  successivement  1 , 
a,  3,  4,  il  est  évident  que  le  nombre  donne  4 indique  le  rang  à partit 
du  deuxième  terme,  Ou  le  rang  4+a  à partir  dn  premier.  Cette  ob- 
servation peut  s'appliquer  à toute  autre  hypothèse  de  n. 
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• . 

(îr);  démontrons  que  si  l’on  augmente  n d’une  unité  et 
que  l’on  obtienne  par  conséquent  ■ t 


J .2 


, 6 -<+e  te...  (23), 

i ■ ••  •'  ; 

la  valeur  de  aB+,  né  sera  point  àbsurde. 

Pour  cela,  nou# partirons  deée  point  que,  puisque  nous 
regarcfpns  les  équations  (30)' et  (21),  qui  ont  lieu  pour 
une  hypothèse  de  n , comme  légitimes  , nous  obtien- 
drons un  résultat  qui  s«ra  encore  exempt  d’erreur,  si  nous 
ajoutons  ensemble  ces  équations  » en  opérant  ainsi , nous 
trouverons  . . , , 


+ * + ne  rf- 


n(n — 1.) 


a 


1.2.3 
*d-f-  etc. 


Réduisant  et  mettant  a„+1  à la  place  de  a. -J*  A,,  comme 
on  en  a le  droit  eu  vertu  des  équations  (17),'  il  reste 

“ I .2 .3 


I .2 


Équation  démontrée  exacte,  et  qui,  étant  la  utême.que  l’é- 
quation (22),  prouve  que  eelleTci  est  vraie. 

Il  suit  dohe  de  là  que  puisque  l’équation  (20)  subsiste 
pour  l’indice  «=4,  l’équation  (22), qui  a lieû  pour  l’indice 
n'-h  i=»5',  sera  vraie  encore.  Faisant  ensuite  n=5,  l’é- 
quation (20)  sera  donc  vraie  pour  cet  Indice  , et  par  con- 
séquent l’équation  (22)  prouvera  qu’il  en  sera  de  même  de 
l’indice  n-f-i=6.  En  continuant  ainsi,  on  prouvera  que 
‘l’équation  (20)  aura  lieu  en  augmentant  successivement 
l’indice  depuis  la  valeur  4 jusqu’à  une  valeur  quelconque  n. 

< 537.  Maintenant,  puisque  b est  la  différence  des  deux  pre-  ' 
iniers  termes  de  la  suite  (t  1),  l’accroissement  de  o qu’on  dé- 
signe par  Aa  sera  donc  égala  b ; ce^qe  nous  disons  de  b pou- 


3g4  caiæbl  pü»  -luïreMSKCM. 

vant  s’appliquer  à c , à d,  àe^etc.^à  l’égard  des  termes  dont 
•ces  lettres  désignent  les  accroissemens  , on  a évidemment 

( • 

b — Aa,  c = AA , d = Ac,  e Ad,  etc ....  (a4)  '> 

< • .;  .•  •.  .>  » « . , •»  * • 

éliminant  b de  la  seconde  de  ces  équations  (a4)Ji  au  moyen 

• V ' • • . * ‘ “ • - - * 

de  la  première  , on  aura  ■’ 

V -yv*’  y .V 

< ^ c <\ . As ^ A • i 

'mettant  cette  valeur  dans  U troisième  dés  éqaatidnS  (i4)  » 
uous  Irouverôin  I • •#  ••  y-  ' '•  , ’ 

-*  • rf— A.  A*asaA3a;  • *■«-..  ‘ '*1' 


* . 

,-r  ' 


' ~ 4‘  • *#■ ■*, 

cette  valeur  substituée  dans  là  quatrième  des  équipons  (34)  > 
on  obtiendra  '•  /'■v  ',j~  . 

e=A.A,a  = A^fl , •’  ' 

ainsi  de  suite:  • * • * ~ 

Substituant  ces  valeura  de  c,  ded.dee,  etc.,  dans  l’équa- 
tien{ad),crtteéquatkm  deviendra  - - >*  « * 

1 I *1  ' * •* 

. - w •»  > •••%  • * * » > j r . • 

Telle  est  kt  formule  de  Newton. 

■ 533.  ÿi  J^én  prend  pour  la  suite  A,  «1 , <*»»  • • • <5»» 

ordonnées  pm , p/jmt , p"**e  « e|e.-,  d'utae  courbe  Aà(  , 
Ftg.  98.  fig.  98s  et  que  la  première  et  la  dernière  de  çea  ordonnées 
soient  désignées  par  j' et  pqr.y',  nous  aurons  dodc  . 


Substituant  ces  valeurs  dm  l’eq^tjqB  (3$) ,'  nqjlfl  obfoq- 

drous 

• . /_y4.?Ajr4-'^^—Atr4^  • P*)- 

r-ït^j-r  I-2  ./-r  ,.2,3 

Fig-  98  Supposons  maintenant  que  raccroisseineutà=pP,fig- 98, 

donné  à' l'abscisse  A/>  soit  partagé  en  n parties  pp  , pp  , 
//p",  etc. , égales  chacune  À Ax , comme  le  nombre  de  ces 


e 

» 


a 
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pailies  sera  exprimé  par  n\  nous  aurons  . > •'  “ «•  •l1*' 

i a.  1 .'Ww»  »* 

. h = nAx  , . * . » -,  i 

d’où tî— - - ■ ' • ■ " • ‘,y 


on  tirera 


= (27). 

Ax  ' '' 


. ■ j »f  %►**•£*  w* 


^ Au  moyen  dé  cette  valeur  l’équation  (26}  deviendra 

, , h .s^-1)  ; x 

•7  =r^‘ÂiA-r^ Tl m~ Ar+etc. 

*«•  .j  • y.,  '.i.-,  .»  •>  *.  itjmAfr 

réduisant  les  quantités  qui  sont  entre  les  parenthèses  au 
même  dénominateur,  efmettaut  les  Ax  sous  les.A?- , nous 
obtiendrons  < • ..  »•’.  • “J.  > 


y==r+  h*-  + g^^-A^xA-a^)  g etc_  (i8) 


1 . 


? A*’ 


i.u.3 


Quand  les  ordonnées  sont  infiniment  proches  les  unes  des 

autres,  \x,  qui  exprime  là  distance  de  l’uné  à l’autre, 

devient  une  quantité  infiniment  petite,  qui  s’évauouit , 

art.  23o,  devant  la  quantité  finie  A,  représentée  par/>P, 

>,  -,  ,,  . - ar  a*v  aV  ... 

fag.  98;  alors  les  rapports  — , — —.  etc.  , se  réduisent 
ax  ai*  ax’  . 

' * - J*  •-  . _ 4 * *’  /.  » ’ ' 

0 (Jv  Q*y  (J‘lv  » 

aux  coefficiens  différentiels  _sL  etfc. , et  la  for- 

dx’  dx»*'  dx1 

mule  (48^  > dévient  . . # j 


, d y . d^-fc  1 dsV  A»  ' ' ; » 

^);  • .. 

-V-.  y ■ \ ^ 

c’est  ainsi  que  le  calcul  des  différences  nous  conduit  au  . 
théorème  de  Taylor,  dont  on  reconnaît  ici  la  formule. 

539.  Dans  la  .démonstration  précédente  , nous  avons 
partagé  l’accroissement  pP,  fig.  98,  en  uu  certain  nombre  de  p^.  im- 
parties égales,  et  nous  avons  pris  pour  ax  l’tiup  de  ces  par- 
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* * • 


' *r 


, cucm  b b»'  tnrhiiicn, 

tiçs;,oo  pourrait  au  contraire  nommer  ax Taccroisse- 
njent  />P,  ot  regarder  a»  comme  iompoaé  d’un  nombre  n 
de  partie*  égales  chacune  à une  qaantité  constant é‘A.  $!’«■ 
adopte,  cette  seconde  hypothèse  , on  aura 

x ou  ArainA. 

•,  • * 

d’«iM|tiHÜni  , !..  ; • ,.t  , V4 . •“ 

* AX  . • 

' . (3o);  ^ 

• ' * * • . • 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (46),  nous  obtient 

di’ons  , après  avoir  réduit  les  quantités  qui  sont  êtateé  na- 
ren thèses  ta mémé dénominateur,  ' 

* ; •.  p.O, 

eà  en  prenant  A pour  uqité l’équation  (3i)  deviendra  ‘ 

y=j+^+^^=iKy+  *fâ*T*ÿ. . . (s.). 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme  ; car 
l’hypothèse  de  A=  i,  réduit  l’éqUation  (3o)^,AX3=n. Cette 
valeur  de  Ax  change  l’équation  (3?)  en  . . , 

/•  , . «(n — i)  . n(u-<—  i)(ft — 2)aV 

y ==r+  n A^^ __'a(r+  J: A J -+.etc...  (33). 

2 1,2.3  . . 

_ i*  i A *••••  v.  ,t  i 

ce  qui  nous  but  retomber  sur  1 équation  (26) . 

540.  Remarquons  qi»  ce  que  nous  appelons  \y , dans 
(la  formule  (di),  n!est  pas  la  même  chose  que  y — y ; 

Fig  ,,s  ®**  exprime  la  différence  m'n',.  fig.  98,  qui  existe 
• entré  les  deux  ordonnées  consécutives  mp  et  m p\ ; tandis 

qu zy—y  est  la  différence  MN  qui  se  trouve  entre  MP  =j'/ 
et  mpy=x- 

541.  Pour  donner  une  application  de  U formule  (33)  , 
cherchons  l’ordonuée  qui  répond à l’indice  n dans  la  suite 

5,  9,  i3,:  23,  33,  etc....  (34); 
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congelât  catte.auité  à celle-cj  i , 

°i  ><  < Afc'î 


% 


- ‘Y  1 


» % 


■ ' v * - ' **.*  ' — • i 

et  désignant  le  premier  terme  par  y,  noii»  avons 

* * ' • * m "*  ' ' 

4r  Wi  £ .«=*,  mi  « «e  g w *==  4, 
ou  a,  — «,  = .i5‘—  q » 6L 
A,  ou  a3  — a,  =t  ^ 1 5 i 8 , 

ou  — «3  = 53  •— a3  te  so 

. •*  > ' • 1 


V •-:,v  t - . ......  • «u S «.  w.V. a-v.  • ^ 

. f*  ou  c ****:\  •,<*•"*• 

■ • .••  .•  i '•  <Vq*,4».r»  «*.«»? 

.•'■(•'  C *•-  1 te  *t  • • 

i‘*^'  < .*■£■  •"'■  v/  ••  «jw  ':>■*•*•'»••.»  • ... . »■,  •»  i.  , *.  j ' 

■ ‘f  ':•-*>*  > ^3/  oq.  d=tx:4:— c =?  #| 

toutes  les  au  très  différences  sont  également  nulle».  *"  "’v 
' Par  conséquent  fixation  {33)' « réduit  à te s premier, 
termes  7 V ;■ « 'V.  -7  " •>,  " *•  * 

~ ***''  ••  ■’  * . • I |(- 1 )]  .Tl • V - ^ 

. , ,«  • p^ï+pAjt .=** tfjfcp  y,' 

' « **  . • * *:  •*'»•  **V:  « 

mettant  dajis  c*t*  equiuta  Uvafcur  « du  premier  tonne  y 

dé  Ap*^éÀ*>,  elle  dqvjeé*.- . •:*  > . ..  „r  . 4- 

valeur  qm  *e  réduit  à ' . ^ 

. (S6j.  ■<■• 

, > . ^ • 

Cette  formule  donnera  le  moyen  cte  déterminer  le  terme 

de  la  suite  (34)  , qui  répond  à l’indice  n.  Par  conséquent  si 

l’on  donne  successivement  à n ces  valeurs 

■ J ' „• 

°»  ■*»  2>  3,  4,  5,  6,  etc.,  g .*,■■ 

et  qu’on  les  mette  dans  la  formule  (36))  où  retrouvera  tous 
les  termes  de  la  suite  (34).  - ^ v.^’  Vv  * 

' ' • S? 


Digitized  by  Google 


• 398  cALOUi.  des'  difs'Auckcm.  * 

542*  Une  formulç  qui,  comme  la  formule  (36),  déterminé 
tou*  les  termes  .d’une  suite  , à commencer  par  la  valeur 
n — o , en  est  appelée  le  terme  général.  Soit  donc  cette 
suite  de  termes  ; • ‘ ” **  ' 

•s  • 4 * % • 

a,  . .a.,  • ’.V  (3^), 

• -o*- •Jt'ir-1  t»'  tT*  %. 

càrrespandant  l»ux  indices  • . • 

’ P n‘»  1 • . 

iV  est  visible  que  a„  sçra  te  teiijfc  général  de  la  suite  (37)  ; 
car  un  terme  quelconque  de  cetTe  suite , , par  exemple , 

s'obtient  en  donnant  à n la  valeur  particulière  4>  te 
premier  terme  a équivaut  dope  à ce  qui  ne  signifie 

• autre  chose , si  ce-n’est  que  a n’a  point  d’indice.  A.  1 égard 
de  a.,  Il  Ad**  de  ee  terme  indiqué  le  nombre  de  cent 
qui  ïe  précèdent;  car  en  comptant  les  tennes.de  la  suite^), 
à partir  seulement  de  a,  inclusivement,  ce  nombre  de 
termes  sera  exprimé  par  n , ét  par  conséquent  deviendra 
n _j_  1 , si  nous  y réunissons  a.  D’où  il  suit  que  le  nombre 
total  des  termes  qui  précédent  dans  la  suite  (3y)  aura  n 

pour  expression.  ' * * .*  • * ^ 

Cette  observation  repose  entièrement  sur  ce  que  la  pre- 
mière des  valeurs  qu’on  substitue  à n,pour  obtenir  tous  les 

• termes  de- la  série,  dpiiélre  zéro. 

•Ainsice  que  nous  appellerons  le  termç  général  de  la  suite 
: des  nombres' naturels 

■>i,  a,  3,  4r‘4s  6,.^y8i  etc....  (38), 
ne  sera  pas  n,  parce  quf,  bien  qu’ou  obtienne  tous  les  termes 
de  cette  suite  en  faisant  successivement 

».ïs=  <**<**»**'*  ,a  ***  3,  etc . , j*‘;H*%* 

■ • l * • . 

nous  qe  comttiençous  poiut  par  n= o. 

543.  On  voit  que,  d’après  cette  définition  , le  terme  gé- 
néral de  lu  suite  (38)  sera  n -fi . De  même,  en  cherchant 
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les  termes  généraux  des  suites  • • 

• . ,’  + a*  + 3’-f  4’  + 5*+  •••• 

+ 4;’  . n\  -oi«|Nr 

qui  sontcelles  des  nombres  carrés  et  îles  nombres  cubes,  on  à 
(n-f-  r)*,  terme  général  de  la  suite  des  carrés 
(n+  j)3,  terme  général  de  la  suite  des  cubes. 

544.  Si  l’on  demandait  le  terme  général  de  la  suite  des 
nombres  tria'  gulaircs  (*fj  qui  est 

3,  6,  10,  .5,  21,  28.  36,  etc....  (3q), 
en  écrivant  au-dessous  \ . 

a»  .fl»r  «u  as»  a4 1 ««.  «m  ûs,  etc,  .^.;  (4o), 


r* 


nous  aurions  - 

1 ’ T+jntii y» 

â/.on  J =o,>-a  3-*  1=2,  -HMfo 

ou  dsP  •>» 

, . K ou  a*— ;*,=  i.m— - B =4',' 

. *<  A3 ou  <r4 - a,  = i5  - 

. Ay  ou  c ~ b,  — b = 3 — 2 . . 

: ûÿ.o»(/=o 

ûlr  .=  o,  4^  = 0,  etc. 

et. oomttae  les  indices  o,  i,  2,  3,  4,  etc.,  suivent  l’ordré 
des  nombres  natuBels , leur  différence  estd’unitéq  Ce  qui 
nous  donne  A=  i.  Cette  hypothèse  est  celle  de  la  for- 
mule (33)  ; et  comme  dans  le  cas  présent  nous  avous , 
par  ce  qui  précède,  y—},  aj^a,  4*^=1,  et  que  toutes 
les  autres  différences  a3^,  a iy,  etc.,  sont  nulles , on  ob- 
tient eu  mettant  ces  valeurs  dans  la  formule  (33), 

- • 


(*)  Elle  s'obtient  en  ajoutant  à l’unité  les  sommes  de»  deux,  des  trois, 
îles  quatre  premiers  termes,  etc.  de  la  suite  (M)  de?  nombres  naturels*'  .. 


1 s . < • 
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Fig.ioo. 


v 


Fig.  loo. 


4<>o 
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i/(n—  i) 


y = * + + 


réduisant  les  deux  derniers  termes  au  meme  dénominateur, 


on  trouve  enfin 


3n+n’ 


i J — — ==  terme  gdn . de  la  suite  des  nomb  triang.j. . (d  i ) . 

2 ■ * •; 

545.  Remarquons  que,  dans  le  cas  où  les  ordonnées  dont 

on  connaît  les  valeurs  sont  équidistantes,  et  où  par  con- 
séquent on  a le  droit  de  prendre  k pour  unité,  il  est  pos- 
sible que  n soit  fractionnaire.  C’est  effectivement  ce  qui 
aura  lieu,  fig  99 , si  le  point  P,  déterminé  par  l’abscisse 
i'r=r+  nh,  ne  tombe  pas  sur  un  des  pieds  p,p'j  p",  etc. , 
des  ordonnées  équidistantes  pm , p'm  , etc.  Par 

exemple, 'si  l’on  prend  la  courbe  déterminée  par  les 
termes  de  la  série^lg) , dont  nous  construirons  les  trois 
ordonnées  , en  faisant , fig.  100  ^ , 

’ • r t ir 

PP  —PP  =?  **  . 

et  en  prenant , comme  le  prescrit  la  suite  (3g), 

pm  = 1 , p’m  — 3 , p"m“  — 6,  , 

et  que  l’on  demande  quelle  sera  l’ordonnée  correspondante 

a'  • ■ 

à l’indice  n = 1 -j-  ç,  on  mettra  cette  valeur  dans  la  for- 

3 • . -r  • 1 - 


,,P  ç=  , -H 
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Le  problème  qte  nous  venons  de  résoudre  nous  •conduit 
à la  recherche  du  logarithme  d’un  nombre  qui  ne  se  trouve 
pas  compris  dans  les  tables.  • . 

546.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  le 
logarithme  da  nombre  2,718281828  qui art.  38,  sert  de 
base  an  système  népérien.  Comme  ert  déplaçant  la  virgule 
on  ne  change  pas  les  chiffres  décimaux  du  logarithme, 
nous  la  placerons  de  manière  que  la  partie  entière  du 
nombre  proposé  soit  aussi  grande  que  les  tables  la  puis- 
sent contenir;  et  ponr  cela,  au  lieu  du  nombre  proposé, 
nOUs  écriroiis  271,8281828,  parce  que  plus  un  nombre 
entier  est  grand,  plus  son  logarithme  est  donné  avec 
exactitude  dans  les  tables. 

Notre  recherche  6e  réduisant  ainsi  à trouver  le  loga- 
rithme de  271,8281828  (*),  imaginons  que  l'on  ait  cons- 
truit les  points  m , m , m',  nim,  m,vT  etc.,  fig>  toi,  à l’aide  Fig. 
des  coordonnée^  suivantes  : .•  .(  . . " .... 

. • •*  **  *•  1 • 

A p ='271,  pm  =çs*  log  de  271 ,-  « 1 , 

A p = 272,  p'm'.zzz  log  de  272, 

, A p"  t=  273,  p"m"  = log  de  273, 

A p"  = 274,  - p“m"  — log  de  274, 

Ap"  = 275,  p"rn"  = log  de  275,1  ' - 

il  est  certain  que  si  les  points  m,  m,  m ",  etc.,  se  succédaient 
immédiatement, ils  constitueraient  une.ligne bourbe;  mais 
étant  séparés  les  uns  des  autres,  si  l’ori  fait  passer  par  ces 
points  une  ligne  etc. , cette  ligne  pourra  être 

regardée  comme  une  courbe  approximative  BC,  dont  l’in- 
flexion se  rapprochera  beaucoup  de  celle  de  la  véritable 
courbe.  Par  conséquent  si  l’on  mène  par  le  point  P une 
ordonnée  PM  qui  aille  rencontrer  en  M notre  courbe  ap— 

— 

(*)  Le  logarithme  du  nombre  entier  2718281818,  ne  différant  de  celui  > 
de  2,7181808  que  par  la  caractéristique  , qui  au  lietf  d'être  o «st  9,  on 
voit  que  cc  logarithme  se  détermine  par  le  même  procédé. 

Élém . de  Cifl  ’c . diff, 
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proximative,  on  sent  que  celte  ordonnée  différera  peu  de 
l'ordonnée  qûi  appartiendrait  à la  véritable  courbent  cela 
proviendra  de  l’influence  quelles  ordonnées  pm,  p'm' , 
p"ma,  ont  exercée  sur  l’inflexion  de  la  courbe  approxi- 
mative ; Je.  sorte  qu’on  pourra  regarder  PM  conune  une 
fonction  de  ce»  ordonnées  : c’est  aussi  la  conséquence  que 
l’on  tiro  de  la  formule  (33),  dans  laquelle  l’ordonnée  PM, 
représentée  par  y-,  est  une  fonction  de  y et  de  ses  ac- 
croissemens  successifs.  Aussi  allons-nous  déterminer  la 
valeur  4e.  PM  au  moyen  de  cette  formule.  - 
Fic  loi  Pour  cela,  nousavons,  lig.  toi,  par  l’état  de  laquestion, 

. * ou  Ap  = 2)i,  y ou  pm  s=.  log  de  *7 i , * 

x ou  AP  = X -+-  Ax  = 271,8281828, 

eé  qùi  nous'dOnne 

àx  = 0,8281828;  ' ■ ’» 

* - ; . •* 

'•  / et  il  s’agit  de. déterminer  y'.  • 

Gela  posé,  les  abscisses  Ap,  A p\  A p" , A p",  etc-,  étant 
représentée» parles  nombre»  vji,  272,  *7^»  aî4,  etc.,  on 
voit  que  la  différence  de  l’uue  àl’autre  est  égole  â l’unité  : 
nousavons  donc-,  dans  le  cas  présent,  A=i}  par  consé- 
quent nous  emploierons  la  formule  (3»)  ^our  la  solution 
du  problème.?  et,  puisque  nous  connaissons  Aar,  et  le 
premier  teripe  y,  nous  «’av.o«(s  plu*  besoin  que  de  cou* 
naître  AJ,  Py,  4>.  etc.  Ppur  obtenir  ces  différences, 
posant  d’abord , comme  dans  l’art.  533-,  la  suije  • *- 

a,  a4 *té; , • r ■ 

nous  aurons*  pour  déterminer  cés  valeurs  ' ' 

*'  * a = log  de  271  = 2.4329692909,  . 
a„  3=  log  de  272  = 2.4345689040, 

* a,  3=  log' de  2^3  = 2. 4361626470, 
a3  a=’  lçg  de  274'=  2.437750^628, 
log  de  2^5  — . 2.4393326g38, 

. etc!  V «te-  etc.  etc.;  .. 


r 
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tin  déduira  de  là 


4o3 


• ^ 


\j  ou  b ou  a,  — a = 0,0015996131 , 

- p oa  a*  ~ oy  = 0,0015937430,  ..  • 

p ou  a%  — . ax  = p,ooi5879i58, 

b»  ou  a4  — a3  = o,oot582-i3io„.  ", 

\y  ou  c ou  b,  — b = — 0,0000058701, 

c,  ou  5,  — b,  = — 0,^1000058272, 

c,  ou  b3  — b%  = _ 0,0000057848,  . 
a y ou  d ou,  c(  « = — • o , 0000000429. 


Formant  d’abord  le  terme  \xy,  nous  trouverons 

^V=»(o,8a8ï8a8)  (o, 00 1 5996)1=0,  00132476.  . . (42). 

La  valeur  de  a*  qui  compose  le  premier  facteur  n’est  qu'ap- 
proximative, puisque  nous  avons  négligé  les  chiffres  déci- 
maux qui  passent  le  septième  rang  . comme  on  peut  le  voir 
par  cette  valeur  plus  approchée  de  la  base  du  système  né- 
périen • • . • 

e—  2>7I828I?2845go45,  etc,  ; • 

il  suit  de  là  que  le  premier  facteur  de  la  valeur  de  Axàr 
n est  exact  que  quand  l’on  se  borne  aux  sept  premia 
chiffres  décimaux.  Les  deux  zéros  du  second  facteur  de 
expression  (4*),  reculent  la  virgule  de  deux  rangs  dans  le  * 
produit,  ce  qui  donnerait  neuf  chiffres  déchnanx  ; mais 
à cause  des  retenues , nè  pouvant  compter  sur  l’exacti- 
tude du  dernier  chiffre,  nous  n’en  prendrons  que  huit- 
et  comme  la  fraction  décimale  qui  est  la  valeur  de  4*  est 
moindre  que  l’unité,  nous  remplacerons  A.r  - 1 par 
-r(i — ax),  et  nous  trouverons  • - J. 


* r fo*--1)  oll  _ &*y-  •-  • 

2 ’ a ■“ »34a&4)-  ■ 

1 • ' ' •*  t v 

Multipliant  cette  valeur  par  celle  de  fr/ijal  e,i  aussi 

nfff/lt  1VP  rimic  J 1 


• * c ^ Jt  • (J 

négative,  nous  obtiendrons  ce  produit  positif 


* L 


a6.. 


S * 


Digitized  by  Google 


-1 


4°4  . $fCDt  PKS  BIFïiHBKCEÏ- 

a* à* rt=  0,0000004175.  ' 

* • , , 

Noas  nq  tiendrons  pas  compte  des  termes  en  ù?j , en 
etc-,  parce  qu’en  considérant  seulement  lfe  premier, 

qui  est  ‘ ' • ..  . 

. \ i,îéïr2)(iîpî2iy, 

nous  -voyons  que  la  valeur  de  ce  terme  n’a  aucnn  chiffre 
significatif  dans  les  huit  premières  décimales;  à plus  forte 
raison  en  doit-il  être  de  même  des  fermes  en . a£r,  en 
A^y,  etc.  ,qui  sont  moindres.  De  sorte  que  la  valeur  de 
y ne  dépend  que  des  huit  premières  décimale*  de  celle 

île'Ax.  ..  . , . * • J • 

Noue  aurons  donc  en  résumé  , . • * *• 

*.  • . 

...  y;.".-.;:.: 2, 432969*9 

bÿxx 0, 00132476 

0,00000041 

■ a''  ' . ■ . * ' 

...  log  de  27 1 , 838.1828  = 2 ,43429446.  , 

* Diminuant  la  earactéristique  de  deux  unités,  on  conclura 
que  le  logarithme  de.  - 

*•'  e=  2,7i8uèi828,'  est  0, ,43^944  .O- 
Nous  «e  prenons  que  sept  décimales  dans  la  valeur  du.lo- 


,*)  j)ans  t%ypo»li*se  qui  uou»  a fait  trouver  ce  logarithme , nous  re- 
gardons l'ordennée  comme  le  logarithme  de  l'abscisse;  mais  dans  les 
articles  38  , 3g,  4o  et  198,  nous  supposions  au  contraire  que  l’abscisse 
était  le  logarithme  d* l’ordonnée,  en  partant  de  l’équation 


;fl«s=  al**y,  Ott  arsaloçrî 
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garithme,  parce  qu’on  ne  peut  compter  sur  la  huitième, 
qui,  quoique  exacte  dans  chacun  des  nombres  que  nous 
additionnons,  peut  se  trouver  fautive  dans  leur  somme,  à 
cause  des  retenues  qui  pourraient  provenir  des  chiffres 
négligés  à partir  de  là  neuvièmedécimale. 

Du  calcul  inverse  des  différences . 

547.  Le  calcul  inverse  des  différences  a pour  but  de 
remonter  de  la  différence  à la  quantité  qui  l’a  produite. 
Cette  opération , qu’on  appélle  intégration,  s’indique  par 
la  caractéristique  2 , qui  signifie  somme. 

Par  exemple,  étant  donnée  la  différence  ax,  supposée 
constante , ihest  évident  qu’on  aura 

Z\x  = X. 

548.  On  peut  mettre  cette  équation  sous  une  autre 
forme , si  l’on  considère  que  l’unité  y entrant  comme 
facteur,  peut  être  remplacée  par  x° , on  aura  donc 

S\x.3?  = x ; . 

' * 

et  aloraon  pourra  faire  passer  la  constante  ax  en  dehors 


. . y 

au  lien  de  cette  équation , nous  aurions , dans  le  cas  actuel, 
xs=  6r  = 6ft>»  »,  ou -.r  = log 
ce  qui  nous  conduirait  à 


dx 

dlogx  = — 


log  e 
log  b' 


Cctto  équation  appartiendrait  à une  logarithmique  aussi  bien  que  celle-ci; 


d logr 


dr  log  c . 
y log  a 


mais  dans  cette  dernière  l'abscisse  devenant  l’ordonnée  et  l'ordonnés 

l’abscisse,  la  courbe  n’aurait  pas  la  mémo  position. 


4o6  CALCUL.  Dits  DIFFERENCES. 

du  signe  d’intégration , ce  4 ni  donnera 

' ' ax2>  = x, 

ét  par  conséquent  ' * 

• . » / . t Y.  * / . x X . » • * 

ÏjX°  =s-j—,  . . (43). 

549.  Dans  la  même  hypothèse  de  ax  constant  ,'soit 

jr  — *m, 

«il  a ' ■ * . 

■ s ' - ■ y = (*+ax>-,-' 

et  par  conséquent  . . 


.* 

. - 1' 


y — y ôn  ùf  as  (x  + AX)“  — . x"1  ; 

développant  par  la  formule  du  biaoroe , et  effaçant'  les 
termes  en  x”*  qui  se  détruisent},  on  trouve 

&y  — mx"'-‘Ax  4 ~ . x-^AX*  4-  etc.:  ‘ : 

..  • > v . * • • V - • • 

intégrant  et  faisant  passer  le»  constantes  hots  du  signe  2,- 
il  vient  * 

*.  /■.==  mî*  -k.y  - ~r^—  S^-'AX2  + etc.  ; 
remettant  la  valeur  de  y,  on  a r 

x"=mAx2x"-*4  - .^W*2xm-S4 

ta  120 


On  déduit  de  cette  équation 


X1  = 2AXZX  4 AX’SX*, 

• * x’  ==  3ax2x*  4.  3ax’Sx  4 ax’Sx”, 

x*  =±  4AX2X3  4 6ax4ïx’  4 4axs2x  4 Ax+2x° , 
etc.  etc.  etc. 

» i 1 ■ 

Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  Xx,  lx%  Xx3,  etc., 
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de. Sx*,  etc.,  doftnée*  par  lepremierterine.de  leurs  Se- 
conds membre»  et -divisant  par  la  partie  qui  est  hors  du 


signe  S,  on  trouvera 


i -• 


/•  ** 


Sx 


x 

' 2AX 


2AÛT 


..  *3  SAX’SX  V • * . a 

Vr*  «—  ■ — . .»  1—  ■ ■—  — - _ . 

3tàm  - 3a x . 3ax  ,(*  ... 


r.-f: 

- ;r’i 


\ _ x*_  £*x'&x\  fa^Xx  _ Axt£x° 

2x  * 4A*  4ax  4ax  " . 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


» i*  - • - 

Réduisant  les  termes  en  ax  , qui , dans  châque  fraction  , 
sont  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur,  ou 
obtiendra 


x*  AxSx0 

Ix  

2AX  2 


Sx’  = AXÏX  — -5-  Sx°  , 

3ax  o 


(44)- 


AX* 


Sx3 dh.-T—  — ! JTxSx’  — A^sx  — — Sx-0, 

•44^  • • 4.. 

etc.  etc.  etc.  • * étc. 


Mettant  dans  la  première  des  équations  (44) ,-  la  valeur  de 
2x°,  tirée  de  l'équation  443),  page  4°^?  on  obtiendra 


Xx  =£-^î....  (45); 


substituant  ensuite  cette  valeur  de  Sx  et  celle  de  Sx0, 
dans  la  seconde  des  équations  (44)  > on  trouvera 
x3  x’  , (x  x\ 

**•-3=- 7 + “(;"*) 

ou  , en  réduisant  les  deux  derniers  ternies  , 


m ■ k 

* ” 

» .*&St  j.  , rr  ~ 


X*  ■+•  XAX 


X'  X-  T 

Sx*  = =- — r....  (4q)-  * ... 

VAX  2 2.3  , ^ 


«r 


•T 

...... 


■l 

■ 1 : 

"Iwï 

’•  V -1 


? «1 


•s 


•:a 


fl* 


|N 


'JS 
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Enfin  , si,  dans  la  troisième  des  équations  (44) > on  intro- 
duit les  valeurs  de  2x°,  de  Sx  et  de  Sx1,  données  par  les 
équations  (43),  (45X et  (46),  on  trouvera  > 

Sx3=  — s ^ ~h  z (47)- 


Et  comme  l’accroissement  ax  , qui  est  constant,  est 
d’une  grandeur  arbitraire  > nous  pourrons  le  remplacer 
par  h,  pour  ôt£r  l’idée  d’opération  renfermée  dans  \t,  et 
nous  aurons 


550.  En  général , une  fondflçm  rationnelle  entière.dex, 
lorsqu’on  développé  les  opérations , se  réduisant  à une 
'somme  de  quantités  de  la  forme  Axn,  on  voit  que  l'inté- 
gration en  peut  toujours  être  obtenue  par  ce  qtti  précède. 

551.  Cherchons,  par  exemple,  l’intégrale  de  la  fonc- 
tion 

. ' (a  -f  bx)%. 

Pour  cela  on  développera  le  carré , ce  qui  dohnera 
(a  -f-  bxY  — a*  + 2 abx  + b%x*  \ 

multipliant  a*  par  x°,  intégrant  et  mettant  les  constantes 
en  dehors , nous  obtiendrons 

2 (a  + bx )*  = a‘ïx°  -f  2 abïx  + b'ïx-  ; 
remplaçant  2x°,2x  et  2x%  parleurs  valeurs,  que  nous 


# 
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donnent  les  équations  (48),  nous  trouverons 


4<>9 


2 (a -fi*)1 


à’x  , abx* 

:~r 


-ab±-\ 


b*a b‘x*  b*hx 


h ~~~  “3 h a ' a.3 
ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  x, 
A’x3  . /ai  b'\  . , /a*  , , .b1  h' 


4-  constante , 


3 h 


/ ab  i*\  , . /a*  .i’n\  y . 

■ (t  - 7)  ^ + (x  - -4 + ^3) 1 + ™”'- 


Nous  ajoutons  une  constante,  parce  que  l’intégrale  d’une 
différence  Àx  e6t  aussi  bien  x que  a -f-  x,  ces  fonctions 
ayant  la  même  différence  ax. 

552.  Spit  encore  le  produit 

(x  ■+■  a)  ( * + b)  (*  -4-  c) 
en  le  développant  on  aura 

x -+■  abc  ; 


(x 4-a)  (x  b)  (x  + c)  = x3  + a 

' . +b 

4- c 

et  en  intégrant , on  trouvera 


x‘-\-ab 
+ oc 
+ cb 


2(x+a)  (x+i)  (x+c)  = Sx34-ajSx*+ai  1x-\-abc%xa-\-consL 


+ b 
+ c 


-f-ac 

-\-cb 


11  ne  s’agira  plus  que  de  mettre  dans  le  second  membre  les 
valeurs  de  Sx3,  de  Sx’,  de  Sx  et  de  Sx",  données  par  les 
équations  (48). 

553.  11  est  un  cas  particulier  où  un  produit  de  divers 
facteurs  présente  une  intégration  aussi  élégante  que  facile; 
c’est  celui  où  la  différence  ax  étant  constante  et  repré- 
sentée par  h , on  se  propose  d’intégrer 

x (x  + h)  (x  + 7.h)  (x  + 3A) . . . . (,x  4-  n,t)- 


Æ1  * 


*• v 


i ** 


V. 
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Pour  cela,  nous  différencierons  hî^roduit  * "'T' 

X = (•»—*)  x(x+A)  (x+afe)  (x+3A) . : . (x+nh) . . . (49) , 

• . 1 « • k 

qui  contient  de  plus,  sur  la  gauche,  le  facteur  (x  A)  ; 
remplaçant  x par  (x  + h),  x deviendra 

y+*r,  . 

et  nous  aurons  *.  . a 

J‘+A^*=à:(x4-A)  (x+aA)  (x-f-3A) . . . (x+nA)  (x+h-\-n/i)  ; 

. * , •*.***  , . I*  * 

ôtant  de  ce  Résultat  l'équation  primitive,  il  restera 

Ax~x{x  + h.)  (x  + zA). . « (xif'nA)  (x-$*  A-4-nA) 
— (x — A)  x (x  -f-  A).  ». . (x^-f-  nh). 

La  partie  x^x  -+-  A). . . (x  -f*  SA)  ^tant  commune  aux  deux 
produits  qui  composent  le  second  membre  de  cette  e'qua- 
tion,  nous  pouvons  la  mettre  en  fàdteur  commun,  ët  nous 
.aurons  , • • 

[x(x-f-A)  {x-\-ih)\  . . (x-f-nA)]  [x-f-A+nA — (x — A)]. 

Le  second  facteur  se  réduit  à (n  + a)A,  et.çomine  il  est 
constant,  nous  pourrons  le  faire  passer  hors  du  signe  X ; 
intégrant;  nôuS  aurons  ■*. 

■ X = (n  -j-  z)  h x [x(x  ■dr  A)  (x+  aA). . . (x-J-nA)]. 


Mettant  la  valeur  de  x donnée  par  l’équation  (49) , chan- 
geant les  deux  membres  de  place  et  divisant  par  (n  -J-  z)  A, 
nous  trouverons  enfin 


x— A 


X*(x-|-  A)  (x-haA). . .(x+nh)  = + h)r,(x-fnh)] 


■ 


0 
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'Application  du  calcul  îles  différences  à tû 

sotnrhatàm  des  termes  d’une  sérié.  ■ \ ■ 

* » • 

« » .... 

* : » 

^4 • Un  des  grands -avantages  du  calcul  deadiff'érences 
finies,  consiste  •à  déterminer  la  terme  somiiiâtoire  d*Une 
se'rie,  c’est-à-dire  l’es  pression  algébrique  au  moyen  de 
laquelle  on  peut  trouver  la  somme  des  termes  de  cette 
série..  - ...  . ...  - ..  . 

Nous  allons  examiner  comment  le  terme  sorarqatoire 
peut-être  obtenu  lorsqu’on  connaît,  le  terme  général  d’une 
série.  Pour  cela,  soit  la  suite 

. • • • f . 

a,  a,,  a,,  aj,.a4,...  an....  (5o), 

qui  correspond  aux  indices 

• • * ' * • ' •*••* 

°,  I,  a,  3,  4,. ..  n — I , n. 

> Nous  voyons  qu’en  donnant  successivement  à n les  valeurs 
o,  i,  2,  3,  4,...  n,  on  formera  avec  an  tous  les  termes 
de  la  suite  (5o);  an  en  est  donc  le  terme  général.  Mais 
ce  terme  général  peut  être  regardé  comme  la  différence 
dont  s’accroîtrait  « 

a + 4,  4-  a%  -|-  a3. . . -f-  . . . (5i),‘ 

pour  former  la  suite  (5 o). 

Par  conséquent,  si  nous  désignons- par  S la  somme  dfis 
termes.de  la  suite  (5t),  nous  aurons  ’ 

aS  = a.  ; 

d’où  nous  tirerons,  en  intégrant, 

S = Za„ {5*) . . • 

555.  Telle  sera  la  somme  des  termes  compris  inclusive- 
ment depuis  u jusqu’à  c'est-à-dire  jusqu’au  terme 


« 
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qui  occupe  le  ( n — i)‘v"*  rang,  à partir  de  a,  ; ro*is  si,  au 
lieu  de  compter  les  rangs  depuis  a,  ,■  nous  leç  comptons 
depuis  a , le  terme  n.m  , occupera  le  ni*"‘  rang;  et  alors. les 
indices  . 

lt  O,  1 j 2,  3|*  # • (n“0)  » 

de. la  sfcit<^5i)  se  changeront  en  ces  autres  indicés, 

i,  a,  3,  4,.-.  Oi  ’ 1 

de  çette  manière , le  terme  sommatoire  S exprimera  la 
suite  des  termes  compris  dépuis  n=t  jusqu’à  p=ru 
556.  Pour  en  donner  un  exemple , cherchons  le  tenue 
sommatoire  de  la  suite 

• 3,  7,  ii,  i5,  ,19,  23 (53), 

t 

dont  le  terme  general  est  4«+3.  Cette  formulé  nous  don- 
nçra 

S?=2(4u+3>, 

ou 

S 4^r  3sn°  ■ ■ ■ • (54)  ; 

mettant  n à la  place  de  x,  dans  les  équations  (43)  et  (45), 
et  faisant  ax  =i , parce  que  les  indices  croissent  d’une 
unité , nous  déduirons  de  ces  équations 

Xn°  = n,  = ln; 

substituant  ces  valeurs,  dans  l’équation  (54) , réduisant  et 

ajoutant  une  constante,  nous  trouverons 

S = an1  + n -f-  constante. . . . (55). 

On  déterminera  la  constante , en  remarquant  que  quand 
n = o,  la  souime  S des  termes  est  nulle,  ce  qui  réduit 
l’équation  (55)  à 


constante  — o. 


SOMMATION  DES  TK&MES  d’uNE  SÉRIE.  4 (3 

Supprimant  donc  la  constante , nous  aurons. 

' S = an*  + ». , . . (56).  ’ ’ 

557.  Pour  appliquer  cette  formule  à la  sommation  des 
termes  de  la  suite  (53) , nous  observerons  que  ces  termes 
étant  au  nombre  de  six,  nous  avons,  art.  555, 

, 71  = 6;  \ 

‘ . 

mettant  cette  valeur  dans  l’équathm  (54) , nous  trouverons 
S = 78. 

558.  Cherchons  encore  les  quinze  premiers  termes  de  la 
suite  des  nombres  naturels,  c’est-à-dire  sommons  la  sérié 

t,2,3,4>**-’t5;  , 

le  terme  général  de  cette  suite  étant  n-f-i,.art.  543, 
nous  avons  pou*  sou  terme  sofnmatoire 

4 ' ' , 

S = Sx  -j-  ïx°. 

Au  moyen  de  la  première  des  équations  (45)  et  (43), 
dans  lesquelles  nous  changerons  x en  n et  ar  en  l’unité, 

nous  réduirons  cellc-ei  à . ‘ ■* 

* % • *.  * 

Cette  équation , comme  celle  de  l’exemple  précédent , ne 
comporte  point  de  constante. 

Les  indices  ne  différant  pas  des  termes  de  la  série,  nous 
trouverons,  en  faisant  n= i5,  que  la  somme  de  ces  termes 

est  ... 

S = 130. 

55g.  Pour  troisième  application , sommons  la  suite 
i -f-  4 ■{"  g 4*  1 6 4“  3.5  4*  36  -4*  4g  4*  64  "4  ® t -f- 100, 
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qui  est  celle  des  di*  premiers  termes  des  carrés  de 4»  suite 
des  nombres  naturels.  Le  terme  général  de  cette  suite 
é.tant  (.z  -+-i)%  art.  543,  nous  aurons  pour  le  terme  som- 

raéjoire  V -.t  •*  •*  • \ ' *•  >' 

S=-X  (n+l)’ ■=  X <«’,+  + i)  ==  In’  4-.*?/»  + **0V. 

substituant  dans  cette  expression  les  valeurs  de  En5, 

de  in','  et  de  2«°,  données  parles  équations  (46),  (45) 

et  (43),  dans  lesquelles  pu  changera  je  en  n et  .aj r en 

l'unité,  le  terme  sommatpire  aura  pour  expression 
• * 

S =J  js3  + j ?*  + |n  ’+  constante. ...  #7)  ; 

et  corntue  le  nombre  des  termes  de  la  série-est  10,  nous 
trouverons  en  faisant  n = 10, 


Nous  n 'ajoutons  point  de  constante,  par  la  raison  que 
nous  avons  expliquée  art.  556;  mais  si,  au  Ueu  de  compter 
la  suite  depuis  le  nombre  t ',  on  la  comptait  depuis  le 
nombre  36,1a  somme  des  termes  qui  précèdent  36  de- 
vrait être  nulle.  Par  -conséquent  en  faisan  t pxz  §, oc  de- 
vrait avoir  8 = o.  Cette  hypothèse  rédû«ait  l’équar- 

ùon  (57)'  à . . . ‘ 

constante  se;  — 55  -, 


cetté  Valeur  changerait  l’équatjou  (57)  en 


, S — i rts  4-  - n*  -p  i « — 55  ;*• 

.3.  • ? . b . ... 


et  comme  le  nombre  des  termes  de  la  suite  proposée  est  10, • 
en  faisant  n =j=to  , on  aurait  pour  la  somme  des  termes  de 
çette  série compris  depuis  36  jusqu'à  100  inclusivement, 

. „ • 1000  100  , 10  __ 

. . - 5 = + 75-  + « ~ _ 
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de  l'interpolation. 
ou 

' ' * S=  385  — 55. i=  33o. 

* . • » ’ i*  m ’ * • 

*%*"  -••••  r t • * 

" • -■  - De  l'interpolation.- 

4 

560. _  L’interpolation  a pour  but  d’insérer  dans  une  suite 
de  termes  qui  suivent  une  certaine  loi , -d’autres  teruïes 
subordonnés  à cette  même  loi. 

561.  Si  l’on  nou^  donnait,  par  exemple,  les’ ccfordon- 
nées  AP  et  PM,  fig.  ioa,  AÔ  et  QN  de  deux  points  M et  Fi 
N , situés  sur  un  plan,  il  suffirait  de  faire  passer  la  droite 
MN  par  ces  deux  points  pour  résoudre  le  problème;  car 

il  est  évident  que  les  coordonnées  AP  et  PM  , A Q et  QN,  et 
toutes  celles  de  la  droite  AN  seraient  enchaînées  par  une 
même  loi.  , , , 

56i.  Si  trois  points  L,  M et  N,  fig.  103,  donnés'  sur  Fig.io3. 
le  mêîrre  plan  , étaient  déterminés  par  les  coordonnées 
Al  , IL  , AP,  PM,  AQ  et  QN , en  faisant  passer  Parc  de 
cercle  LMN  par  ces  trois  points,  on  satisferait  encore  ’ 
au  problème;  mais  l’arc  LMN  ne  pourra  plus  nous  eu 
offrir  La  solution , lorsqu’on  nous  donnera  un  plus  gAétod 
nombre  de  points.  D’ailleurs,  quoique  le  cercle  soit  une 
courbe  facile  à décrire,  ii  n’est  point,  par  son  équation,  celle 
qu’on  pourrait  regarder  comme  la  plus  convenable  au  cas 
présent.  Nous  ep  choisirons  donc  une  autre  qui  su  prête 
plus  facilement  aux  hypothèses  que  nous  pourrons  établir 
sur  le  nombre  de  points  par  où  la  courbe  doit  passer.  Cette 
courbe  est  la  parabole  de  tous  les  genres,  qui  est  comprise 
dans  l’équation 

jr  = M + N*  + Px’  -f-  Qx  + etc....  (58). 

,563.  Supposons  donc  que  par  l’observation,  ou  par  tout 
autre  moyen,  ou  soit  parvenu  à savoir  que  les  abscisses  Al, 

nP’  ÎÏ  ™ figDc°4’  °nt  Pourordon"ë«» correspondantes  F|&.,p4- 
il,  PM,  QN,  RS,  etc.  ; si  ces  abscisses  sont  réprésentées 


4i5 

.«  ♦ ■*  M 

Vi  •,«.« 

2 *%n;- 


* 
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delà  sorte,  a,  b , c,  d,  etc.,  et  que  leurs  ordonnées  le 
soient  par  A,  B,  C,  D,  etc.,  l’équation  (58),  dans  la- 
quelle les  coefficiens  M,  N,  P,  Q,  etc.,  sont  indéter- 
minés , sera  satisfaite  aussi  bien  par  les  valeurs  a et  A 
que  par  les  valeurs  b et  B,  et  ainsi  de  suite  ; de  sorte  que 
l’on  aura  pour  déterininer  les  coefficiens  N , M , P, <J,  etc., 
les  équations  . • ’ ’*  * - 

A = M -f-  Na  -1-  Pa*  -f-  Qh3  -+■  e(c. 

B = M + Tib  + Pb‘  ^ Qb3  + etc.  I 

C = M + Ne  + Pc*  Qc5  -+•  etc. 

D = M -f  Nrf  4-  Pd‘  -f  Qd3  + etc. 

etc.  etc.  etc.  ' . 

Ces  équations  devront  être  en  même  nombre  que  les  coeffi' 
ciens  M,  N,  P,  Q,  etc.,  qui  sont  à déterminer.  Si  la  pre- 
mière est  retranchée  de  la  seconde,  et  que. la  seconde  le  soit 
de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite,  on  obtiendra 
B — A = N(é  — a)  -Jp  P(&*  — «*)  -f-  Q(A3  — a3)  + etc. , 

C — B = N(e  — b)  -f-  P(c‘  — 6*)  -f-  QCc3  — b3)  + etc. , 

D4-  C = N(d  r-  c)  + P(d»  — é*)  + Q(<P.—  c3)  -f  etc. , 

etc.  etc.  efc.  • • • etc.  j 

et  eh  divisant  par  ce  qui  multiplie  N,  on  aura 


B — A_ 

b — a 

C — B 

?=*' 

D — C 

d — c~ 


>N  + P 


(^-^.+  Q(Ç-^)+etc. 


: N + P 


b — 

(c'—b;) 


b — a 
— P) 


:N  + P^— ? + Q 


c — b 
(d3-* — c3) 


etc. 1 


(6o). 


-f-  etc.  \ 


d — c 1 'c  d — c 
etc.  etc.  etc. 

Les  termes  qui  se  trouvent  compris  entre  les  parenthèses 
étant  la  différence  de  deux  quantités  élevées  à une  même 
puissance , sont  de  la  foi  me  — or  on  sait  qu’une  ex- 
pression de  ce  genre,  lorsque  m est  un  nombre  entier , est 


£ *»«  t^râtlSBFOnAXftW.  A,ij 

exactement  dmsihle  par  k. — V.  et  dénue  (note  , fà&jLj 

tième), 

um-Vm=(u-V)[ù^<+VU-^+^u"-\..Vn  7'U  + V-^..^. 
et  comparant  les  quantités  <&>— , (ê'~ A«),  etc 
de  cette  /ennuie , on  peut  les  décomposer  ainsi  s 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (60),  on 
obtient  ces  résultats  ; > 

, • ‘ , ->f  •••  . 

+ P(A+<*)+Q(A’-f  «*  + «•)  + etc 

C — B „ 'T  ' 

H-  = N -I-  P<V_l_/.\  j:n^  _iL  . jl.v  . • 1 f 


— O 

— -j  = N -f  P(c+b)  +Q(c*+cfi+A')  + etc 


C 

D^€ 
d 


— ^ — N -f-  P(c-frf)  + Q(d*+  crf+c‘)-f_  etc.  I 

- : ' . , ■-  lV  ■'  H 


etc 

Si  l’on  suppose 


•etç.  y.  etc-. 


M 


V 


xf*» 


C—B  • .• 

* — a3**8 f r^r* -,c'»  etc-*  *v- 

B',  C,DCsç  composant  de  valeurs  données,  seront  encore 
des  quantités  connues  ; et  en  les  substituant  dans  les  équa- 
tions (6a),  on^aura,  l 

® = N + p(*  + «)-fQ(*-’ -f- etc.  t 
C ==  N -f  P(c  -+■  b)  -f  0(e*  -f.  cb  -f  6')  -|-  etc . I 
D'  = N + P{c  + d)+  Q(rf*  -f-  c*)  + etc . ■ (63)> 

etc.  etc.  . etc.  •]  rtfïfr-' 

alors  ces  équations  remplaceront  le^équa lions  (Sa)  ddiit  le 
nombre  sera  diminué  d’une  unité , et  au  lieu  des  inconnues 
* » *»  Q>  etc.,  elles  ne  renfermeront  plus  que  N P ' 
Q , etc.  , c’est-à-dire  une  de  moins.  Si  en  continnan’t  ■ 
d opérer  comme  ci-dessus  on  prend  les  diffère;  iceiC‘—B' 

D' 


*7 


■t 


i . 


de*  P, 


calciA.'  bH  ni^FP.nr.Nrr‘. 

0%*.  f j + J?.  **\  • l*>  * 


C'  — B' 


. ^?=P  + Q 

?■***•«  ,.,  7r 


[g*~  0*4-  bl?  — 


^ & ±Âd;-lb-&^ 

., •’*?■  'd^T  *+''«  *•  1 ;trjLF/  ‘" 1 ** •f* **•->  ■->  - 

etc.  etc.  etc. 

, et  l’on  voit,  que  les  diviseurs  ç — "*  q.t  rf  — & disparaî- 
tront encore  des  seconds  membres  de  ces  équations  \*) , 
délivrées  des  inconnues  M et  N.  En  continuant  d’ripérer 
aitisi  l’on  parviendra  3 éliminer  toutes  les  mconfiueeiuoins 
uuc  seule  , et  l’on  obtiendra  ensuite  lès  valeurs  de'  M, 
de  N,  dé  P,  deQ,  etc.,  qu’on  substituera  dans  1,’équa- 
tiq^.C58j.  *•»  1 ?*ïMï 

. 564.  La  méthode  d’irrterpôlalion  dogt  nous  venons  d’ex- 
.pùser  la  théorie  appartient  à Newton.  Lagrange  en  a domite 
une  qui  reprise  également  sur  le  facteur  commun  que  nous 
” avpos  suppéitné  , et  dont  oti  peut  dorfnér  la  démonstration 
suivante  ; soient  doncp,  q,  ^s^U.,  différentes- abscisses 
auxquelles  on  a teconnu  que  correspondaient  les  or- 
, do  nuées  P,  Q,  RyS,  etc.  ; si  l’-oo  regarde  jj,  7,  r,  s,  etc. 

■ — - ■ *■  * ‘ ~ •■.-■■■  -i  ■ ' 

(*)  Pour  s’assurer  qu'il  en  est  de  même  detout  termodeSéqnRtions  «5 ) 

i ' *(*-*)  ' / 

r*-—.avS  '•?.$*■’*  ■ V;ri  4-4* A.  Vf  * . t - I 

les  valeurs  général  eq  du  dernier  terme  des  équations  jfiSf,  «unù'tronve- 
*?ns  eu  1«*  développant  il’faq  de  la  formule  {*},  f 3 _ 

+ ««•* 1*  * (<=*"■  jf  &f*7*  + i*—),  (}. 

•Vp=  N -+-  et®. . ...  4-  4-ifl"-*  4.  . -f. 

Nous  avoua  éerit  dahâ  un  oédre  inverse  la  quantité  renfermée  entre  les 
dernières  parenthèses,  pour  qu’elle  hoit  ordonnée  par  ra^pon%»;ft>mri(e 


< ' 'l’antre/ 


- ’ f «é 

. Prenaqt  lp  différence  viious  prouverons 

Cf  — i'  tÿ.. . j.4L«*-r;  —+*-1  + i (c— » — «-r *)  + i‘  >—3 .—  «»->) «te. j; 
quantité  qui  est  divisible  exactement  par  c -^o.  ' . . 

U oh  sortit  de  même  des4 autres  différences  D'  — C',yetc 


:î*ii 


& 


:P  ; ? * ,* 

kV  . M f i fi 


m 
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cowme  des  valeurs  qui*  mises  à la  place  de  * dans  dire 
certaine  équation , amènent  pour  j cejles-ci  : P,QX  1\,  S,  etc , 

celte  équation  devra  avoir  la  forme  suivante 

- : 1 • 'f  ’ 7 ; HTV 

» • ^ = A?  -h  BQ  dr  ÇR  -f  DS  + etc. . . , (64). 

" . * • / # , •’ 

En  effet,  la  Condition  exigée  sera  remplie,  si  en  faisait 

/ • ■ 0%  ^ *^\é  .a  v ' ^ , v *•  • 

on*  *=■>  B=o,  C=o,  I)=0,  etc....  (65), 
on  a B=i , A=to,  C=o,  D=o,  etc....  (66)., 
x r’  * Cà»' , A=o , B=o,  D=o,  etc....  (67), 
etc.  ' * , etr  • ^ 


Pour  saûsfeir'e  aux  équations  (^5)  B=o,  G=o,  D=o,  etc., 
il  faut  que  B,£,  B,  etc-,  soient  des  formes  suivantes  ' 

' M '*&  .•  . • *£ 

llx(-r’-/,)Q' > C==(jr— />)R',  D=?(x  -^-p)S' , etc....'  (68). 
On  prouverait  de  même  que  pour  satisfaire  aux  équations 

a ta  i / u 


, • • s X «MA  Ct|UUlIUllS 

A = o,C=to,  D = o,  etc.,  du  u«  (66),  le  facteur  a— «doit 
appartenir  à «ms  lescdèfflciensA , C,  D,  etc. , hors  à celui 


*•  1 - v . « • r 

Si  nous  nous  bornons  aux  quatre  premiers  termes  du  se- 
cond membre  àeTéqua«àï$()  c*est-4-di«e  A ceux  qui  ne 
Sint  pas cdrtJpHs  dans  lYtc.,on  vbitdonc  que  la  valeur  de  v 
4era  de  la  foéme  • 

'.vd  >nyîi  e'  ..*?“•  ,1» . .«*»  co^j. 


7 = « (x  — q)  (X  — r)  (xr-  r)  P s . •k'hA. 

•.  . + ,3(x^)  (x  r)  (x  — s)-Q  I 

A-.\WV,  -+-V  (*— /r}(x— ?)(*—.  #)  R l 


\>-> 
(V  » 


. " ' * ' ’ 2/  ’ •/  r - . ' 

+ * (r  ’**f^*É«*Y  ’VUtfu/ 

_ ♦ , . • -.yü.»  v-ùu  *.r>  «A  !< 

Or,  pour  que  le  coefficient  de  P se  réduise  à £wm£  quand 

ü i ü g KMSf 


à-TI 


* 1 $i 


4 


9 
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v U*  même  qu’on  doit  avoir  v « - 

* •*  « 

substituant  cës  valeurs  et  celle  de  « dans  réquatitm  (69), 

On  autu  donc  oette  formule  d'juterpplafjon 

( P-7)(p-rXp-‘)  ‘ I ' 

* ' )(x~°  R + i"-(7D)- 

fr—  p)  (r— q)  (>'— r}  (7  —p){s  — 5)  (>  — .r)^  ) 

Par  conséquent,  si,  fig,,,o5,  à l’aide  des  coordonnées 

t.  # .*.•  kp  py  ypk  — P,  -,  v . -. 

. • bq  = q,  çl  =*  Q,  ■*• 

,’••■•  . ' Ar  = r,  rm  = R,  . i_  • ..  . 

ks  = r,  *n  s=s  S,  ' - 

09  construit  les  points  k,l,m,n,  par  lesquels  passe  une 
courbe  A/m/i,  une  valeur  arbitraire  AP  donnée  à l’abscisse 
ar,  étant  mise  dans  l’équation  (70),  déterminera  toujours 
pour  jr  la  valeur  PM,  qui  correspondra  à ccUe  abscisse. 

Dans  ce  qui  précède,  les  aCcroissemens  donnés  à x 
peuvent  cire  quelconques;  mais  s’ils  étaient  égaux,  en  les 
représentant  par  Sx , la  formule  de  Newton,  démontrée 
page  394,  et  dans  laquelle  on  ferait  Sx  constant , pourrait 
seivii  â 1 intei  polation;  c est  ainsi  que  nous  en  avons  fait 
usage,  art.  546,  ppùr  trouver  le  logarithme  d’un  nombre 


donné. 


{ 


Théorème#  Euler  sur  les  conditions  nécessaires pour  déter- 
miner t intégrale  Xu  dune  fonction  u de  x.  — AYtofogie 
des  différences  avec  les  puissances. 

T'-\  1 . t--  ..  ' „ 5 • • 

565.  La  différentielle  dVne  variable  d’ilna  fonction pouvant  fin  re- 
présentée par  l’eaprettion  udr , dans  laquelle  b est  une  bdex,  si 
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.fai 


TfuionàME  d’bvler. 

l’on  nomme *  * l’intégrale  de  cette  eipressién , on  aura 

+ • « * *' 

. ' 

d*^pd*:...  (71);  •. 

et  comme  s,  en  vertu  ,de  oettp  équation  , ne  peut  être  qu’une  fonction 
de  x,  si  nous  donnons  i x l’accroissement  A , nous  aurons,  par  le  tHft- 
rème  de  Taylor,  , -, 

.S-,  . d*  . , d»r  A*  AU  A1 
nous  tirerons  de  là 


• h ’ • * 

'-■."'s  * 4: . 

■*/  + ï?i3+«ïrr5-*  *,c  ;. 

S 4 

ol  en  observant  qüe  «'-f  * n’est  autre  chose  quq  lg  différence  Ar,  nous 


v ■ * 4: . 

* + +V*  » 


aurons 


, d»i  • .V  * • 

^-<c*+ît.  +ete--;- 

* « *j£  A*  * *•%  • e'n  • 1 * 

intégrant  et  regardant  h comme  une  constante  que  l’en  peut  mettre  en 
dehorg  du  signe  d’intégration  , noui  obtiendrons  y” 

. . - Ü.  . h*  A*  d*r 

•T  t:î335®  + “••••- <**>•.  . . 

Cela  posé,  l’équation  (71)  nous  donne  * • . , 

a . • , * . . • • 

« — <•»  . d**  du  d’r  d«u 

, 4? aS  = s- arr  = a?’ i 

mettant  ces  râleurs  dans  l’équation  (j3),  nous  aurons 

• • * * ■ • • -, 

Bous  tirerons  de  cette  équation  ’ ' ' • . 

v ' ■ r j * „dp  * A»  . d«u  ' • 

• , ïu^j /udx^^ïdi--— \3  2‘dïî^^-.  • 

, • **  • 

ou  en  replaçant  (*)  lu  constante  A sous  le  signe  Z , <• 


■f  ■ 

! 


(*)  Ce  qui  me  dirige  ici  .lorsque,  contre  l’uségc  'je  transporte  un» 


l’AI.CDt.  *BKS  fHPFKBtVCFJ. 


• 4 ^ v < *•'  ' (Jd  * 

■Si , dans  celle  équation  nous  prenons  pour  u la  fonction  — , i!  fan- 
. ' *-  ■ ' O* 


. du  d*».'d*ii  '"•dtu  ■ • 

lira  «Danger  — en  - — , - — eu  — . etc-,  et  noos  aurons,  en  faisant 
.à*.  d*‘  «V^  4**  . -r 

passer  de  nouveau  à sous  le  gigue  J,  - ,- */>  • • » • 


_ da  i i d’u  I d»u 

i ■r*-  = r /du 2 y—  A — y ï-j—  «•  — etc.  ; 

dr  hJ  1.3  da:'  <Urs,  ’ 


remplaçant  f da.  par  a,  et  pour  nous  debarrasser  du  diviseur  qui  affecte 
f du  ; mqlti  pliant  par  A que  nous  ferons  passer  sous -Tes  signes  (^inté- 
gration , nous  aurons  . '•••*.  . . . 


_ du  , . i d*a'  ‘ .1  ' _ d>u  „ , 

-?cf=f  “ “ 13 -733. 2 » * ~ *5-  • ■ • <7% 


* du  ..  du  d*u  dNi 

changeant  dans  cétte  équation  *<  en  jj,  et  ptir  conséquent  jj; 


-r*-—  ^ etc. , nous  obtiendrons 

4»r  «'■'  ^ ?%  i,#  F*t»  * * * y / >i  * .-* 


af:  v.>  i %**  „ ^ "a.  /.«**■  r-..  • î,\  • /■  ri**.-*  , n»  *■»  . 

d*u  du,  „ L su>j4% v.  ’ I MlWàf  ii  * a^ * 

; 2 -yr-  h c=  — — * ■*-;  M. -5I  --  /»*,  été. , » 

tir»  dr  i.î  dr*  . i.l.>  dr4 

-i  V-  % 

_ . ' * ^ * \ * 


nui  lu  pliant  par  h , qu’on  fera  passeiv  soin  le  aigue  X,  on  trouvera 


*6  *•  - 5 *-  £ * S — : i»; 

. *<.  * 

• 1 ^ , » 0 *.  *,-•  ..  * î,  • * » 

5fl'>.  VorTin  procédé  analogue  , on  obtiendra  ensuite 
' * • 


* * constante. aous  le  «igné  d'intégration.,  t’est  qpe  A entrant  de  la  mémo 

’d*'  V * . • ' * \ • . 

manière ^ne  — , dans  le  développement  de  la,  j’entrevois  que  h se 

’ trouvera  élevé,  dans  ce  dévefoppement,  aut  méahes  puissances  que  le  sera 

* du  * •*  '>  • , f 

■ • -— . Par  cepséqtfeiit , Iqrsgu’on  irtint  prouvé,  tomme  du  va  le  .faire, 
1 dr  • 1 1 ‘ , • * * 


, • . • ,■  du  <Iau 

que  le  développement  deiXinrhnfuanc  une  suite  do  tonnes  an  j*  an  on 


\ otc. /il  «tfréâukçrâ  que  coa  teFmv*St«eront  muKJplJés  respuetive/neiit 
par/*  f par  /**,  par/i*,  clé.  , o’est-à-dire  donneront  lieu  à une  suité  de 


• cette  forme  ^ ' ■* 

. , du  , • . . dau  jiJu , 

• ....  . *&*>■&*'  + *&**.«*' 
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d3u  , d’«  , t _d<u  , 'i  _ d*“  u «î,..  *1  v 

1 <Tx»  * = 5T»  ^ dn  *4  - ffl'2  d7«  ( . 

2 **  M = A3  2 J*  M _ LL,  2 g U 

Jx*  dx>  1.3  dr’/  141. 3 dx6  ) 

ete.  elc.  etc.  ' ' etc. 

• • • 

Écrivons  les  éqaations  (7$)  et  (j5)  de  célté'mamèi'e  abrégée,  > • * • 

• 2u  ±a  i fu dx  4-  termes  en  2 A ; e*  2 h",  etc. ,«  . ^7®)l  . 

2 =x  u -+-  ternis  en  2 A*,  en  2 j— ; et* * •••  •’. (Ifif- 

Noys  ^ourrona,  à,  l'aide  de  l'équation’^#),  éliminer  2 j-  A del’oqua 

lion  (78)  •»  obtenir  ce  résultat, 

* _ d*w  . • . * 

2n  = i /udx  -f-  termes  en  u,,en  2 b* , en  2 A3,  etc. 

. . ••  i . • * 4 " - 

Liquation  (76),  dans  laquelle  les  intégrales'du  sacond  raembfc  ne  com- 
mencent qu’à  partir  du  troisième  ordre , servira  ensuite  à éliminer 

2 i-S-  A*  ;■  et  en  continuant  ainsi  on  obtiendra  ' une  équation  dont  le 

yLeft •:  ».  . '- 

premier  terme  sera  - f tùlx,  et  qui,  étant  une  Cpnctiun  des  quantit4e,n«i> 

éliminées  u.^A,  g A*,  g'A3,  'etc",  et  Vies  fonctions  numériques, 

devra  être  do  ta  forjne  , 7 ^ 

S»  — l /“dx  4-  A-ul^  A +Cg^  i’  4^. etc. v ^(§0).^ 

567.  Pour  déterminer  les  coéfücicn*  A , B , C,  etc.,  supposons* u = ex, 

. •»  • » . 
nous  aurons , art.  09,  . », 

d«W  d év  tez  «*dx. . . . (tSfff  '■  *• 

.'.t  -,  à*  • 

çt  par  conséquent  ^ r . ^ 

dU  d*»  a«o  v ,*^-****r 

<b'  = ex>  t?**’  (8j); 

' 4*« 

Substituant  coa.Valcur6  et  colles  de  u , dans  l’équatiqn  (80),  dous  troavo- 

• ” ■•;]..  •••-  . .*  .Vr-’  >•  '■■••i  fcP*1*.* 

• 2e* .=  / e*djr  4-  Ar*  4-  BAe*  CA»e*  + èlf e,  , . tàp 

et  comme  la  première  de»  équatjonç  (81)  qpt>s  donne  /e*dx  = u et  qtio 
u équivaut  à e% p»r hypothèse,  on  auca 


2c»  Ac*  + BAx1  + »•«*.+  etç, . . . (8ji). 


. i*  • 


<1 


4*4  CAt.Cin.TDE8  DI*t«l*ENC£S.  . 

Le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se  mettre  tous  Une 
autre  forme.  En  effet,  nous  avons  troavé i,  art.  5ai,  que  la  différence  «Je 


o*  était 


. • ' . Ar  » 

Ai r»=«*(û  — |)i 


par  conséquent, 
intégrant  , on  obtiént 


_ dans  le  cas  présent , nou»,' avons  ,,  > . * 

ix  = i = ■ a , 

, 4e*  = «*  <e»  — i>p  • . • 

, c*‘  = le*  (e*  — i);  "• 

et  ctame#  — i est  ait  fecteur  constaht,  nous  pouvons  le  mettre  en 
dehors  du  signe  Z , ce  qui  nous  donnera,  en  mettant  lo  premier  membre 
à la  place  du  second,  , . " -,  * 

• ’•  (c*  — »)-Zei  = e-,-  ■ 'T  : * 

d’où  nous  tirerons  • , - 

• • . ' * •.  ’•  -a  • _ ■ **  * ' ;,*.%■  -* 

• T , ; » Se1  ” * — • . ■ 

■ . • a*  — i • *.  ’ . 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (83),  e*  disparaîtra  comme  fac- 
teur commun  ,.et  en  transposant  le  premier  terme  du  second  membre , il 

rectera  ■ * ' ' . - **4  V 

-y > — - ^ A af-  BA  -(■  fcfcs.  -f-  etc ....  (84)  i 

.....  , ' V . \ * 

* ut  Foi  voit  que  lee  coefficient  A, 3,  C,  etc. , de  l’éçoatior  (8o),  né  soit 

autre  chose  que  tes  termes  qqi  multiplient  lee  puissances  de  h dans  le 
développement  de  ' * '*•. 

• . » ’i  \ ' 

* * ’ * . 8*— -s  A*  i . . » 

* suivant  les  puissances  ascendantes  de  A.  ’ • . 

Ce  beau  théorème  appartient  à Euler,  0t,  comme  le  montre  l’équa- 
tion (8o),  fait  dépendre  l'Intégrale  Zu  de  /«de,  ainsi  que  des" coe'fltciens 
■*'  différentiels 

•»  . du  d*u  d*u  i.  , 

di’  d?.’  éüî’  ••  ’ • 


- > * ' . ♦.  . 'jt  V i 

, 'S0R.  Pour  détertniocr  les  coelllciens  A,  3,  C,  D,  etc-,  cherchons  . 
-.préliminairement  le  développement  de  e*.  Pour  cela  nous  avons  ru, 

art.  38,  page  d},  qu’on  avait  ' ■ 'V.V  • .. 

. v 

ft*  =T  V ■ — ■*  + ^ ^ g.H»  (85)>  \ 

# ^ f * 
et  que  A , d’après  l’équation  36  de  lo  f>sge  a 7,  était  égal  à'  *>ar 
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conséquent,  lorsqu’on  prend  « = e,  la  constante  A se  réduisant ’i  l’u- 
nité , réquation  {SS)  s»  change  en 

* • e.  • • K * . * 


«V 


t + *+^;.+  'il-'** 


4-  ete. . . . (86), 


t.a‘  ^ r.îTS  ~r*  i.a. 3*4 
. . ' , • ' 
et  en  faisant  or  r=>A't  réqfuatiofo  (80)  devient 

? • fc.  *.  ; , , , 

=*  i -fc. i+ il  + + etc. .. . (87). 

CeU  poaë,  Téquation  (64)  nous  donne,  en  faisant  évanouir  leà-dénomi- 
nateurs,,et  en  transposant  <?fc  1 dans  lé  second*  membre, 

e4  — 1 4*^“*  1}  ^44*  BA  -f  CA*  + DA’  -4-  cto.), 
où  . 

A = («*  — 0 (t  •+•  AA  -h  BÀ*. ■*».  Ci»  M-  DM  4-  etc.)  ; 

mettant  dans  ce  résultat  ta  valeur  de  e4  — i , donnée  pur  l’équation  (87), 
on  aura  •*  . 

* " 0'+  jk  + îSs.*  .+  ew  )(«^+BA-fO.»,etç.) 

; K V ' i.  ’ . 

ou,  an  exécutant  lèe  opérations  Indiquées, 

h x h J*  AA*  -4-  BA*  ^4-  ÇM  -f.  Dé5  -f*  etc.  •. 

• 4.  — +A—  +B  — 4-CÜ  -f-  etc", 

i.a  s. 2 ».2  1.2 

A»  ’ Ai  fc5 

. + ^ +4n.+  B^+  etc. 


2.Î 


2.3 


. . A» 

+ OT4+AiX4 


-+--dte. 


. ’ +Ï$P  + *1C-  ’ 

" . rf-éto.,  etc.  . 

Cotte  équation  ayant  lien  quel  que  soit  h,  nous  égalerons  à aéro  les 
coefïïoiens  des  mêmes  puissances  de  A {ver  et  U note  sixième  '),  ce  qui 
nous  fournira  les  équations  ' 

• • • • : ’ • ‘*J  » 

m.  » c ’ e 

* . r* 

a ■ t.  tj  * ' . . 


’ ^ . B.-.V  A . 1 _• 

'•  . T TST-  £5- + ÎX4  ~ °* 

P + î^+  A VïX4-+^3l^. : 
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tcç  équations  nous  donneront  * . 


A = — 


B = 3T4’ 


1 0>  D = “ ; si  5-6^otc- 

569.  Nrtas  terminerons  celte  matière  par  l’analogie^  qui  existe  entre 
les  différences  et  les  puissances  Pour  cela,  si,  dans  l’équation  (86),  ou 

de  * • *i*  • 

{aitar^j- A,  on  trouvera,  en  transposant  l’unité  dans  le  premier 

membre , y 

d“r  . * • < ."  4.  • ‘ 

•JEr  ' du  A . dp»  A*  *’  du*  A>  ' 

• ■ dr  I dx*  i.i  dr*  f .3.3  1 

Or.’u  étant  une  fonction  de  x , l’équation  (73),  qui  a lieu  pour  Ja 
fonction  z de  jt,  nous  donne,  On  changeant  » eu  u,  » 


Au  ! 


du  ’ .4’“  A*  „ (d*«.  A* 

fc+dîs  a?m  + e,e  -A  *** 


En  comparant  erftre  eux  les  seconds  membres  lies  équaliops  (8^)içt  (89), 
on  verra  que  l’on' peut  lés  éfédulrfl'Pbp.  de  l’autre,  efi  changeant 8u*  en 
d*u,  du*  en  d*u,  etc.,  gar  consequept,  on  pourra  écrire  _ , 

*•  d%  ' - ; 

> - y 

Aqfr  ^ -r  ' ■ -t  (9*)>  , 


*& 


pourvu  que  dans  le  développement  de  e on  transporte  k la  caracté- 
ristique d les  exposons  qui  afj’ectent  les  diverses  puissances  de  j-p 
570.  Sous  cette  même  condition,  ort. a encore 

: ' - V ' , 

, A"uiÀ.cd'r  — 1/  ...I91). 

Pour  îo’démdntrérj  cherchons  le  «Jéveloppcmciit  de  A*u  , et  oofumen- 
çéns'  par  détermine!  celui  de  Â*u.  Or,  pûisqn’dh  a cm  gépéral 

d/r  àxfx  h*  'à*fx  A* 

/(,  + k>  = /x.+  £ H + + etc,; 

. * •'  V ' , 

si  noas  changeons Jx  en  Ax.,  et  qpenous  appelliong  s«,  çe  que  devient 
Au  lorsque  x sc  change  èn  x+\-ti,  nous  trouverons 

dA»  d'itaf  A*  d*&M  A*  ■ , 

Au,  _ Au  ou  A *u  - _ A.+  — + 5» *5+^1  (£»*)• 

mais  A étant  constant,  l’cquariott’  (89)  Zi/aus  donnçVït  la  différenciation 
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* ;vV  ■>  ’ -4 

. • -«mtr 
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• ■ «*•«  . ■ , ?«■  k*  •'.  4*«  **  y?..*'--  • «•'•-•  S ‘ 

dA“  = * * + as  ri.+  Ci-  7X1  + ^ i * » 

d >u  h*  » dJu  ^ 


, d'u^ 

d*Au  = -r-r-  h 
cwr 


“K  etc.  , 


Si.i  i.à.3 

. ••■a»*?.  • 4 - 

* - T .■*'*.  ' . 

snbfctituqnt  ces  valeurs  dans  l'éîjfuafion  (93),  nous  obtiendrons  un  déve- 
loppement Übjk  formé*  * * t i /V*  1,4  *V» ** 

' ' • : . •*.  .7;  . 

• • d*K  ü1  . dtu  it  » _ ,d<»  hi  \ , 

. K»iP  -4,Aj^  -V  *f-î  3-=  -=H  + «V  >' 

dx*  i ■ dx5  i.A  dx*  i.a.J 

w 

et,  en  général,  on  trouvera  par  ce  même  procédé,  pour  le  premier 
membre  de  l’équation  (91),  un  développement  dp  dette  forme 

d"K  d'+'u  „ d"+*u  . _ , 

A*u=t-^  A"  + A 3-—  *"+■  H- B — — A«+M-etc....  (g3j.  -> 

dx"  \ dxj-r1^  if  dr"+*  » 

Si  nous  élevons  ensuite  chacun  des  deux  membres  de  l’équation  (88)  à 

du. 


la  puissance  n , nous. trouverons  que  le  développement  de 
est  de  la  farine 

du"  . * du"+*  , hm^i,  J 

r h"+«  -f-, B - — --  *"+»  etc.: 
\ dr"+*  • ; ’ 


(>_,)' 


sr.fc"  + Aa^ 


et  nous  verrons  qu'il  eqt  identique  à celui  de  l’équation  .(gî),  pourvu 
qu'on  transporte  les  exposai»  de  «à  la  caractéristique.  Moyennant  cette 
condition , l'équation  (91  ; sera  donc  démontrée. 

571.  On  peut  même  sc  dispenser  de  remplir  cette  condition  en  écri- 
vant ainsi  les  équations  (gô)  et  91),  4 

* ,_(•!{  y ci-  y ' 

I i-\i.  1/  u,  A«u  = \e  — 1/  a. . . . (gj); 


Au  : 


et  en  convenant  qge  jusqu’à  la  (in  de  l'opération  indiquée  par  l’une  des 
équations  (gj) , la  caractéristique  d , séparée  de  la  vqriablp  qu'elle  ac- 
compagne toujours , sera  traitée  comme  une  quantité  algébrique. 


’ * J-h  . 

. En  effet,  supprimant  momentanément  u , sj  nous  développons  iai  , 
• d 

et  qua  nous  mettions  5-  A,  à la  plaça  dp  x dans  I’équalién  (86),  nous 
dx 

aurons , ..en  transposant  l'imité  datte  le  premier  membre , 

1 , ..  • d , d*.  h*  d*  A*i‘ 


1 t iT*  ^ dx’  f . q dx3  TTaïl 


etc. 


* 

■ • ‘1 
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Effectuai! l ensuite  la  multiplication,  indiquée  par  u,  dans  la  première 
de*  équations  (94),  on  trouvera  à la  On  de  l’opération  , 

- do  • d*u  A*  d*u  A» 

Sr  . dr*  1.»  dr*  1 .0.3  . 

oc  qui  est  le  développement  de  Au  '{yojet  l’équation  89),  exécuté  sans 
transposition  d’oxposans. 

Ce  que  nous  disons  de  1a  première  des  équations  (9$  supplique  à la 
seoonde. 
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DES  VARIATIONS. 
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bu  caîctd  des  variations. 

. t - v • .»  ■ * 

Principes  fondamentaux  de  ce'calctil.' 

Sj3. .Si  un  point  M,  fig.  106,  pris  su»-  une  courbe  ouFigioG. 
surface  courbe,  est  transporté  eu  N,  l’ardon née  jr  ==  PM , 
qui  détermine  ce  point  M,  recevra  un  accroissement  MN 
qu’on  nomme  la  variation  de  j.  • , . , , 

57 {f.  Par  exemple  lorsque  la  courbe  BG ,,  fig.  1 07 , change  Fig.  ,07. 
d'inflexion  etdeviebt  ;Bc,,  la  variation  de  l’ordoqnée  PM 
sera  Mn  ; et  |a  mime  abscisse  AP  appartiendra  à l’or- 
donnée primitive  PM  et -à  l’ ordonnée  Pn  ainsi .accrue  delà 
Variation.  Enfin , si  l’ordonnée  EH»  fig,  1 07,  en  se.pro-  fig. 107. 
logeant,  .rencontre  d’autres, courbes  Bc,  Bc'»  Bc",  etc. u 
les  parties  interceptées  M»",  etc. , seront  fes  va- 

riations dont  cétfe  ordonnée  s’accroîtra  successivement. 

\ Ob,  peut  remarquer  que  ce  ^ui  distingue  une  y*- 

riation  dVine  différence,  ,«!cst  que  no  fis  changeons  de  courbe 
lorsque  l’ordonnée  PH,  fig.  108,^9011  une  variation  MR  ; Io8. 

tandis  que  nous  testons  sur  la  même,  courbe  lorsque  l’or- 
donnée PM, devenant  PH’,  s’accroît  d’une  différence  M'Q, 
qui , comme  on  l’a  \u,nt.  5t,7,  «change  en  différentielle 
dans  le  cas  où  ce.tte  différence  est*  infiniment  petite  A 
, 5 7 6.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  conserverons  la  no-* 
tâtipn  àjr  pour  exprimer  la  différentielle  de  PM=*jr, 
ftg.  108,  et  trous  emploierons  lu  caractéristique.  D pour  Io8 
exprimer  là  différence  finie  M'Q*ærX)f,  dont  s’accroît  une 


*f 
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ordonnée  ; et  nous  désignerons  par  \j-  la  variation  MN 
de  }■,  et  par  ijr  cette  variation  lorsqu’elle  deviendra  infi- 
niment petite.  ' i ' ■ . 7?  il 

577.  D’après  ce  qui  précède,  une  variation  ayant  donc 
lieu  lorsqu’on  passe  d’une  courbe  à l’autre,  ceja  peut  ar- 
river de  différentes  manières.  Par  exemple,  si  dans  la 
Fig.io;)  p*rabole  CISI) , fig.  109,  dont  l’équation  est 

y = b 4.  a*\ . (r), 


la  constante  a devient  u,  la  courbe  Se  rétrécira  ou  s’élar- 
gira, suivant  quê  et  sera  plus  grand  ou  moindre  qtte  a (*), 
578.  Si  au  contraire,  la  constante  b de  l’équation  (1) 
variait  seule,  cètte  constante  ne  ferait  que  changer  la 
Pi  ,,o  position  de  la  courbe  en  la  transportant,  fig.  1 10,  de  CRD 
b ' en  C'R’DS  on  en  C"B;D‘.  ’ ■ V ' 

F.ti  général , on  voit  que  lorsqu’une  courbe  çst 
iriiyspoïtéè  dans  l’espate,  les  coordonnées  dé  l’origine  qui 
entrent  comme  constantes  dans  son  équation  changent  de 
valeurs;  d’où  il  suit  què  c’est  encôre  par  la  variation  des 
constantes  qu’une  courbe  change  de  position.  Aussi  les 
.géôfnitres  sont-ils  en  usage  d’affecter  la  caractéristique^ 
aUx  différentielles  qui  se  rapportéut  à des  points  de  l’es- 
pace, différentielles  qui,  comme  on  le  voit,  11e  sont  autre 
vdibse-qué  des  variations,  et  de  donner  la  caractéristique  d 
au*  ditt'érentielles  qui  ?e  tappovtenttè  de»  points  pris  sur 
■ jr J,  -uué  courbe  oü sur  une  surface  courbe,  et  en  général  à tout 
système  de  peints  composant  un  solide  ou  le  terminant. 
58o.  La  constadtfc  tytfïy Jfcffiftion,  a donné  celle 

de  jr,  (ftait  en  évidence  dans  l’équation  (1);  mais  le  plus 

' ■>4 > m JJW  Vfi o > 

. r : V.-  , 

-eu  Kl  ■ l'ul'W'IKt'  J»  *<>»••  ,v  ;1  jt  flHI1»  4 

I (*)  U est  facile  de  s’en  coifvqincre;  car  , pùur  une  môme  abscisse 

AJ»  = i,  îijT.'  ,09  , a s’^Ijjmrnti' , lVqnation  ( f)  montra  qrte  l'ordonnée 
l 'C  t^-  Vimfcmtintéanssl.  Cettfeprdonijeo  WW  devenant  PIS  /ttyparrient  ttïce?**i- 
ioni.  ru  4 nrK^lierxbôlo  fcdS  nioftiS.  évasée  que  la  parnb.de  (àBAJ. 

\ 5, 
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souvent  cette  constante  ue  paraît  pas  même  dans  l’équation 
de  la  courbe. 

"Prenons  pour  exemple  l’^quâtion  ,-v‘  - ' *'•' 

• V *>«_/”  » * ,1  . ’t  . 

(JT  + hx  — aY  = e*x  + an* (a), 

• * 4 w : * 

qui  est  celle  d’une  parabole  représentée  par  la  fig..n  i(¥),  Fig.t'n. 
et  supposdns  que  l’on  fasse  varier  le  paramètre,  la  courbe  • 
écartera  ses  branches  plus  ou  moins.  Or,  le  paramètre  n’est 
ni  a,  ni  b,  ni  e,  mais  est  uue  fonction  de  ces  constantes 
(poyct  ma  Théorie  des  Courbes  (**) , page  «47);  d’où  il  suit 
que  dans  la  parabole  même  la  constante  qui  varie  n’est  pas 
toujours  une  de  celles  que  renferme  son  équation. 

Nous  verrons  bietitùt  qu’on  peut  se.  dispenser  de  con- 
naître cette  constante,  et  qu’il  suffit1  dé  déterminer  les 
coordonnées  sur  lesquelles  elle  porte  son  influence. 

56 1.  Soit  mairitènant  V «ne  fonc.üon.des  variables  x et 
y>et  de  leurs  coefüeiens  différentiels  ; nous  pourrons  regar- 
der V comme  l’ordonnée  PM,  fig.  1 ta,  d’une  courbe  située  Fig.m. 

dans  l’espace,'  qui  aurait  x et  y pour  ses  autres  coor— 

1 . . ' • . -vy  ' • • " 

* 

(*■^£0  effet,  faisant  ' x o , y à tient  valeurs  qui . déterminqpi  les 
point»  B et  C ; faisant  ensuite  y = d,  'en  trouve  les  abscisses  Al)  et  A!  . 
ce  qui  'uMnnhea  que  la  courbe  pâme  encore  par  les  points  t)  et  K ; nous 
voyons  île  plus  qu’elle  ne  puUl  s’étendre  Indéfiniment  dans  lé  sens  ikéVr 

négatifs  ; car  l’équation  (?)  nous  donnant  - _ • - q 

• y s?  a bx  + .• 

» • I ; ,j  • *. 

sj  l’on  y remplace  x par  — x,  li  valeur  de  y deviendrait  imaginaire 
lorsque  «*x  surpasserait' oaV  Cette  eodrbe  ne  pent  donc  être  si  tuée  que 
comme  nous  l’avons  représentée,  fig.  lit.  Elle  est  une  parabolf , parce 
que  si  l’on  dévelbppe  le  carré  du  premier  membre  de  l’équation  (a) , il 
est  manifeste  que  le  carré  du  eoelBcietit  ’>h  de  ry  sera  égal  à quatretois 
1 le  produit  des.  00e (Tic ions  de»x*  et  de  y',  ce  qui  est  Te  caractère  deTa 
phvahole.yrk^oric  dvj  courbes  du  second  or Sfc,  page  * . . 

(**)  11  M’est  point  Vchu  è rira  conrfàîssânéè  qu'avant  la  pflfitfrafion  de  • 
l’onvèage  cité,  ofl  bûtnssigftp  U fbrme  de  cchè  fonetion.  * ’ 
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données.  Supposons  que  l’on  passe  de  l’ordonnée  PM  = V 
à une  autre  ordonnée  P'M',la  différence  M'r  de  ces  ordon- 
nécs  sera  en  général  une  quantité  finie  que , conformément 
à l’art.  5^6,  nous  représenterons  par  DV  (*);  nous  aurons 
donç  - • 

PM'  = PM  4-  ..  . ...  . 

ou  /•.*•  • • . . X . ’ 

">%  » V = V + DV.  ••  ‘ " 

■Cela  posé,  supposons  que,  par  la  variation  de  la  courbe 
MM',  les  ordonnées  PM  et  P'M'  deviennent  PN  et  P®';  si, 
art.  5^6,  nous  nous  servons  de  la  caractéristique  a. pour 
indiquer  l’accroiesement  dû  à la  variation,  et  que  par  Con- 
séquent nous  représentions  par  n Y et  aV'  les  variations  MN 
et  M'N',  nous  aurons  , - » ■ . . « 

. » ' . "f--*  . ■'  i " '•  • . " '*  *.|  >* 

PN  = V + aV,  P'N'  = V'  + a T. ...  (3)  ; 

mettant  dans  cette  dernière  ëquatioû  V.  BV  à la  place 
de  Y‘,  nous  trouverons  ■ «'  - 

F»'  = y -h  DV  ■+•  a(V  +DV).  •*-. 

D’uue  autre  pÿt,  on  peut  regarder  PN  et  FN’  comme  les 
ordonnées  d’une  certaine  courbe  N N’  qui  passerait  pjples 
points  N et  b'  ; et  de  même  que  dans  la  courbfe  MM',  y 
devient  y -f-  Dy  lorsqu’on  passe  de  MP  à M'P' , de  même 
PN  ou  V -f-  aV  se  changera  en  ' * . * ’ ' 

Vq-AV-f-DCV  + AV)^ 

* 

s.  . 

lorsqu’on  passera  de  PN  à P'N'  dans  la  courbe  NN'.  Onaura 
donc  encore 

-■  • -r-jr  t ’ 

^ , : 


— 


— **■ 


» * • • f * • 

(*)  Nous  supposons  cette  différence  positive  dans  la  courbe  , fig.  i ia  ; 
mais  U est  évident'  que  cette  différence  Mr  serait  négative,  fig.  n3,  si 
l'ordonnée  PlfcV,  au  lieu  d’étre  plus  grande  que  PM,  était  moindré. 


T*. 

4* 


wy  ■ 


rrtÜW^.ioK^ilfBjWAnat. 

'•m'uwlot.  *«.*«1,11,';,,  tréuum,  . k ,-' 

T>  + * <*  f**>V T^iv+o  ( v 4.  iv,. 

rSS*^ **?¥.•?  "■ 

• <.  . .^y’;a»  jibT...,  (4),  " ■* 

ce  (fuiûowsp^rend  <*ue U dtfén,nœ  d’ume 
fonction  \ c#  égale  à la  tffâ fa**.  ^ ua^  si:  ** 

cWeJbm*,».  y.  "***«>*  * 

58».  Dans  1*  ça»  qù  , au  lie*  «IfrVa*  rYa-  vi 

Xr'eT^^’  k CÔarbe  *^^«Æ«ne  courbé 
P rte,  et  «*  tegard«:»U  H0e**wI*-éj»M^omine  une 

onction^de  *.•  Ladémù*i»taMjo n ‘ étant U 1 

«t.*^**^  ,v  : ***"«’ 

_ ^ •-  •• . ■ 

. iBt.  Dans  «*«  «90s  fetoard^l».  «ÙJ  • 

ïîïï.**'*  W^wubmî  de*  lÿiMirtii* 

(S)  «Mutent  !* 

■ » .-iK  '•;’  t&l;  £*  WÜftÿfr  -\0\  !*  “•  >'**'  J ' 

«gw*  p---  i».  «w,  ..«b.,  „rU. 

t^ns  qu*  jrt  et  en  cela  «ou»  nous  accotdons  avec  cette. 

!»]*»(„, «ente  où  WSJptfWfcg  ,.,tdr, 
q“  x doaùttc  reptdii  comme  tonnant  quand  on  iaonù  |_ 

»,:  **  «•  ^ ™ *• 
êZ’PcJ'  Ï^™  à ?».;p»n 

• »8  T -7 


» 

*•  >• 
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Pu',  P/i',  etc. , de  l’ordonnée.  Cependant,  Lagrange  sembla 
se  mettre  lui-même  en  contradiction  arec  les  paroles  que 
nous  venons  de  citer,  lorsque,  dans  les  Mémoires  de 
P Académie  de  Turin,  année  17  5g,  il  donna,  sans  en  ex- 
pliquer la  raison,  des  variations  aussi  bien  à x qu’à  y.  Ce 
changement  important  dans  la  marche  qu’avaient  suivie 
jusque  alors  les  géomètres,  fit  faire  un  grand  pas  à cette 
partie  de  l’analyse  et  eu  changea  absolument  la  face  ; mais 
cela  nécessitait  encore  plus  de  démontrer  sur  quoi  se  fon- 
dait le  procédé  de  Lagrange.  Prétendre  que-l’on  donne  par 
là  plus  de  généralité  à la  méthode , ce  serait  éluder  la 
difficulté  qu’on  ne  peut  lever  qu’en  montrant  de  quelle 
manière  la  position  des  plans  coordonnés  détermine  a:  a 
recevoir  des  variations  aussi  Lien  que  y.  Pour  cela,  uous 
ferons  préliminairement  remarquer  que,  dans  k cas  de 
l’art.  574,  les  variations  étaient  supposées  perpendicu- 
laires au  plan  des  x,y  ; mais  quelle  que  soit  la  cause  qui 
produise  ces  variations,  on  voit  qu’elle  ne  dépend  pas  de 
notre  volonté,  et  qu’il  en  est  de  même  delà  fixation  des 
plans  coordonnés,  qui  peut  être  subordonnée  à certaines 
conditions  du  problème,  et  même  avoir  été  déterminée 
avant  que  les  points  de  la  cotirbe  aient  changé  de  place. 

11  suit  de  là  que  dèsqu’entre  raille  positions  différentes 
que  peut  prendre  la  direction  de  la  variation  qui  affecte 
un  point  M,  il  n’y  en  a qu’une  où  elle  soit  perpendiculaire 
au  plan  desV,>,  nous’ devons,  en  thèse  générale,  re- 
garder cette  variation  comme  inclinée  à ce  plan.  Cela  posé, 
nous  allons  démontrer  que , dans  ce  cas,  non-seulement  y, 
en  variant,  fera  varier  x,  mais  que  leurs  variations  dé- 
pendront encore  l’une  de  1 autre. 

Pour  cet  effet,  soit  MN,  fig.  n*,  H variation  qu  aura 
l reçue  le  point  M d’une  courbe  , et  imaginons  qu’au 
plan  r'Ax',  auquel  la  direction  de  MN  était  perpendicu- 
laire, passe  par  l’origine  des  coordonnées  : ce  plan  ayant 
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une  position  differente  de  celle  de  r\x , MN  sera  donc 
incline'  à ce  dernier;  d’où  il  suit  que  lorsque  lè  point  H 
sera  transporté  en,  N,  les  coordonnées  AL,  LP  et  PM 
deviendront  AH,  HQ  et  QN , et  s’accroîtront  des  diffé- 
rences LH,  QR  et  Kl;  ce  qui  montre  évidemment  que 
quand  une  ordonnée  MP==V  subit  une  variâtion,  il  en 
doit  être  de  même  des  coordonnées  AL  = x et  LP  =^. 

585.  Il  s’agit  maintenant  de  démontrer  la  dépendance 
qui  existe  entre  les  variations  de  nés  coordonnées. 

Pour  cela,  soittoujours,  fig.  1 i4,  MN  la  variation  qu’aura 
reçue  le  point  M perpendiculairement  à un  plan  ÿ kx! ; me- 
nons par  ce  point  M la  perpendiculaire  MP  au  plan  donné 
des  x,  jr , et  prolongeons  PM  jttsqu’en  S ; il  s’ensuit  que 
l’angle  SMN  formé  par  deux  perpendiculaires  MS  et  MN 
aux  plans ykx et  ykx’,  en  mesurera, l’inclinaison,  et  que 
ces  plans  se  confondront  lorsque  l’angle  SMN  sera  nul. 
Cela  posé,  menons  les  perpendiculaires  MI  et  NS  sur  la 
direction  des  ordonnées  MP  et  NQ,'le  triangle  MST*Î  sera 
rectangle  en  S ; et  comme  l’angle  SMN , qtai  mesure  l’iu- 
clinaison  des  plans,  est  déterminé,  il  suffira  que  l’on  nous 
donne,  dans  le  triangle  MSN,  le  côté  SM  polir  que  le  côté- 
0I  = MI  en  résulte. 

Or,  SM^=NI=NQ  — MP  = aV,  et.SN— PQ; 

eCcôinme  PQ  détermine  la  différence  Lïl  = AH  — AL  = a.r, 
on  voir  que  A.r  dépend  immédiatement  de  aV,  et  qu’il  en 
est  de  même  de  a jr  à l’égard  de  aæ. 

586.  Lorsqu’on  passe  des  différences  aux  différentielles, 
la  même  dépendance  aura  donc  lieu  entre  Jx  et' ce 
qui  est  bien  différent  de  ce  que  l’on  remarque  dans  le 
calcul  différentiel,  où,  lorsque  V.e$t  déterminé  à l’aîdt 
des  coordonnées  x et  jr,  ces  coordonnées  pouvant  varier 
chacune  séparément,  il  n’y  a en  général  aucune  dépen- 
dance entre  dx  et  d y: 


- 


T 
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* 587.  Examinons  maintenant  c oui  meut  se  modifient  les 

théorèmes  démontrés  art.  58l  et  58 2 lorsque  les  varia- 
• •'  lions  ont  des  directions  inclinées  aux  plans  des  xt  y,  et 

Fig.ii5.  où  par  conséquent  le  poirtl  M,  fig.  i J 5,  pour  arriver  en  N , 
ne  suit  plus  la  direction  du  prolongement  de  l’ordonuee 
PM , comme  le  supposaient  les  démonstrations  des 
art.  58t , 58a  et  583.  , 

Dans  ce  cas,  le  point  M,  parvenu  en  N,  aura  reçu  un 
accroissement  d’ordonnée  qui  sera  exprimé  par  la  diffé- 
rence QN  — PM  : nous  aurons  donc  « . ■ - 

variation  de  PM  ou  AY^pQN  — ,PM ....  (8). 

D’un  autre  côté,  l'ordonnée  PM  de  la  courbe  primitive, 
lorsqu’elle  deviendra  P'M',  s’accroîtra  d’une  différence  que 
nous  représenterons  par  . . 

- DVj=  P^M'  — PM. ...  (9). 

S ■ Nous  déduirons  de  cette  équation  r 

* .1  • ' '■  ' ' , V.  * * » » • .s* 

, aDV  =±: variation  de  P'M'  — - variation  de  PM . . . , ( 10), 

' _ Il  s’agit  de  démontrer  que  cette  quantité  est  égale'  à 
DaV.  Pour  oela,  nous  voyons,  par  l’équation  (10),  quai 
faut  d’abord  déterminer  b variation  de  P'M'.  Or,  ce™ 
variation  sc  trouve  en  supposant  qu’aptÈs*qti’eHe  a trjuis- 
...  porté  M'  en  un  certain  lien  N',  on  prenne  la  différence  des 
W ordonnées  de  ces  points.  On  aura , de  la.  sorte, 

. variation  de  tfM'  au=  (^N'  — P'ftf  ' - *" 

et,  comme  le  prescrit  l’équation  ( ro) , retranchant  dé  cette 
variation  celle  dé  PM , donnée  équation  (8) , nous  trouve- 
rons ' . ; ",  • ^ 

(QN  — PM), 


. , adv  s;  qv'.  — P'M' 

OU  plutôt 

.r"'-  aDV  = Q-N'  -T-  P’M-  — QN  + BMs*. 


('»)• 


rniKCiPfa  mmiamektaui.  • • 

D’un  autre  côte  nous  avons  ♦ • , ‘ 

différence  de  QN  s=  Q'N'  — QN'; 

4 . ' , . - : * t > 

et  en  mettant  la  valeur  de  QN,  tirée  de  l’équation  (8) , dams 
laquelle  on  remplacera  PM  par  V,  on  aura  / 

D ( V 4.  aV  ) ±*Q'-W  — QN , . .. 

retranchant  de -cette  équation  cçlle-ci, 

DVrsflT-^PM,  t - 

il  restera  après  «voir  réduit  „ . > 

DaV  = Q'N'  — QN  — ^M;  + PM.  . . . (il). 

Les  seconds  membres  des  équations  (il)  et.  (ta)  étant 
égaux , il  en  résulte, 

aDV  c=a  DaV.  fi3}.. 

, • * 

Si  l’on  passe  aux  limités,  ou,  ce  qui  est  la  même  Chose, 
aux  infiniment  petits  , on  aura  donc  encore 

ddv=  d*v /,,.  (! 4), . 

équation’  qui  nous  fournit  encore  celles-ci  : - ~ - 

fdjr  ==  d^jr,  . (i5).  "* 


588.  Les  équations  ( 1 3) , (i4>  et  (i 5)  ont  un  degré,  de 
généralité  que  nous  n’attribuons  pas  aux  équations  (4),  ■ 
tSh  (6)  et  (’j)  ; car  elles  supposent , comme  l'admettait  * 
Lagrange  , que  la  variable  x , renfermée  dans  <V,  est  .une 
quantité  dont  on  peut  prendre  la  variation  tout  aussi  bien 
que  celle  de  ^comprise  également  dans  V. 

5%.  Les  équations  (i 4)  et  (i5)  vont  maintenant  nous 
servir  à modifier  convenablement  les.  formules  qui  ton—  1 . 
tiennent  des  différentielles  et  des  variations;  car  les  for- 
mules qui  ne  contiendraient  que  des  variations  ne  cliffè-  ' 
rent  pas  des  différentielle:*-  Aussi,  comme  le  dit, Lagrange, 


438  ■,  calcul  aks  variations. 

le  calcul  des  variations  a-t-il  pour  but  de  différencier  sous 
un  nouveau  point  de  vue  des  quantités  qui  ont  été  diffé- 
renciées sous  un  autre.  C’est  ce  que  l’on  sentira,  si  l’on 
fait  attention  que  déterminer  la  variation  d’une  fonc- 
tion V de  ^',se  réduit  à trouver  l’accroissement  de  cette 
fonction  lorsque  y s’augmente  de  la  quantité  infiniment 
petite  S'y  ; *1  est  évident  que  cette  question  doit  con- 
duire aux  mêmes  règles  que  celles  que  l’on  emploie  pour 
obtenir  les  différentielles  ordinaires. 

5go.  Par  exemple,  si  l’on  voulait  avoir  la  variation  de 
Vsa  + n/:"  ' 

nommant  V'  ce  "que  devient  Y lorsque  y s’accroît  de  la 
quantité  infiniment  petite  Sx,  on  aurait 

• 1 . V'—  a + n(y  + Sy)*, 

d’eô'i’Qti* déduirait  •" 

V'-^-V  ou  /y  s=  + nSy'  i 1 

~ * f * ’ \ ' 

passant  à la  limite,  ou,  ce  qui  revient  au. même,  effa- 
çant le  terme  nSjr*-,  qui  , étant  un  infini  ment  petit  dit  se- 
cond, ordre  , doit  être  supprimé  à côté  du  terme  a nySy, 
art.  23o,  il  resterait  pour  la  variation  cherchée 

,w*  V . » _ * * 

> /V  = an^, 

• i *• 

ét  l'on  voit  que  le  procédé,  est  absolument  le  même  que 
celui  qui ''déterminerait  la  différentielle  de  V,  qu’on: sait 

■ôwu  ' ■ v*'  •«  ■ •’  . ... 

• * ■ àV^inypy.  ... 

.■""BQr.'',En  général;-  pour  trouver  la  variation  d’une  fonc- 
IhJb'V,  dont  différentielle  est  ■ - • - 9 4 ' 

s»  dV  ^jÿldar  -f>  Ndj"  Pd/»,4*Qdy  + etc. . . . (16), 

if  suffira 'dè  ’chaifgCr  là  caractéristique  d en  S,  ec  qui 
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- ' * 

donnera  . ><•  '••  .y*4**,-'  *rfî.'. 

, J'Y  = Mfx  + KJ^-f  ^^Q^  + eK1--** 

Nous  pouvons  même  remplacer  M,  N,  P,tjT  çte**  P*1 

les  coefficiens  différentiels  que  ces  lettres  représentent,  et 

r/w-*,.?  ' 

* » » % • 

, i > « . t 

-*•  *:Kr-V. 


nous  aurons 


\K. 


* «V  I*-’*  ■»  AO 


/v = S ^ + 55^  + ** +af  ^ ***  • ' ** 

• . » ».  , 1 S.  •'»  | 

■ 5ga.  Nous  ne  cliangWps  pas  A/enfjr  dans  lescoeffieiens 
différentiels;  car  l’un  de  cçs  coefficiens  différentiels,  le 


Aussi  les  coefficiens  différeotiels  , ^rt  , etc-,  te 

rentier Aient-ils  dx,  dp  , qu’en'  apparenoe , et  ne  sont- 
W dans  le  fond  que  de  Véritables  fonctions  de  J,  de  p, 
de  q , etc.  v«V  . ' ■■  ‘ ■ ■ >\  -.v  «,.*■  •■»• 

■6g3.  Remarquons  que,  quoique  les  variations  soiçnt  des 
différentielles  d’un  genre  particulier,  il  ne  faut  pas  croire 
que  «fer  soit  à l’égard  de  ly  ce  que  dx  est  A l’égard  de  d^. 
En  effet,  on  choisit  ordinairement  da:  pour  variable  indé- 
pendante, et  l’on  ne  peut  faire  la  même  chose  à l’égard 
dfr  <£r  ; car.  nous  ayous  vu,  art.  586,  que  Sx  dépendait 
de  Sy.  Aussi  la  variable  indépendante  qui  détermine 
l’accroissement  de  y n’est  pas  x , mais  la  constante  , qui 
devient  variable  lorsque  les  points  delà  courbe  changent 
de  position.  L’hypothèse  de  différenciation  est  donc  dif- 
férente. Par  exemple,  si  l’on  a l’équation 
^ b^y  = arx%  y 

• ' , ' * 
çt  qu’eu  supposant  x constant  et  a variable,  on  cherche  le 

coefficient  différentiel,  nous  trouverons,  en  désignant  par  A- 
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l'accroissement  de  a, 

• 7 

. y i>3  x b'  2 <2 je* 


■j/j* 

',4i- 


accrois  t. 


a 


A'.: 


x* 


gi,  au  contraire,  regardant  a comme  constant,  on  fait 
varier  seulement  x,  dont  nous  représenterons  i’-accrois— 
sement  par  A,  on  a : . ... 


Û* 


accrois*,,  de  : 


p <*+*)•- p*-  . 

La  première  hypothèse  appartient  à b courbe  v»riéè,et  la 
seconde  à la  courbe  primitive;  et  l'on  voit  qu'en  passant 

i la  limiln  An  AKrinnE  * . 


à la  limite,,  on  obtient 

• •-  z*  y 

4?  .^TT* 


7.a'x 


: v ' >* 

. r *.  , » . * . 

ce  quiraontre  évidemment  que  là  variable  indépendante 
dans  le  cas  que  nous  considérons,  loiu  d’être  1»,  est Aa  ; 
•nais  lorsque  nous  déterminons  la  variation  .d’une  fonc- 
tion. V de  y,  nous  n-’examipons  pas  si  y varie,  par  Wtc- 
croissement  que  reçoit  .a,  o«  par  celui  que  reçoit  une 
constante;  aussi  le  procédé  qui  détermine  1»  variation 
«stôl  le  même  que  celui  qui  sert  à différencier. 

5g4-  Cependant,  on  se' tromperait  bien  si,  parce  que  ttt, 
ty*  et©,  , entrent  dans  «fY  comme  dx,  dy,  dp,  etc. , 
entrent  dans  dV,  on' concluait  que  dV  est  égal  à dY.  Ce 
qui  établit  une  différence  entre  ces  «^pressions,  c’est  qn’on 
'*♦  sattvait-assrmilér  da r,-  îy,  ip  ‘ etc. , dont  se  compose  la 
première , aux  différentielles  dx,  dy,  dp,  etc.,  qui  cons- 
tituent la  seconde.  En  effet  , <Kc , J'y,  i'p,  et<£  d’après 
ce  qui  précède^  comportant  une  autre  variable  indépen- 
dante que  celle  qui  a lîéu  pétrir  les  différer) délies  dx,  dy, 
dp,  étc.  ,;il  en  résulte  qu'on  doit  être  conduit,  par  «les 
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hypothèses  différentes  de  différentiation,  à des  résultats 
différons.  Aussi , lorsqu’une  formule  contient  à la  fois  des 
différentielles  et  des  variations , nous  ne  devons  point 
confondre  ces  deux  sortes  de  quantités  ; dans  le  cas  où 
une  semblable  formule  a lieu,  le  théorème  de  l’art.  58i 
devient  applicable , et  nous  allons  voir  qu’il  suffit  pour 
établir  une  différence  entre  les  résultats  amenés  par  le 
Calcul  des  variations  et  ceux  qui  nous  sont  fournis  par  le 
Calcul  différentiel.  ■ ' 

Cherchons,  par  exemple,  la  variation  de  la  formule 

ày 

. - 

‘i  i ». 

Pour  cet  effet,  on  déterminera  la  variation  par  la  règle  des 
fractions,  donnée  art.  ib,  et  nous  obtiendrons 

T dxidj  — àyjâx  idy  pi dx 

P~~  dx“  ' ITx  ~ dx~  ’ 

transposant  les  signes,  ainsi  que  lés  équations  (i  5) , art.  587, 
en  donnent  le  droit,  ou  aura  pour  la  variation  de p -, 


dix 


^ = (,9>‘ 


= d iy_ 

En  cherchant  ensuite  la  variation  des  formules 

\ ' • f'V  ‘ 

d 


on  trouverait  de  même 


W9» 

dx’  .. 


\ - 


n • dxidp — dpidx  . dxidq — dyJ'dx 

q~  ~ dxa  ’ Sr  ~ ; 


dx’ 


effectuait  la  division  et  remplaçant  ^ et  -3  par  y ct 

dx  ax 

par  r,  on  trouverait 

*9 


idp 

’=d~ 


idx  iàa  dix 
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et  en  transposant  les  signes, 

• dix  àt'q  dix 

^ = TÜ?-rdî-  («)■ 

l 

Remarquons  que  la  formule  (17)  ne  ressemble  à la  for- 
mule (16)  j dont  elle  a été  déduite,  que  parce  qu’on  n’a 
pas  mis  en  évidence  les  différentielles  renfermées  implici- 
tement dans  les  fonctions/?,  qt  r,  etc.  ; mais  si  nous  rem- 
plaçons J/?,  iq  et  ir>  par  les  valeurs  que  fournissent  les 
équations  (19)  et  (ao) , et  que  nous  rassemblions  d'une 
part  les  termes  positifs  et  de  l’autre  les  termes  négatifs, 

nous  trouverons 

■ • • .... . « .y 

(PdJ>  + Qdin  -f-RdJo  +etc.) 

■ A*».»  W , a-  ’T  .iv 

n jt 

+ Q?  + Rr* etc-)- 

• . 

Lorsque  jr  seul  reçoit  des  variations,  cette  équation  se 
réduit  i r . . 

<f'V==N^  + + + etc...»  (ai); 

et  compte  eu  transposant  les  caractéristiques,  dn  obtient 

d//>  Jdp  ■ Jd.dj-  d *iy 


dx 


’ ' '-Sx*1 


dïg  Jfd.fPj'-l*' 

l djr  ^ dx**  ‘ T*dfr  ’ 

on  atira , en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équatidb  (1 1) , 


• Appliquons  maintenant  1»  formulé  (19)  à-Ja  ^e- 

chercbe  de  la  variation  de  la  sous- tangente.  Pour  cet  effet, 
si  dans  l’expression  de  la  sous- tangente  qui,  art.  71 , est 

dx  -•  ■ . * 

Jf  > nous  éliminons  le  coefficient  différentiel  au  moyen 
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' Jf'  *••  ',  ’ • *.'•  . ••«.  Jr  . r , ■ 

de  l’équation  — p,  nous  aurons  - pour  cette  sous- 

t ç * 

tangente  ; prenant  la  variation  par  la  règle  des  fractions , 
art.  16 , nous  trouverons  . . .y.*,  .j.  • . ..  •>.>•.<  . 

- . (Tr  ri'p 

<P  sous-tangente  ==  -f- -~£-  ; 

, ,P  % P-  . >...  i * , 

mettant  dans  cette  , équation  la' valeur  de  ip , donnée  par 
l’équation  (>9),,.  nous  trouverons  ,.y  r 

.^  , 7^'  . . 

P™ 


«T  sous-tangente  : 


:.P 

.4r 


pdx 


remplaçant p par  sa  valeur  ^ , nous  obtiendrons 

3*  sous-tangente  — ^ fj  — ^ d<J>  + , . 

• , . \ ' ’ * i 

3g6.,  Le  théorème  renferme'  dans  l’équation,  (1 4) 
art.  587,  qui  seul  jusqu’à  présent  nous  a servi  à éta- 
blir une  différence  entre  les  résultats  fournis  ■ par  la  diffé- 
renciation et  ceux  qui  sont  donnés  par  le  calcul  des  va- 
riations , va  nous  offrix£icore  des  corollaires  tris  remar- 
quables. En  effet,  si  dans  l’équation  <i4) , page  4^7 >-'ou 
change  Y en  dV,-on  aura 

M»V  = dWV  : 

. • ’ < .•  ■ i , ,?.4V  !..  . 

transposant  la  caractéristique  dueecond  membre , on  ob- 
tiendra»* *,.<  ^ ••  . :■  » • 

■ . ■ r . w . ■»,  Jd’VssdW.  ./••: 

Par  des  procédés  analogues,  on  parviendrait  à cette  équa- 
tion générale 

. WV  ==  d“/Y. 

597.  la  même  équation  (i4)  va  nous  conduire  à un  théo- 
rème non  moins  important.  Pour  cela , si  nous  représen- 
tons par  U Une  certaine  fonction'  de  x,  dé  y,-  de  dx,de 
d’x,  de  dbt/etc.,  de  d^r,  de  d’^-,,de  d\y,  etc.,  et  qu» 


* 
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nous  appelions  V l’intégrale  de  cette  fonction , nous  trou- 
ver on«  * \ - •’  i ’ ■ 1 ■ : 

• Y; i ■ /U**  v. t. '(*»)}  - : 

différenciant , il  viendra  . * - . • ' 

U = *<*V.  , / ' 

et , par  conséquent 

• • , JB  ea»d|iV^.*/  • /’  > 

transposant  le  caractéristique  du  second  membre , en  vertu 
de  l’équation  (i4),  on  trouvera 

# “ ‘ =*  ddV  ; * • • 

" intégrant,  jd  viendra 

; ’ • •• 

éliiuinaut  Y au  moyeu  de  l’équation  (a»)',  ou  obtiendra 
enfin.  - * » 

; • /Æà=#U... 

. ’ * * ' r* 

ce  qui  uOU»  apprend  que  l’intégrale  de  la  variation  d’une 
fonction  est  égale  à 1»  variation  de  cette  intégrale. 

5p9.  On  peut  déduire  dé  cç  théorème  un  antre  qui  lui 
est  analogue  pour  les  intégrales  «Subies. 

"En  effet  f ' si  nous  supposons  •vr'/C?- 

u =t  fkr 

. * * • 0 * t 

l’équation  (2$  nous  donnera 


(*)  Ia>  théorème  renfermé  dans  cette  équation  a lieu  également  pour 
les  différences  Unies.  En  effet,  si  dans  l’équation  (i3),  page  \ ’5rj\  on 
Cùt  0V  — U , cette  équation  deviendra 


intégrant,  on  aura 


AU  = DAV, 
2AU==AV..:-(a4);-- 

mais  de  l’équation  DV  3=  U , on  tire  . \ je', 

V=  2Ü;. 

substituant  cotte  valeur  dans  i'équatiqo  (3$) , on  obtiendra 
„ , 2AÜ  A2U. 
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" -V  . ; fltfkx i=  ïfp)r  \ - , .V 

"■  ^ *"  ' * ‘ * 

et  entraaspestnt  les  signes  / et  J';  ‘ art.  599 , on  obtiendra 

' • ' ~f/K  s*  *rn? 

V • ' ■•  • r -î.-ï  > 

Ou  trouvera  de  même  . . . • 


...  . 

ainsi  de  suite. , 

599.  Les  théorèmes  démontre»  dans  les  articles  597  et 
598  nous  offrent  de  nouveaux  principes  que  nous  pouvons 
maintenant  employer  si  inul tane'meti t avec  celui  que  renfer- 
ment les  équation»  (t5) , page  43 q ( c’est  ce  que  nous  allons 
faire  en  cherchant  quelle  est  la  variation  de  la  formule  in- 
tégrale indéfinie  /Ü,  dan*  laquelle  B est  «ne  fonction  de 
dé  y et  .fiés  différentielles  cbr,  d*jft  d*x,  etc. î dy , 
à*jrf,  ,-ete..  Pour  cet  effet,  supposons  qu’on  ait  trouvé 
par  le*  procédés  du  calcul  d&&en$iéf  V * * 


■*  '■  * K J * . . * . I 

rfB  ssb  mdx  -f-  nd’x  -p.  pA^k  -f-  od4*-  4-  etc.  ' 

4-  Mây  •+■  ■+•  QéHjr -fr  ;ééc.  * - 


Nous  pouvons  regarde»  cette  équation  comme  provenant  de 
celle  d’un  ordre  immédiatement  inférieur, 'dont  on  vendrait 
prendre  la  varatip*.  La  dernière  différenciation  ^ nous  * 
fourni  la  Valeur  de  dB»  nous  ayant  donné  ; ' ‘ vr 

dÜ  =a  ntâx  4-  nd.d*  4-/>d;d%  -h  '/d.dU 
. + Mdy  d-îid.dj'  -f-  Pd.dy  -4-  Qd  .è?y, 

et  notre  intention  dtant  do  faire  rapporter  cette  detuière 
opération  à une  variation,  nous  afons  séparé  par  un  point 
sur  la  droite  la  c&ractérittcqtK  «Jui  y est  relative  dapé  les  . 
termés  qui,  antres  que  mdx  et  îldj-,  ont  subi  plusieurs  diffé- 
renciations, et  alors , ainsi  que  non*  l’avons. lait,  art  %r, 
pour  1’équàtiou  (t$,  changeant  cette  caractéristique  en  /, 
noua  ehJ»«ÙÉr*Birv  49k  ry  »■*.**!  /«me»*4 


A 


-4*6 


eALCbL  DBS  VAMATION». 


intégrant  et  mettant  ensuite,  dans  le  premier  membre  de 
çette  équation  , la  caractéristique  «J' devant  Je' signe  d’inté- 
gration f,  comme  on  en  a le  droit,  art.  597,  on  aura 

J » , 

«jyU  = f n%ix  -|-  f ruJdx d’x 4" fqàd}x -f-  etc.  1 . - 

4-/M<jy+/w^+ jvuy  +/QMy + etc 

Si  dans  le  second  terme , fni'àx,  on  transpose  la  carac- 
téristique , et  que  l’on  intègre  ensuite  par  parties,  art.  if 9, 
on  trouvera  d'abord 

fnàïx  — nàx  —fS'xàn.  - - - V i • 

* 

Pour  faire  subir  la  même  opération  au  troisième  terme, 
nous  obtiendrons  préliminairement , eu  transposant  les 
signes  du  second  membre , 

équation  qu’on  peut  écrire  ainsi  : 


fptd'x  = fpA(ASx) , •*»  v-  y-.-v  -vrv 

...  • . 

et  eu  intégrant  ensu.te  par  part.es,  on  trouvera 

->!  • fpid'xxz pd&x — JdpdS'x...  (27).  . t. 

L’intégration  par  parties  pouvant  s’appliquer  aussi  à la 
dernière  intégrale  de  cette  équation,  dans  laquelle  le  double 
sigue  dJ'aiïecie  x,  nous  aurons  de  même  , . 

fdpàSx  =dpix  — fd'pJx  ; 

substituant  cette  valeur  daus  l’équation  (27),  nous  obtien- 

cirons  • u , -Z.  . 

fpfà'x  = ptàx  — Apïi  -f-  fd*]ifx. 

Appliquant  un  inème  procédé  aitx  intégrales  fqitfx,  etc.  , 


« 0 
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nous  continuerons  à intégrer  par  parties  jusqu’à  ce  que 
nous  parvenions  à une  intégrale  qui  ne  contienne  plus 
de  différentielles  de  x mêlées  à des  intégrales , et  nous 
trouverons  ' ' ** , . 

»,»’  : i,  <*■'.' s.;:-  , . «>•“  **■•■%.  ‘r  ■ •>•';•  V-  » • 

fqàæx  nx  qfrïx  yi  àqÿix  frqkx  3#V  ** 

ainai  de  suite.  ; - . > 

Opérant  de  même  pour  ÿptet  réunissant  d'une. part  les 
termes  qui  sont  délivrés  du  signe  /,  et  dé  l’autre  ceux  qui 
eu  sont  affectés,  on  aura  ce  résultat  '«-T  „ 


■r  tÀ  j 


.V 


en 


i'J'U  = (n  • — àp  4*  d*ç  etc.)  <9ic\é 
-f-  (p  -*■  dq  -p'  et-ci)  d<fi y 
(q  — eùr.)  d’Jjr  4-  etc, 

. ..  •-’+  (F*r-  eto.)  ..fi 

(t»  ^ dQ  4-  e.té.)/dty-  > ••  V" 

4t  (Q.»-*r««c 4-' ©té.  . .. 

4- /(r».— dn  -f-  da/j  — d3y  4*  été.)  ^a: 

4-  y^wf  — ,dN  4-)  d’P  — d3Q  4.  etéO 

• f.  t\*  . ' -J  , * % ^ - 

600. -Pfcr  exemple,  Si  l’fln.  a ■'  • V-  * 

o A»  •»  ài'  ' r * 

#.»  .'V  • n'  * >,*  \/i^r  7;  ’i  ' i •>  . 

• n=  V djf  4 d^. 

’ sk:-1  V y'  affer-*-  -*  .V  ■ '-"V  v <••>«1»-. 

écrivant  ainsi  cette  équation  . ' _ 

* . •*  . / • " . s 

.<  1 

P?’ 


» ‘■s  ••tv 

-...(38). 


•v^v  •••»»* 
> 

? ■ '.  . 


,U  ïft=i/,d;r‘«4*  4?^  X -fÿ*-1»  ''  « 


A*' S* 


on  différenciera  par  la  règle  de  l’art.  14,  en  se  servant  ijh 
la  caractéristique  à au  lieu  de  d,  et  l’on  aura  j*i 

t,  * '*  J/ , ■ ^ * i* 


y dx'  -tdjr*  x 1_4.  _i_  ïV  dx'+dy'...  (29); 

*V y Vr  '^**>**1 

les  valeurs  des  varia  tiens  indiquas  étant  ensuite  déter.ni- 
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nées  par  les  règles  «les  n"  16  et  ai,  ©u  trouvera 

i ïr  y 

mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (ag),  et  exécutant  U;s 
opérations  indiquées  , on  obtiendra 

jti 1/à*' + d£  . d^dx  + djrJdv 

- 7P7  vb-*JF  ■ 

faisant  pour  simplifier  , . t-;  .. 

* *a 

V<d«7^^ps*j!4».  . « •• 


cette  valatr  de /U  se  rédvnra  à 


•x 


i T -J 


-ivî 

Eu  comparant  cette  équation  '3r  U'  ÉOncmte'-faC.)  f on 


trouvera 


. x^  — ;. 


dr 


! ;*  ? dr. . 

1 • ‘ ÿ — » * — “ 7^>  N — _ — *-r- 

y v>  ■ • «u  i/y,A  , m y/n 


wt=o,  />  = o,  y^i*j  P^o,  <?=o,  etc.; 
et  l’équation  (18),  réduite  dans  notre  cas  j à 

tfü  = n£r  + N«Jy  +/[  — dn^Jf  + (M  — dW)  ty  J , 
dev  icn  t 

«r/u  = *»  + d ^ - ïy 

■ ■ 

Celte  manière  de  déterminer  la  variation  de  / XJ  ap- 
partient à Lagrange  ; mais  , quoique  la  marche  de  ses 
opérations  soit  assez  simple,  on  peut  trouver  à son  procédé 


*•;.  . ' ■ -•?»  * 

Æf  .'V  - X • Otaitizact  by 

*r_  ^ 
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l'inconvénient  de  confondre  trop  les  quantités  différen- 
tielles avec  les  quantités  finies.  feuler,  qui  donna  au  Calcul 
des  variations  une  forme  plus  en  concordance  avec  sa  vraie 
métaphysique  , remplaça  ü par  la  fonction  Vdar,  dans  la- 
quelle V est  une  fonction  des  variables  x,  y , et  de  leurs 
coefficiens  différentiels  successifs  p,  7,  etc. , et  en  trouva  à 
peu  près  de  la  manière  suivante  la  vaciation  (*). 

601 . On  a d’abord  par  le  théorème  renfermé  dans  l’c'qua- 
tion(23),art.5g7,- 

dx)..-.  (3l);  . j , 

la  variation  de  Vdar,  indiquée  dans  le  second  membre  de 
cette  équation  , se  déterminera  par  le  procédé  de  l’art.  14, 
et  en  cela  nous  agirons  d’une  manière  entièrement  con- 
forme à l’hypothèse  où  l’on  regarde  ces  variations  comme 
des  quantités,  infiniment  petites;  car,'  dans  cet  art.  14, 
nous  n’obtenons  la  différentielle  d’un  produit  de  deux  va- 
riables «fu’en  nous  bornant  au  premier  terme  de  la  diffé- 
rence, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  négligeant  les 
termes  en  h\  eu  h\  etc.,  du  produit  1 y',  Ainsi  en  dé- 
terminant la  variation  comme  on  le  ferait  pour  un  produit 
de  deux  variables,  nous  aurons 

<TVdx  = VJdx  + dx<lV  ; 

et  en  transposant  les  signes  J'et  d,  en  verlu  de  l’équa- 
tion (i3),  page  437,  on  trouvera 

J'(Vdx)  = Vd£r  -f.  dxJ’V. 


Au  mofen  de  cette  raleor,  l’éqnation  (3i)  deviendra 

K s-t-r  y * ' ' ' • ' f 

<J/V dx=/Yd<hr  -f  /dar^V. . . (3av,, 
! y 


(*)  Euler  et  Lagrange  considéraient  encore-  dans  V d’autres  variables 
r,  t,  u,  V,  etc.  ; c’est  une  hypothèse  qiie  nous  examinerons  bientôt  et 
nous  verrons  qu’elle  ne  complique  pas  la  solution  du  problème. 

Elém.  dr  Culc.  diff.  * • 


4 5o.  CAIXVL  DKS  VAIUATIONS. 

Appliquant -au  premier  ternie  du  second  membre  de'eette 
équation  l’intégration  ' par  parties  > qui , comme  consé- 
quence de  l’article  i4  , suppose  encore  que  ^affecte  dès 

quantités  infiniment  petites , ce  premier  terme  deviendra 

> * . - 

- / jvdSx = vïx — fdxïxi 

cette  valeur  cha  ngera  l’équation  (3a)  en 

* * » • • \ 4 ' , 

: SjVdxt=VS±-\-f(dxfY  — dV/x).,.  (33). 

Développons  maintenant  là  quantité-  qui  est  entre  les  pa- 
renthèses : pour  cela  , nous  aurons  préliminairement  . 

dV  ’ dV'  • dV  dV  ‘ dV 
dV^g^^dy  + ^+^+^etc.  (34); 

t • ' *.  * ’ ‘ *.  » « * *' 

remplaçant  les  coeflkiens  différentiels  par  les  lettres  M,  N, 
P,  Q,  etc.  j cette  équation  nous  donnera  " • '•  ’ 

i " . ^ ^ i 

dY  = Mdx  + 1%  4- Pd ïp  + Qd?4-  Rdr+  etc,. , (35). 

Changeant  la  caractéristique  â en  S,  nous  obtiendrons  pour 
la  variation  de  y 

W =M^+3S<Jy  + P + RVr+elc.; 

équation  dans  laquelle  les  fonctions  1V1,  N,  P , Q,  R , etc. , 
des  variables  J,p,  q,  r-,  etc. , soüt  les  mêmes  que  dans  l’é- 
quation précédente,  art.  5ga. 

Substituant  ces  valeurs  de  SV  et  de  dV  dans  l'expression 
renfermée  entre  les  parenthèses  dfr#J’éqpatipn  (3$),  noua 
changerons  cette  expression  en,  . 

WŸ4  dV£r  = N(dx^  — djSx)  . 

. / .4-  V(dxSp  — dp  Sx) 

. . ' J.  ' * ‘*‘4?  Q(dWÿ  d^d»)  , 

•L. / -4-  R{d**l>) -*•  drSx)  4-  etc.  ; ..  . 


( 


ïuNçrofs  fonda  mf,h*aux.  ' 

• faisant  dans  ces  équations  • > . • *•.  . »•  . ♦;  « 

dj-=pdx,  àp—qfo^  dq  = rdx,  dr-«Lc,  otCi> 
nous  aurofis  • # 

darJ1  V — dV/x  Ndx  (J)y  — p^x)  ' 

V.  ...  -f  Pdx  {Sp  _ qtx)  . ; 

4-  Qdx(Jy  _ r<fx)  L...  (36)'. 

' r ■ • • - «,'.«+  (/r  — ?<fcr)  I ..  • ■> 

'«te.  ’ ].,  ... 

s°it  ■ • ; . Jjr -pix  = «t . . . . . : , . ,v 

et  différencions  en  employant  pour  ptxie  proeedé  de  la 
différenciation  des  produits  de  deux  variables,  art.  i/r' 
nous  trouverons  * , i 

^7  — ? dSx — djD<fcr  = d„.. .!  (38); 
prenons  ensuite  , par  le  même  procédé,  la  variation  dq 
• > ^ pà* , 

nous  aurons  1 , •'  * ■ • 

f fdgr  s pJSSx  -f-  d xïp  ~ 

et  en  transposant  les  signes  ï et  d , •■•••••  > •»'  * ,J« 

àty  — pdfx  -f-  dxfp:  . . (3g)" 

Au  moyen  de  cette  valeur  de dé>,  nous  fconverlirons  l'é- 
quation (38)  en  _ ’ 

v dxip — àpfx  ~ da, ; ..--'a  . 

remplaçant  dp  par  qdx,  cette  équation  deviendra 

; dxtJ'p  — q<hr>ï=d*i.  '*  ’ •-  ’ 
et  par  conséquent  .<  i . i-  .lfo  ,;i 

> . ■ .^-^*=5,  «r.s'VP  — 

ce  qui  est  la  valeur  comprise  entre  les  paréo  thèses  dans'la 
seconde  kgne  de  l'cquatioik(36)';  - 


45a  CAixiii.  des  vah\atioi« 

Oh-  trouvera  de  même 

àx{tq- rfx) = d . , dx  (*•— sd^=*d^  » elc:  '• 

par  ces  valeurs  l’équation  £36)  deviendra 

dxi'W— dV<br=3S*rdx+?d-  + Qd.^+Rd^.d^,  etc. 

Par  conséquent,  l’intégrale  que  renferme  le  second  membre 
de  l’équation  (33)  sera 

f(dxlX  -dV  <b-)==/N»dr4-/Pâ*  +/Qd . ^ : d , <lc-  ••  l4°)  i 

q * . • * * • 

intégrant  par  parties  toits  les  termes  qui , dans  ce  second 
membre,  soutiennent  des  difEétentielles  de-«,  du  »**, 
du  a*,  et  du  3®  ordre,  etc. , nous  aurons  • 

/Pd»  = P»-y^rfr,  ■ 

et,  parce  que  la  différentielle  de.Q  se  prend  par. rapport 
à x,  on  pourra  écrire  ainsi  cette  dernière  équation, 

rrï~  d«  ~dn  /*dQ_ . - 

: • t-«»E  = QC-y  Kd'i  . 

f # * ‘ -*  ‘ * 

intégrant  de  nouveau  par  parties  le  dernier  terme  de  cette 

équation , elle  pous  donnera  , j 

rn  i d»  _ d*  _^.dQ  , , dQ 

t ^ ’d*  f*  "dx* 

En  opérant  de  même  pour  le  terme  en  R , ôa  trouvera 
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Substituant,  le»  valeurs  de  f P dm,  de  /Qd.-r--,  de  /R.d 

(I  d ” 

— d.-p- J,  etc.,  dans  l’équation  (4o),  ordonnant  par  rap- 
dx  dx/ 

port  à * et  à ses  coefficiens  différentiels,  et  réunissant  en- 
suite les  termes  qui  sont  affectés  du  signe  d’intégration 
nous  trouverons  , 

/(drfV-dV.1*) = • (p-S +Éd'  ïî  — t"') 

-♦*  S S e,,!  0 -,:id'r3ÎtR — e,c  > ■ etc 

+/.dl(S_g+J;d.g_^d.^d.ffi+ett.). 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (33) , à laquelle 
on  ajoutera  une  constante,  pour  tenir  lieu  de  toutes  celles 
que  l'intégration  par  parties  exigera , on  aura  enfin 

>/Vd*=V>*+-.  (p-g+JLj.g.^.) 

+ aî(Q  ~ Ë + eu)  ■ + sid ■ ai  <R  - eK- 

+Ad^s-g+id.g-^d.:id.g,«u.> 

Et  en  prenant  dx  pour  variable  indépendante,  cette 
équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

d/VJ*  = VJ*  + .(l-  - J*-  + ^ -ce). 

+ 3Ï (Q  “ E + elc-) + ë » - etc  > ’ clc-  l . . <4 ,) , 

r.*  '•  y-  • \ 

-f*  constante.  ~ 

-i  i - . ' ' • • * 

6oa.  Cette  solution  d’Euler  suppose  donc  qué  la  fonction 
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Udex,  de  j et  des  différentielles  des  différens  ordres  de 
* et  d e jr  puisse  se  ramener  à la  ferme  Ydx.  Or,  cela  n’est 
pas  toujours  possible  ; car  si , par  exemple,- on  avait 

„ , ” d?  + dï!3J*”- 

et  que  Ion  fît  * •><  *■ 

. dj-.=^dar,  § • ' 

on  trouverait  par  la  différenciation,  . 

.dy  =s  d/niUr  +j>d‘x. . . . (£3)  ; 
mettant  ces  valeùrs  dans  l’équation  (ifa),  on  obtiendrait 
1 '■  '■ v‘,> ■ tt—  àp  , , dax  ■ -,  ? 

t)u  plutôt  . , , . 

-ÿ  . , * ür=-d  i?4-'a^ 

■ dx  ■ d* * «Le *.  . • ...  , . 

et.  l’on  volt  que  le  second  membre  ne  se  réduit  pas  à la 
forme  Vdr.  r * ‘ * ' ?• 

Mais  cela  aurait  lien  si,  au  contraire , on  avait 

Ua=^_iT!^. 

dx  dx  dj:  * • - : V. 


car  la  valeur  de  d*ÿ,  donnée  par  l’équation  (43) , étant 
mise  dans  celle-ci , la  réduirait  àv  . •••-'•'*  ' 

, . • u = ÿ dx.‘ 

•'  • , . . , s : ' «d*  , • . . 

* < . . v • '•  ' ' 

Des  màxima  et  mnitpu  des  formules  i/ite’grales 

*•  ’ • indétem/nnées,- 

:•  * V*  i aVvC  w*  v*  ‘ 

. 6o3.  La  principale  application  du  caïeu),  dès  variations 
se  rapporte-  à la  solution  d’un  • genre,  de  problèmes  de 
luaxitpa  efde  minima,  qu’on  tenterait  en  vain  de  résoudre 
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par  la  méthode  exposée  art.  97  et  98.  Ou  a vu  que  celle  , 
méthode  consistait  à déduire  de  l’équation  y ==/r  du  pro- 
blème *,  la  valeur  de  ^ , qu’on  devait  égaler  à zéro  ou 

l’ioljui ,,  pour  obtenir  la  relation  entre  x et  jr,  qui  doit 
avoir  lieu  au  maximum  ou  au  minimum  ; mais  si , dans 
le  problème  proposé,  on  nous  donnait  seuloinent  la  for- 
mule intégrale  /Vdx  i dans  laquelle  V serait  une  fonc- 
tion de  x , de  j-,  de  p,  de  q , etc.,  et  qu’on  demandât 
quelle  est,  parmi  toutes  les  courbes  qui  jouissent  de  la 
propriété  commune  /Vdx,  celle  pour  laquelle  /Vdx 
est  un  maximum  , un  tel  problème  serait  d’une  na- 
ture bien  différente  que  ceux  que  nous  avons  résolus 
sur  les  maxiina  ou  minima.  On  se  tromperait  donc  bien  si 
l’on  croyait  que,  pour  en  obtenir  la  solution,  il  suffirait 
de  passer  à la  différentielle  en  ôtant  le  signe  d’intégration, 
et  en  écrivant  Vdx.  Cela  ne  conduirait  à rien  , puisque  la 
caractéristique /,  qui  ici  nous  indique  que  c’est  x que  l’on 
fait  varier,  h’est  plus  le  signe  de  l’opération  contraire  à 
celle  qui  se  rapporte  à des  variations.  Aussi  voit-on  qu’au 
lieu  de  passer  d’une  courbe  à l’autre  * on  resterait  sur  la 
même  courbe,  ce  que  nous  ne-pouvons  admettre,  d’après  ce 
que  nous  avons  vu  art.  577.  Ce  ne  sera  donc  point  Ydx 
que,  d’après  là  méthode  ordinaire  des  maxima  et  minima, 
ou  devra  égaler  à zéro,  mais  J'/Vdx , parefe  qu'alors, 
quoique  nous  ignorions  la  relation  qui  existe  entre  x et  jr 
renfermés  dans  V,  nous  ne  considérons  pas  inoiusj'  côinrac 
une  fonction  de  x,  et  par  conséquent  /Vdx  comme  une 
autre  fonction  de  x,  dont  la  variation  est  indiquée  par  le 
sigue  <T,  variation  due  aux  àccroissemens  successifs  qae 
reçoit  une  constante  qui,  le  plus  souvent',  ne  paraît  pas 
dans  les  calculs. 

L’intégration  de  /Vdx  ne  pouvant 'dont;  s’exécuter  sans 
qu’il  ne  soit  établi  une  relation  enlru  x et  jr}-  nous  allons 
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voir  qno  cette  valeur  va  nous  être  fournie  par  la  condition 
même  do  maximum.  En  effet , la  variation  de  /VAr  ayant 
été  déterminée  par  l’équation  (4«),  nommons  pour  plus  de 
simplicité  a la  partie  qui  s’y  trouve  hors  du  signe  d’inté- 
gration v la  variation  ffVdx  étant  nulle,  dans  le  cas  du 
maximum , nous  aurons  donc 

A +fmàx  ^ N — ^ -4-  — etc.^-f-  constantes  e,  (44). 

6®4-  On  reconnaît  dans  le  facteur  N —•  ^ -f.  _ étt. . 

‘ ■ dx  d.r”.' 

de  cettcéquation,  la  quautitc  qui , égalée  à xéro,  exprime, 
équation  (taa),  art.  4»4>  ,a  condition  d’intégrahilité  de 
Vdx  -,  par  conséquent,  il  suffit  que  ,Vdr  soit  susceptible 
d'iutégrâtion  pour,  que  le  tenue  affecté  du  sigae  / s’éva- 
nouisse dans  l’équation  (44)?  Ce  terme  s’évanouit  égale- 
ment lorsque  Vdx  n’est  pasintégrabJç  ; car  alors  les  termes 
eu  x et  en  y,  renfermés  sous  ce  signe,  ne  peuvent  opérer 
la  destruction  de?  termes  en  .r  et  en  y des  autres  termes 
de  l’équation  (44)»  qrô»  étant  délivrés  du  signe  d'intégra- 
tion, sont  d’une  nature  différente.  Il  snit.de  là  que  ai  l’on 
représente  l’équation  (4i)  par  * * ■. 

• ‘ a -f-  fftûx  -f-  constante  =io,..  (45) , 
i.  • if 

on  ne  peut  satisfaite  à cette  équation  qq’en  faisant. 

* 'A  4-  constante  = o , fitdx  = o. 

_ • ‘ t * 

6o5.  Cette  dernière,  équation  dçteriinine-en  général  uue 
courbe,  et  n'exprime  autre  chose  que  la  sommation,  d’une 
infinité  d’élémens  que  l’intégration  convertit  en  courbe. 
Nousentéevoyons  déjà  que  la  partie  A -)-  'constante  de  l’é- 
quation (45)  ne  peut  6e  rapporter  qu’à  des  points  isolés. 
En  effet,  l’équation  „ . , ' 

* A + constante  =a  o , 


% 
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g£  ■ 

étant  une  équation  rationnelle  en  x et  en  y ren  ferra  es  Vans 
....  " . . - 
A,  il  s ensuit  que  cette  équation  ne  comporte  qu  un  nombre 

limité  de  valeurs,  qui  seront  déterminées  par  le  degré  de 
cette  équatiou  lorsqu’on  y aura  mis  la  valeur  de  en  x ; je 
dis  de  plus  que  les  points  déterminés  par  ces  valeurs  ne  se 
rapportent  qu’aux  extrémités  de  la  courbe.  En  effet,  lors- 
qu’on donnera  des  valeurs  particulières  a et  b aùx  varia- 
bles x et  y y on  ne  fera  que  déterminer  la  valeur  de  la  cons- 
tante qui  entre  dans  l’équation  (45) , en  fonction  de  a et 
d eh,  valeur  qui  se  rapporte  toujours  au  commencement  et 
à la  fin  de  l’intégrale. 

606.  La  condition  ftcdx  ==  o nous  donne  ' 


dP  cLQ 
dx  ‘ dx* 


adr- 


et comme  la  différentielle  d’une  fonction  égale  à zéro  est 
nulle  aussi  bien  que  cette  fonction  , art.  63,  on  peut  ôter 
le  signe  d’intégration,  ce  qui  nous  donnera 


(N“  dï  + if!  “ 


équation  à laquelle  on  satisfera  en  faisant 


d’Q 

dx‘ 


' ^ ' ' . , . v ' - . I • .. 

Cette  équation  établit  la  relation  qui  doit  exister  entre  x 
et  y pour  la  courbe  du  maximum  et  du  minimum. 

607.  Observons  que  la  propriété  /V dx  appartient  à 
toutes  les  courbes  que  nous  considérons , et  que  nous  pou- 
vons passer  de  l’une  à l'autre  par  degrés  imperceptibles, 
en  faisant  accroître  V d’une  quantité  infiniment  petite  /V.' 
Dans  cette  hypothèse , V devenant  V "-4-  ^V,  la  formule 
fVdx  se  change  en/(V  -f-  J'Vjtîa:  ,et  s’accroît  de  la  quan- 
tité ffWdx,  quantité  qui,  par  la  transposition  des  signes 
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f & ï , revient  à ffVdx.  On  reconnaît  dans  cette  exprès» 
• sion  la  variation  dont  nous  avons  déterminé  la  valeur  par 
l’équation  (40,  Vt  601,  et  qui  devant,  comine  /*Vdxj 
appartenir  à toutes  les  courbes  du  goure  que  nous  consi- 
dérons, n’en  spécifie  aucune  en  particulier.  En  égalant  en- 
suite à zéro  la  variation  J/Vdcr,  nous  déterminons  cette 
courbe  quelconque  qui  jouit  de  la  propriété  requise,  à de- 
venir, entre  toutes  les  autres,  celle  qui  convient  au  maxi- 
mum ou  au  minimum;  nous  franchissons  en  idée  toutes 
les  courbes  intermédiaires  comprises  entre  la  courbe  pri- 
mitive et  la  courbe  du  maximum  ou  minimum , pour  que 
l’une  de  ces  Courbes  se  change  en  l’autre  ; alovs  l’ordon- 
, née  P1H,  devenue  P'^l',  aura  reçu  un  accroissement  fini, 
composé  de  tous  les  accroissemens  successifs  que  la  courbe 
aura  reçus  en  passant  par  toutes  ces  positions  interme'— 
diaires  ; et , comme  PM  représente  une  ordonnée  quel- 
conque,, la  meme  chose  aura  lieu  pour  tous  les  points  de 
la  courbe  variée,  qui,  par  conséquent,  sera  entièrement 
distincte  de  la  courbe  primitive  ; mais  la  variation  i~\ 
indiquant  la  variation  qui  a lieu  lorsqu’on  passe  de  la 
courbe  primitive  à la  courbe  infiniment  proche  qui  lui 
Succède , cette  variation  , lorsque  la  courbe  primitive 
deviendra  la  courbe  variée,  se  rapportera  alors  à la 
courbe  infiniment  proche  qui  succédera  à la  courbe  va- 
riée, et  restera  par  conséquent  une  quantité  infiniment 
petite.  >.  • - 

608.  Après  avoir  parlé  du  premier  façteur  del’équa- 
tion  (46j,  occupons-nous  du  second.  Pour  cet  effet , si 
. nous  mettons  dans  l’équation  (46)  la  valeur  de  »,  que  nous 
, donne  l’équation  (37),  page  45 1 , nous  aurons 

» V 

(N“0I  + ^cu-)(^-^)  = o-....  (48), 
• • , < 

et  l’on  satisfera  encore  à cette  équàlion  en  faisant 
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/ , ... • . ïjr-*-pt»T= io;  ™ 

la  relation  que  nousétablissons  ainsi  entre  tÿ  et  S'X,  est  unje 
chose  conforme  à ce  que  nous  avons  démontré  art.  598, 
que  «br  et  iy  étaient  dependans  l'uh  de  l’autre.  Une  âutre 
conséquence,  «fui  s’accorde  avec  le  même  article , ,c’èst  que 
l’équation  (4.7)  subsisté  encore  lorsqu’drfne  tient  pas  cortipte 
de  <br  ; car  âlor»  l’équation  (48)  se  réduisant  ;i 

/ • »(«  - « 
on  en  déduit  egalement  . 


<TP  7 d*Q  ' \ 


o,. 


■î5  + 3?*“-  = 0- 

• ■■■*.*.■•  . •. 

On  peut  remarquer  que  quand  on  a die  sss  o,  on  tombe 

dans  le  cas  où  Ist  variation  de  y se  confond  avec  la  direc- 
tion de  cette  ordonnée /ce  qui  n'empêche  pas  que  la  condh 
vion  du  tnaxitùum  ou  minimum,  entre  toutes  les  courbes, 
ne  subsiste  également.,  - 

• 609.  Lorsque  les 'variations  n’bnt  lieu  que  dans  le  sens 
des  ordonnée^,  il  est  évident  qhe  celles  des  points  extrêmes 
Cet  D sont  des  lignes  droites  CU  et  DD',  fig.  J 16,  dirigées  Fie.nG. 
suivant  le  prolongement  de  ces  ordonnées.  • 

610.  Mais  danS  le  cas  où  x.  varie  aussi  bien  que  y,  les 
extrémités  C et  D,  fig.  117, 'des  ordonnées  AC  et  BD  de-  Fiu,ii7. 
crivent  des  courbes  CC'  et  DD'  ; car  les  points  C et  D se 
mouvant  dans  des  dÿrectionsqui  ne  sont  plus  celles  de  AC 

et  de  BD,  décrivent  en  général  des  courbes,  sauf  à sup- 
poser, si  le  cas  l’exige,  que  jes  courbes  sont  des  lignes 
droites  CC',  DD',  fig.  1 18-.  • »•’  . Fig.w8. 

611.  Nous  ayons  vu,,  art.  4°4r  que  lorsque  Vtlgr  était 
une  différentielle  exacte,  l’équation 


N d*  + d.r*  * 


o. 
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.v  , • “ * a 4-  constante,  : ■ • ‘ ’ • 

s’évanouit'  lorsque  les  extrémités  de  la  courbe  sont  des 
points  fixes.  • ’’ 

En. effet,  la  variation  cessant  d avoir  lieu  en  ces  points, 
si  nous  en  représentons  tes  coordonnées  par  «tÿ,  çt  par 
x * et  y",  ïx  et  ly  ne  subsisteront  pins  lorsqu’on  donnera 
à x et  à y les  valeurs  *’  et  y y.*"  ety\  ee  qui  nécessitera 
que  les  termes  compris  dans  A {équation.^),  s’évanouissent 
lorsqu’on 'prend  l’tntégrale  définie.  Il  ne  restera  donc  de 
l’équation  £45)  «tue  />dxt ss  o,  pour  déterminer  la  relation 
qui  devra  exister  entre  x et  ‘y,  afin  que  ./Vd*  soit  un 
maximuirnou  un  minimumi  1 

614.  Le  problème  général  qui  nous  occupe  est  donc  en 
quelque  sorte  l’Inverse  de  cèKu  que  nous  offrent  les  maxrnia 
et  ufinima  ordinaires;  cjr,  dans  ceux-ci,  la  relation  entre 
x etj^est  donnée  immédiatement , au  lien  que  dans  notre 

cas,  elle  résulte  da  la  condition  même  du  maximum  ou 

...  . • . - ’J  ~ • , ' ,»~xw  .. 

minimnm! 

, . s».  , '-»V  ..>•■-•  lié»  irqrtii 

615.  Pomponner  une  application  de  cette  théorje,  pro- 
posons-nous de  trouver  quelle  est  la  plus  courte  des 
courbes  menées  entre  deux  points  sur  un  plstnl 

L’expression»  d’un  arc  de  courbe  étant 

• . •'  V A»  V/Û..,., . 

V/dx1  -J-  ou  dx  l/ i + 

sera , dans  le  cas  présent , .celle  que  nous  avons'  représentée 
par  Vdx  ; nous  aurons  dpnc  t 


?sui 


dy' 


df  (tfil 


et  en  remplaçant^^r  p , cette  équation  deviendra 


. .. y ;=  */!*#>*.  - * 
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Cette  formule,  qui  ne  contient  que  la  Variable  p,  dé- 
• dV 

terminera  l’expression  ^ du  coefficient  différentiel  P 


nous  aurons  donc 


M=o,  Nc=’o,  Pa=^=S"^..'  h,  Q = o,  etc...:  riq). 

àf  Vt+p'  • > 

t ' <*  * ’ 

"Par  ces  valeurs , on  voit  que  les  ternies  dû  entrent  Y,  I*  et 
doivent  être  seuls  conservés  dans  la  fbrtpule  (40 , qui 
par  conse'quent  devient,  dans  notre  cas,'  • • • " • 

* • \ * . • ' s*  *.*•  **  r 

••  . d/Vdx  = Ydx+P,+/  dx^^V 
substituant  *'j—rp&x  à la' place  de  » , ou  a ... 

4 • . \ 

V r.  * ‘ .*  1 *;  * . . ' ’ ail)  . < 

J'fVdx—(Y-rVp) £r -f  Wj-T-f  çli.,..  (5o). 

Lé  premier  membre  de  cette  équation  étant  nui  par  la  con- 
dition du  maximum  ou  minimum , et  la  paTtie'  qui-  est 
indépendante  du  signé  d’intégration  n 'existant  pas  dans 
l’hypothèse  où  les  extrémités  4 et  B sedt  dés  points  fixés, 
l'équation  (5fe)  se  réduit  à v * . ; 

s*  .. *. 

. Wj'-pSx)  ££  dx  = 0; 

» . • . * ’i  ’j 

cette  intégrale  étant  égale  à zéfo;  il  en  est  de  même  de  sa 
4i#er|é»tidle,  art.  606;  pu  a doue  ..  ...  . ^ «:t  ..... 

dP 


i I .* 

: O. 


, —P**)  55  d*  = 

616.  On  satisfait  à cette  équaition  en  faisant 


».  » .-  * l'f 


-dP 

d? 


dx’=  o. . (SUj.  * 


La  valeur  de  *P  nous  étant  donnée  par  la  troisième  des 
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équations  (49),  on  trouvera  en  la  différenciant. [art,  26, 
équation  (»3)]r  . • , ' 

dx  dp  dx  j| / x dx  ’■ 

et  en  différenciant  par  la-  règle  des  fractions,  art.  16  , ou 
obtiendra  , . . 


* ; d/>  X — d 


PÈL 


Vj+j'*' 


1 H-/»’* 


Vi+^!' 


réduisant  au  mèir\e  dénominateur  et  faisant  la  réduction , 
oa  trouvera 

r \ 2 '*  **,.  * * * * . 

d — ü— .= *p 

- 1 /i  + p*  (1  +/>*)  1/ r-fj>  '• 


par  conséquent,  on  aura 
dP 


d*-’  (J  + i»1)  ■+■  p%  dx 


».  \ 


Égalant  cette  quantité  à zérd,  et  supprimant  le  premier 
facteur,  il  reste 

- - ,*ÿ  • • • . - * • % 

• . • • 

- ;I '■  V - • * *’*■  v 4p  *5?  9 î 

intégrant,  Ou  obtient 


,v 


■.  a- 


.V  * ■ 


; .i.  JP  = oonsicutiç ; -, 

et  en  désignant  cette  nouvelle  constante  par  b,  on  a 

' p = 
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et  par  conséquent 
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3^__ 


> ■ 


d:r 


= b , ou  ày+=  bàx  ; 


intégrant  de  nouveau , en  trouve 

. y = bx-f-ct *%.  (5a).-  • - 

617.  Pour  déterminer  les  Constantes  b et  c,  les  points  cx- 
g.  trêmes  A et  B,  fiç.  1 19,  étant  fixe»,  si  leurs,  coordonnées 
sont 

x=  a,  y = 'C,  et  x = m,  y=z  S', 
ces  coordonnée!?  devant  satisfaire  à l’équation  (5a)  t on  a< 

».  * r v 

. ff  œ b»  + c , C =s  btl  -ÿ- 1 ; . 

d’ou  l’on  déduit  • , *'  . 

C — C 


b±x 


•’t  — «£' 


• - <<•  1 

par  conséquent,  l’équation. (^2)  devient 

" »•*  .» 

■ V-tV  — «C 
y — ~r~ x + —, — — . 

...  c j*.—  *.  a 

618.  Si  les  extrémités  A et  B de  la  couette  ne  son  t pas 
des  points  fixes,  la  partie  (Y —Vp)  Sx  -f-  PSy,  de  l’équa^ 
tion  (5o),  qui  est  représentée  par  A dans  l’équation  (45), 
page  456)  ne  s’évanouit  plus  A cause  de  la  non-ex;steoee 
des  variations  Sy  et  Sx  ; mais  comme  le  premier  membre 
de  l’équation  (4 5)  est  égal  k zéro,  la  partie  fitdx  ne  peut, 
comme  nous  l’avons  vu  art  604,  anéantir  A;  il  faut  donc, 
pour  que  la  condition  A ^-  ffiàxxzo  soit  remplie,  que  A 
soit  nul  séparément,  et  qu’on  ait  par  conséquent  l’équa- 
tion 

(V  — P/*)  Sx  4.  P S y = o. 


Digiti-zed  by  Google 


MAXlMA  ET  MIMMA  DES  FORMULES  IWt4»*ALES.  4^5 

Remplaçant  V«t  P par  leurs  valeurs  V' i4-p*  et  — — ■ ■ 

...  *■<  Ÿ'+p'' 

cette  équation  devient 

/ . * . 

. - • * • . # r 

(V  « + P* r~. ^ JVr  -f*  -yP  —r  fjr  — o 

et  après  qu’on  l’aura,  réduite  au  même  dénominateur,  le 
diviseur  connu up  {/ 1 -f-  p‘  étant  supprimé,  il  restera 

Mettant  la  valeur  de/?,  cette  équation  donnera 

! Æ S = * 

. • • • . sé  * „ / *, 

et  ne  pourra  être  satisfaite  que  par  les  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  courbe,  coordonnées  qui  varient  avec 
ces  points.  Supposons  donc  que  l’un  de  ces  points  soit  va- 
riable et  que  l’autre  soit,  fixe  ; si  nous  nommons  xf  et  J 
les  coordonnées  du  premier,  et  x*,  .r*y  les  coordonnées  du 
second , l’équation  (53)  sera  satisfaite  en  faisant 

* = • - 'j.-. 

et  se  changera  en 

' tt  $&.-  _ , ' 

• $xf  ax  ■ ’< 

• 

Telle  sera  la  condition- qui  exprime  que  la  courbe  que 
décrit  le  point  mobile  x,  /,  soit  coupée  à angle  droit par 
la  courbe  cherchée  (*).  • -,  • 'a--  y.  .. 


(*)En  effet,  et  ~ exprimant  les  tangentes  trigonométriques, 

art.  ^3,  que  là  courbe  proposée  et  la  courbe  variée  forment  à leurs  points 
ÉUm.  de  Cale,  dijff. 
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Celte  cotidi lion  et  cejle.deda  fixité'  de  l’autre  point,  dopué 
par  les  coordonnées  x’  et  y", suffiront  pour  déterminer 
les  deux  constantes  de  l’équation  (5a).  ■.  . 

G i<).  Mais  si  les  deux  points  extrêmes  ne  sont  fixes  ni  l’un 
ni  l’autre , l’équation  (53)  -devant  être  satisfaite  par  leurs 
coordonnées',  on  àufa  ainsi  ■ • 

'v,“  X'^-'-  î S.  " (SJ;:  ' 

- * i ■ r*?--  Sx'  Ai"  7 WW»_ 

équations  qui  nous  apprennent-qué les  courbes  GK  et  IL, 
fig.  120,  décrites  par  les  points  extrêmes,  doivent  cire 
normales  à la  tohrbe  cherchée , qui,  dans  le  cas  présent, 
sc  réduit  à une'ligne  droite  AB,  art.  616.  La  relation  qui 
existe  entre  les  coordqnnées  de  cette  courbe  cherchée  nous 
étant  fournie  ^ar  l'équation  . 

•,a  *.  * 1 * • « dP  . . 

N — 3— -f- etc.  =.o  ; 

| .*  \ • • ••  &&  * . 1 * 

cette  équsttion  dévient  dans  éofre  cas  1‘  . 

- , ;-dP  ‘ 

• * . » 

rft  nous  ramène  .à  l’équation  (5r).  Or,  nous  avons  vu, 
art.  , que  cette  équation  nous  conduisait  à dp  = o,  et 
que  l’inte'grale  de  cette  dernière  était  p^b  ; ;,rethplaçant 

1 • dr  , , ' - " 4 * •’  > 

p par  sa  valeur  on  a ». . • 


•»  j~  =£:b’-’  • 

» ' d* 


d’où  l’on  déduit 


de  contact,  la  condition  nécessaire  pour  que  ces  tangentes  se  coupent  h 
angles  iVoîts , sera  exprimée  (Théorie  des  Courbes,  art»  to3),  par 


/y  Jr'  ' 

i?  <jÿ  + 1 — °' 
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Ay  , V ‘ ' ' 

• v i?-1; 

+ ***~  ' i ;•  * ' * • •**>.'./’ 

» • » 

Au  ihoyeri  3e  cesValears  , les  équation»  (54)'  deviennent  • 

- ' % • Ity  ■ -V:  Ir"  I ■ ■’  * ’’ 

m=  ~~  P ' jv—*"-  V'”  y : 


et 

mes 


ne  contiennent  plus  que  les  variations  dès  points  extrê- 
:s)  or,  il  sera  possible  d'éliminer  ces  variations,  qO'op 
nous  donne  le%  courbes  que  ces  points  seront  assujettis 
à par'cqurîf.  Supposons  que  ces  courbes  aieut  pour  équa- 
tions différentielles  ' . ' * *.  ‘ . ■ 

•<  „ * 

«.  * * * 3 t 

. djr  Ziz  <p  (x , f)  àx  et-  ifr  — ^ (x,y)  dx  ; 


on  en  déduira , art.  691 , * - ; ’•  , 

■ ) ■ • • • ïy  — vix,  4 4xi  , 

: ' . • 

Ces  équations  devant  èjlre  satisfaites  l’une  par  les  coordon- 
nas et  l\utre  par  les  coordonnées  x",  y",  nous 

aUr'onâ  donc  ...  ’ 

. SJ  = <p  (x\,  S)  ïx'l  / y • - t (x,yjlx’. 

' * * *'  V j,'- 

Au  moyen  de  eest  équations  nous  pourrons  éliminer  les* 
variations  des  équations  (55),  ce  qui  nous  donnera 


* h < ^ t \ e V 

* ‘îV,  /)  = j.  <p  (** , y")  ' v A-.-* 

1 V r . . * 

620.  Si,  o jtre  x et  jefo  notions  de  x,  et  leurs  coefEtieps 
différentiels  successifs , ia  fonction  Y contenait  encore  une 
ou  plusieurs  autres  variablfetfq* *,■  u,  n,  etc.,  et  leurs  coef- 
ficiens  différentiels  successifs  , l'équation  (35) , 'page  45°  » 
deviendrait  -,  • ■ ’ > • *'  • , 

3o.. 
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V =:  Mdx  + Nd/  -f-  PJjj  -+-  Qd$r  4 Tldr  -J-  etc. , \ 

-+-  PJ,ds  + P dPi  -f  Q,dÿ(  + R,dr,  +eie.,  1 . 

. + W/(dt  + P.d/j,  + Q„d?„  + R.dr.  + etc. , f**‘ 

-J- etc.  *f-etc.  4-  etc.  + etc;  . J 

Dans  ce  cas  f -l’équation  (40,  page  4^3,  s’augmenterait 
des  termes  relatifs  aux  variables  t,  t,  »,  v,  etc. , et  nous 


aurions 


, lf\àx=Vîx 

+*  (p  “lp  etc)+  ë(Q“ë*  -■£> etc) 

+-'(P etc)+è(Q'  etc.),etc.+/.  d^-^,  etc.) 

+*«(?  -?k> etC  )+fe(Q  etc.),.eîc.+/^d^Nk-^, etc.) 


A57); 


-4-  etc. 


•CtJ' 

> 


+ .<*c. 


,-f-  etc. 

-4-  constante. 

Dans  le  cas  du  maximum  ou  du  minimum , le  second  mem- 
bre de  l’équation  (5^)  devant  être  nul , il  faut  pôur  que 
cette  condition  soit  remplie  que , conforménfent  à l'obser- 
vation qui  a été  faite  art.  6o4,  page  45Ô  , la  partie  affectée 
du  signe  d’intégration  soit  nulle  d’elle-même  , ce  qui  nous 
fournit  l’équation 


/*■ ■ <»• - k • e“ ) ~ S + r‘is- ~ S-1 ‘“h0’ 

or,  les  variables^,  z,  t , etc,,  étant  indépendantes,  cette 
équation  ne  pourra  se  réaliser  qu’autant  qu’on  aura  sépa- 
rément . ‘ 

/ dP  \ \ 

. ; . f***  (N  ~aiï:e,ç  ) = °»  j • 

^4,  etç.)  = o,  A. . . . (58), 
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ce  qui  donuera  en  différenciant  et  en  développant  un  peu 
plus  ces  expressions, 


N 


AV  , .d*Q  d3R 


N — 


dx 

dP, 


dx* 

d*Q/» 


-f- etc.  = o, 


dx 


N> 


etc. 


dx* 

.d’Q» 

ctx* 

etc.- 


dx3 

d3R  • - 

dF+el*  = °’ 


d3R„ 


• (%); 


dx» 

etc. 


4-  etc.  ^ 6, 


ces  équations  déterminent  les  relations  qui  doivent  avoir 
lieu  *pour  que  la  courbe  appartienne  à un  maximum  ou  à 
un  minimum.  ' 

621.  Donnons  une  application  dé  cette  théorie  en  nous 
proposant  de  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
x,  y et  zr  ponr  que"  j 

• . V^dtr»  4-  d.y»  -Ma»-  < 

V * 

soit  un  minimum. 


■ (60)» 


(*)  Cet(e  équation  est  celle  à laquelle  conduit  le  problème  de  la  bra- 
chystochrone , ou  ligne  dé  la  plus  vite  descente.  En  effet,  la  question 
se  réduisant  à déterminer  la  courbe  pour  laquelle  l’élément  de  temps  d< 
doit  être  un  minimum , on  a ( voyez,  l’équation  (100)  do  mes  Élément 
de  Mécanique,  page  21 1),  '■  , 


dt  = 


V' Ar»-4-  dr*4-  ds» 
\Z-ige + v* 


V étant  nul  lorsqu’on  part  du  repos , et  la  constante  ig  pouvant  so  sup- 
primer,^. io9r,  cette  formule  se  réduit  à . . •• 


. y ..  _ l/d£+d£M^ds* . 

• • . . " vï  ' 

et  l’on  volt  qu’elle  rentre  dans  celle  de.  notre  problème  , en  changeant 
z en  x , c'est-à-dire  en  .regardant  l’ixé  des  fr  de  la  formule  (60 }_  comme 


■ 1 
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'M"  # 

Si,  pour  simplifier,  nous  faisons 


4r 


. d z 


. dx  T7'’  * 

la  formule  précédente  deviendra 

’ - * 


• . ; ^i±£i±ü»lfe.  , 

• - va  ' v ■ - 

Nous  avons  donc  dans  Te.  cas  présent  ? 

■ ■ ’t  ■ ’ •.  •*  ' . 

• •,'v  = £a^+£f.;;.  (6a)-.';  •/ 

* •«•<*,**  *•  t i 

• . s * # » , » •*  ' • 

-et  puisque  le  problème  ne  comporte  que  les  variables  x, 
. J",  *,  la  troisième  ligne  dés  équations  (5p  et  les  suivantes 
comprises  dans  les  etc.,  n’existent  pas;  à l’égard  des  deux 
premières  ligue*,  elles  se  modifient  pat  ces  valeurs  qu’il 
faut  y introduire  '•  -,  ’ 


l’axe  des  coordonnées  verticales/On  pourrait  peut-être  dire  qu’il  eût  été 
plus  simple  de  conserver  t'axe  des  s pour  celai  des  coordonnées,  verti- 
cales, en  employant  au  lieu  de  la  formule  (66)“,  la  formule • • >. 

...  - • ..  VA*'  +dr.VM*»  • ' 

. — rr--»-  ■ * ■ : 

. , V 1 , •*  w • »\ 

Je  répondrai  qu’en  choisissant  l^ixo  sur  leguel  se  compte  la  Variable  in- 
dépendante pour  l’axe  vertical , cela  nous  procure  l’avantage  d’avoir  à 
la  fois  Nsoet  N,— o,  [vojcj,  ci-après,  les  formules  (Ga)] , tandis 

V*  si  nous  eussions  employé  la  formule  (6t)  y au  lien  de  la  forf»|ile  (6u), 
on  aurait  eu  ' . _• 

J s 

n = o et  a = ^ = j/r+>  » w ' ~-iŸJEÿE±I>  ■ 

-•  / à*  F -y,  ‘ 2 , 

ce  qui  nous  eût  conduit  à des  calculs  plas  compliqués,  gmt  il  est  vrai 
que  lp  choix  dos  coordonnées  n’est  pas  une  qhosn  indifférente» 
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N=  ilsto,  N =f~=^.N.M.  (63), 
d.y  . . ' dî 

• p=^„ 

dp  ' dp,  < • 4 

Q = o,  J\  = o,  etc.,  Ç,  = o,  ^ = 0,  etc.; 

• ^ijî^  <3P 

ne  conservant  donc  que  les  termes  V,  P,  P,,  , 

l’équation  (57)'  se  séduit  à . • 

^/Vdx=V<rx+«P+-J14i+./*dar(-  £)+/*, <Jx  (- 

• * -J-  constante. (65); 

et  comme  les  formules  intégrales,  du  second  membre  de 
cette  équation  doivent  être  nulles  séparément,  art.  620, 
on  a donc  , 

^K^ë)=o’  &?(*•$:? v 

on  tire  de  ces  équations,  art.  620, 

dp 
dx 


.dV 


dP  ‘ , dP, 

- * ' '•  — dïrc°’ 

. É • ? 

et  en  supprimant  les  facteurs  — *dx  et — *,dx,  il  reste 


dP 

3Ï 


dP. 


°»  dF^0’ 


et  en  passant  aux  différentielles,  ôn  a 

. . 'dP?=  o,  dP,=?o.  ... 

' 4 

Les  intégrales  de  ces  équations. seront 

P ~ constante , ' P,  = conitante,  . / ^ 

pillât  '■  ...  , >/». 

P = n,  P,  = Æw; 
mais  nous  avons  ..  ; 


y ‘ >• 
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47a 


£L  et  i=Æ 

«}/>  ' dp,’  ' 


différencions  donc  l’équation  (6a)  par  rapport  à p et  à p , 
nous  trouverons 


P = — 


P.= 


'y/aÿi+p'  + p;  , ' |/xi/i +p»+p>' 

mettant  ces  valeurs  de  P et  de  P,  dans  les  équations  (66), 
nous  obtiendrons 


P_ 


V*V*  +p*  +p; 

■ 

éliminant 
trouvera 


P, 


VxVt+p'+p; 

I . - 

—7= — 7 ---.■■  " sa=-  entre  ces  équations,  on 

+/?,• 


P Pi  ds 

- = V.  ' OU 

a b dx  dx 


intégrant,  ou  aura 


Jr  — Xz  + c-"‘  (6?)r 


Flf.iar.  ^ qUi  at  Péq nation  d’une  droite  RS,  fig.  iai,  tracée  sur 

le  plan  des  y,  z , et  dans  laquelle  lés  coordonnées 

• . • 

du  point  M sont:  AP  = y,  PM  = * ; 

du  point  M' sont  : AP'  = y,  P'M'  = s ; 

du  point  M"  sont  : AP*  = y , P*Si'  5=  z ; 

etc.  etc.  etc.  ‘ 

r ' 

L’équation  (67)  nous  apprend  que , quelle  que  soit  l’abs- 
eisse  kV=r:  y que  l’on  prenne,  l'ordonnée, PM  = z dé  ter-, 
minera , sur  la  droite  RS , le  point  M par  où  l’on  doit  me- 
ner la  troisième  Coordonnée  x.  Il  suit  de  là  que  cette 
droite  RS  contiendra  les  pieds  de  toutes  les  troisièmes 
coordonnées,  qui,  étant  parallèles  à l’axe  des  x,  sont  né- 
cessairement parallèles-  entre  elles.  Or,  des  parallèles  qui 


»• 


4 
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interceptent  une  même.  droite  RS,  fig.  122,  ne  peuVent-fig.,^ 
qu’être  comprises  dans  un  même  plan  ; car,  si  une  droite 
menée  par  un  point  M"  sortait  de  ce  plan , elle  cesserait' 
d’être  parallèle  aux  autres.  Concluons  de  ce  qui  précède 
que  les  troisièmes  coordonnées  étant  comprises  dans  un 
même  plan  , il  en  doit  être  de  même  de  letirs  extrémités 
N,  N',  K",  etc. , fig.  121 , qui  constituent  la  courbe  KL  ; Fig.iai. 
cette  courbe  cherchée  KL , sera  donc  plané. 

622.  Maintenant  que  nous  savons  que  la  courbe  est  à 
simple  courbure , et  par-conséquent  peut  être  déterminée 
par  deux  coordonnées  x et  zf  dont  l’une  est  verticale, 
remplaçons  cette  coordonnée  verticale  par  jr%  l’équation 
du  problème  deviendra  ~ v * j* 

Td x~y£±M, 

VI  1 

et  en  mettant  (1  +p%)  dx*  au  lieu  de  dx’  -J-d^’,  on  aura 

• (68). 

y r 

-,  * i '• 

Dans  le  cas  présent,  l’équatipn  (40,  page  453,  ou,  ce  qui 
revient  au  même , l’équation  (65) , se  réduit  à 

*/V d*  = V*r  + P*+/«dx(N-^)....  (69); 
et  l’on  voit  qtie  cette  équation  nous-  donne  pour  notre  cas 


Noug^l/.+^d^-: 


» , l/»  + p' 

' *■  rVr,'. 


_ dV  d\/ 1 + p ’ 

P ou  -r-  = — - —— 

AP  d \pV  y 


(7°)- 


V rV  1 .+  p’’ 

6a3.  Dans  l’hypothèse  où  les  points  extrêmes  sont  fixes, 


V 


Digitized  by  Google 


474  CALC0I,  fiZi  VARIATION*.  . * 

la  partie*^ «h:  -f  P*  , indépendante  du  signe,  d’intégration , 
s’évanouit , art.  6i3  , et  il  ne  reste  que  l’équation  de  con- 
dition 


• ••  , \ 

qui  donne 


1 , 


« ' dP 

H r — o, 

dx 


T»  - 


Ndx  =±-  dP  ; 

t * * t • 

et  en  la  multipliant  par  p,  on  a , .. 

ou  N/jdx=r/>dP, 

. Ndr=/>dP; 

• . • • 
mettant  cette  valeur  dans  celle  de  dV,  qui  est  pour  notre 

cas , 

dV  = Mdir  -f  Nd^  + Pd/», 

dV 

et  observant  que,  dans  le  cas  de  l’équation  (68;,  M = ^ 

** 

se  réduit  à zéro , il  restera 

dV=/idP  '-f  9ûpi 

intégrant,  il  vient" 

V ==  P p constante ... . (71).  • 

• ■ ; . • ... 

P et  V étant  déterminés  parles  équations  (68)  et  (jo),  nous 
en  mettrons  les  valeurs  dans  l’équation  (71),  et  nous  ob- 
tiendrons 4.*  f>  * . / 


l/i  +J»'  ^ . 

V jr  V 1 +p*V'r 


JL 


-f-  constante  ^ ‘ 


multipliant  les  deux  termes  de  la  première  fraction  par 
y/  1 et  rassemblant  les  termes  en  p daiis  le  premier 

membre , il  vient  , '1 


1 / i + Pl_  _ P 1 N _ 
..  ÿj^V^+p'  . V » +py 


V f P 

constante  ; 
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réduisant,  il  reste  • • • v ' v.*  - ■ ■■:•  t'  . « 


'V  r(*  +ff) 

et  en  éj^B^lau  carré  , on  a 
• r 


: constante  y 


(constante)’ , 


d'où4’on  lire 


X('  + #*)  = 


(constante)*’ 


et  comme  l'unité  divisée  par  le  carré  d’une  constante  est 
encore  une  quantité  constante,  représentons  cette  quantité 
par  b , notre  équation  devient 

y(.  t +p')^b\ 

et,  en  divisant  par  y,  on  a ' : / . ■ •' 


et  par  conséquent 


+ P,z=-Z> 

J • 4 


•»w  . ' v , > • i.f./,  ’i  • 

b b — r br — ra 

dr  . • / 7.  . • 

mettant  au  lieu  d e p,  et  passant  à la  racine,  on  obtient 


ilx 

I 

ce  qui  donne  enfin 


4 Y V by—y* 


X 


(73)  , 


dx  — 


_ ‘ jày 


V by—y’’  \ ■ 

Kn  comparant  cette  équation  à l’équation  (i^d^page  wjg , 


4^6  CALCUL  DES  VARIATIONS. 

on  la  reconnaît  pour  être  celle  d’une  cycloïde  AMB  à base 
Fig.  i»a.  horizontale , fig.  12a,  dans  laquelle  b serait  le  diamètre  CD 
du  cercle  générateur.  Soit  a le  rayon.OM  de  ce  cercle,  on 
pourra  mettre  aa  à la  place  de  b , et  l’équation  de  notre 
cycloïde  deviendra 

624.  Pour  intégrer  cette  équation  faisons 

a — jr  — z s 

élevant  au  carré,  on  obtiendra,  en  transposant  et  réduisant  * 

D’un  autre  côté,  l’équation 

a — jr  — z , 

nous  donne 

àjr  = — dz  ; 

substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (74),  on  a 
jà \jr  _ (a — t)  ài 

y/  lay  — y'  \/  à* — z4  . . 

et  en  exécutant  là  multiplication  indiquée  jfcr  les  paren- 
thèses , il  vient 

jràjr  ^ gj2__.,,  h5); 

y/i  <ry—yx  V a%  — z'  y/a'—z1 

* et  en  intégrant , on  aura 

' f _ f.  zdz-~  - f-  . . (76). 

i J y/ 2fl^  —JT*  J a%  — z’  J y/  a*  — 2’ 

62g.  Pour  effectuer  l’intégration  indiquée  [équ.  (76)]»  P41 
2^z , on  multipliera  par  i les  deux 

'on  reconnaîtra  ensuite  qu’au  signe 


la  formule  f —r~= , 
* i j/a'-î’ 

termes  de  flwraction,  et  1’ 
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près  le  numérateur  est  la  différentielle  de  i’ expression  qui 
est  sous  le  radical.  Par  conséquent,  on  aura , art.  71 , 


D’une  autre  part,  pour  déterminer  la  seconde  intégrale  du 
second  membre  de  l’équation  (76) , nous  avons  jequat.  (12), 
art.  275], 


les  valeurs  des  intégrales  que  nous  venôns  de  déterminer 
étant  substituées  dans  l'équation  (76) , nous  aurons 

f — = — **  + a arc  fcos  = - 

remettant  dans  cette  équation  la  valeur  a — y de  z, 
•et  nommant  C la,  nouvelle  constante  qu'on  doit  y ajou- 
ter, on  aura  enfin,  en  transposant  les  termes  du  second 
membre, 

/ j7^7- = “ *"('•■ = *?)  - \/™r-r+ c , 

et,  en  remplaçant  le  premier  membre  par  sa  valeur  x , on 
obtiendra 

x = aarc^cos=  ° g ^ — V a ay  — y‘  +C  (*)  ...  (77). 


(*)  Cette  équation , lorsqu’on  fait  C = o , art.  626 , étant  mise  sous 
cette  forme 


exprime  la  condition  que  la  droite  AD , fig.  taa,  est  égale  à l’arc  MD.  Fig.iaa. 
En  effet,  nommons  AP  = x,  PM  = r,  OM  ==  a,  on  aura 
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Ayaut'deux  constantes , il  faudra  deux  conditions  pour  les 
déterminer. 


V/  w — y*  o»V {ia  — y)  y a=  [/ (CD  — DE)  DE  = t/CE  x DE 
= = ME  = PD  ; 

donc 


x-+-  v lay  — jr*  = AP  4-  PD  = AD  ; 
si  l’on  décrit  ensuite  avec  l’unité  pour  rayon  l’arc  nr,  on  a 
arc  nr  = arc  (cos  = Oe) , 

et  la  similitude  des  secteurs  OMD,  Onr  nous  fournit  la  proportion 
a : OE  I : Oe, 


d’où  l’on  lire 
et  par  conséquent 


of  = 2E=in£, 


( a — y\ 

arc  nr  = arc  I cos= 1. 

On  passera  ensuite  de  l’arc  nr  à l’arc  MD  par  cotte  autre  proportion  * 
a ‘ i J ; are  MD  ; arc  nr, 


qui  nous  donnera 


^cos  ^ ==  arc  MD  ; 


cette  valeur  excelle  do  r + V'as  — mises  dans  l’équation  (78),  la 
réduiront  à 

AD  = arc  MD  ; 

ce  qui  est  la  propriété  de  la  cycloïde, 

Et  si  l’on  remarque  que  l’arc  MD  ayant  pour  cosinus  OD  — DE,  c’est- 
à-dire  a — y,  i pour  sinus  ME,  et  que  ce  sinus  est  déterminé  par  la  pro- 
portion 

l . DE  : ME  ::  ME  ; EO 

ou  y : ME  ::  ME  : iay, 

on  peut  remplacer  arc  cos  = (a  — y)  par  arc  sin  = V'y^ia — y)t  ol  par 
conséquent 

a —y  t/a  ay—y* 

arc  cosx  ■ par  arc  sin  = ■ — ; 

a ' a 

ce  qui  fiait  coïncider  l’équation  78  arec  celle  de  Ta  note  de  la  page  t5o. 


Digitized  by  Google 


MÀXÏMA  ET  MTNIMA.  DIS  FORMULES  INTEGRALES.  479 

626.  Par  exemple  , si  les  coordonnées  des  limites  de  l’in- 
tégrale sont,  pour  le  point  A,  fig.  122,  x~  o etjr  — o,  im 

et , pour  le  point  B , x — m et  y = o , en  substituant 
ces  valeurs  dans  l’équation  (7  4)  , on  aura  dans  le  pre- 
mier cas  , 

o = a arc  ( cos  = 1)  + C»  . . (79),  •• 

et  dans  le  second 

m = a (arc  cos  = 1)  -f-  C; 

et  comme  l’arc  qui  a l’unité  pour  cosinus  est  égal  à zéro 
ou  à un  multiple  de  la  circonférence , nous  adopterons  pour 
le  point  A la  première  hypothèse,  parce  que  la  figure  122  jji(,  JM 
nous  montre  qu’en  A les  points  D et  M coïncident;  et  l’é- 
quation (79)  se  réduira  à 

o = C. 

Nous  voyons  d’une  autre  part  qu’au  point  B,  l’arc  qui  a 
l’unité  pour  cosinus  est  égal  à lsf  circonférence.  Désignant 
donc  par  2sr  la  circonférence  dont  le  rayon  est  1,  nous  rem- 
placerons arc  (cos=  1)  par  lira,  et  nous  aurons 

m = 2 ira. 

Ainsi  les  constantes  seront  déterminées  pari-  les  équations 


627.  Dans  le  cas  où  les  extrémités  de  la  courbe  ne  sont 
pas  des  points  fixes,  on  doit  tenir  compte  des  termes. . . . 
V^x  + P#  de  l’équation  (5o),  qui,  quoique  renfermant  des 
quantités  infiniment  petites/x  et  Jy,  ne  sont  pas  à négliger. 
En  effet,  la  somme  de  ces  termes  étant  égale  à zéro,  par 
suite  de  l’indépendance  de  la  partie  intégrale  de  l’équation 
(45),  art.  604,  il  en  résulte 

\i~x  + P«  = o , . (80)  ; 


% 
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et  l’on  voit  que  cette  équation , comme  toute  équation 
différentielle,  doit,  en  thèse  générale,  conduire  à une  in- 
tégrale qui  renferme  nécessairement  une  relation  entre  les 
variables. 

628.  Pour  donner  plus  de  développement  à l’équa- 
tion (80) , nous  y mettrons  les  valeurs  de  V,  de  P et  de  •, 
fournies  par  les  équations  (68) , (70)  et  (37) , et  nous  la  ré- 
duirons à 


Vx 


VrV  1+  />’ 


«r— pJ*)  = oi 


réduisant  an  même  dénominateur  ; en  multipliant  et  divi- 
sant la  première  expression  par  \/  1 -f-p7,  nous  obtien- 
drons 


...  P 

VjrV  1 +/>*  \CjV  i +p% 


{ty—p*x)  = o, 


équation  qui  se  réduit  à 

**  ■ Pfy 


VjV  1 VjrV  1 +p 


— O.  , 


(81), 


et  qu’on  peut  encore  simplifier  si  l'on  désigne  par  df  l’élé- 
ment d’un  arc  de  courbe  ; car  alors  nous  aurons 


y1’  dx1  -f-  dj-*  = ds  ; 

d’où  nous  tirerons,  après  avoir  divisé  par  dx5  sous  le 
radical  et  multiplié  p ar  dx  en  dehors , 


dxv/,+^=d,; 


4r 


et  en  faisant 


ta 


aiAXlMA  ET  SIINIMA  DES  FOnMUl.ES  IKTÜOBJItA.  A8t 

on  obtiendra 

t/7+^  = 5i- 

Au  moyen  de  cette  équation,  nous  éliminerons  le  radical 
en  d^T0"  IaqUelle8e|^uira,  en  changeant  pdx 

«fcr  4-  djr  J',  _ 

+ àTvyJ  °*  • 

629.  Remarquons  que  cette  équation  n'aura  lieu  que 
poui  les  coordonnées  x , / pi  r'  r«  j . * 

A et  R en  „„„  - > J > et  x , jr  , des  points  extrêmes 

a et  d,  en  sorte  qu  on  aura 


au  point  A, 


dx' 


df  1/7  dj  V</ 


(8a), 

aupdp.B,-^*r-+TJ£L<y.=  i)  (ej); 


di  Kr"  ds  v/ jr" 

ces  points  extrêmes  A et  B n’étant  pas  fixes,  peuvent 
etre  assujetti  à se  mouvoir  sur  les  courbes  KM,  LN, 
g.  ia3,  dont  les  équations  sont  Fig.iaî. 

M = o,  et  N = o; 

et  comme  Met  N sont  des  fonctions,  l’une  de  x' et  de  r' 
et  autre  de  x'  et  de  jr* } nous  aurons  * 

— jw'  dM  dN  dN 

dx'<r*+dÿ<^=0’ 

Ces  équations  nous  serviront  à éliminer  l’une  des  variations 
contenues  dans  les  équations  (82)  et  (83),  et  alors  l’autre 
de  ces  variations  deviendra  un  facteur  commun  qUe  nous 
supprimerons. 

Tirant  donc  des  équations  M = o et  N = 0 les  valeurs 

klem.  de  Cale,  dijff.  ^ 


; > . 
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ri* 


Cl  les  substituant  dans  les  équations  (82)  et  (83),  on  ob- 
tiendra 


a*'  , jy_ 
dsv/7  ^sVf 


— M'  = 0, 


dx" 


=5  + 


*lr 


— N°=ô; 


dfv/7  1 

et  l’on  tirera  do  ces  équations 

d y _ » J7 L 

«l?  — “ M'  » dx*  ” H" 

63o.  Maintenant,  si , au  moyen  de  l’équation  (77),  nous 
éliminons  la  valeur  de  x contenue  avec  y dans  les  fonctions 
M'  et  N",  ces  fonctions  se  changeront  en  des  fonctions  M,  et 
N qui  seront  composées  enj-  de  la  même  manière;  de  sorte 
que  si  l’on  fait  y = o dans  l’une  et  dans  l’autre , ces  fonc- 
tions se  réduiront  à une  même  constante  a,  qui,  suivant 
le  cas , pourra  cire  zéro  ; nous  aurons  donc  alors 

Af  a y 

dx'  dx” 


Or,  il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  sont  précisément 
,2j  celles  qui  ont  lieu  aux  points  A et  B,  fig.  ia3  ; car  en  ces 
points  on  a j-  = o,  comme  nous  venons  de  le  supposer; 

et  si  l’on  considère  que  représente  en  général  l’angle 

que  l’élément  de  la  courbe  fait  au  point  x,y,  avec  l’axe 
des  abscisses , on  verra  que  ces  élémens  forment  des  angles 
cgaqx , et  que  par  conséquent  les  tangentes  en  A et  en  B 
sont  parallèles. 

63 1 . Les  problèmes  que  nous  avons  résolus  jusqu  à présent 
par  le  Calcul  des  variations,  se  rapportent  à des  inaxima 
ou  à des  minima  absolus  ; il  existe  une  autre  classe  de 
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problèmes,  qu’on  peut  comprendre  sous  la  dénomination 
de  maxima  ou  de  minima  relatifs.  Dans  ces  derniers,  on 
considère  des  courbes  qui  jouissent  d’une  propriété  com- 
mune, et  Ion  demande  quelle  est,  parmi  ces  courbes, 
celle  pour  laquelle  une  certaine  formule  intégrale  est  un 
maximum  ou  un  minimum.  En  voici  un  exemple  : entre 
toutes  les  courbes  planes  de  même  longueur,  déterminer 
quelle  est  celle  pour  laquelle  la  formule  intégrale  /Ydx 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 

L’élément  d’une  courbe  plane  étant 


la  longueur  de  cette  courbe  aura  pour  expression 
fV  dx*  -}-  A y' , 

et  en  mettant  le  facteur  dx  en  dehors  du  radical , deviendra 


or,  on  veut  que  celte  expression  d’un  arc  de  courbe  soit 
une  quantité  constante,  on  aura  donc , par  la  première  con- 
dition du  problème, 


Cela  pose,  la  variation  d’une  constante  étant  égale  à zéro 
on  déduit  de  cette  équation 


l/d*1  -+•  Ay\ 


= constante  = A. . . . (84). 


La  seconde  condition  du  problème  nous  donne 
/"Ydx  = maximum  ou  minimum . 


Fig.n4 


I 


CALCUL  DES  VARIATION*. 

Culte  seconde  condition  sera  remplie  si  I on  a 
J/Ydx=o... . (86). 

Sous  un  certain  point  de  vue,  on  peut  considérer /Ydx 
cçmme  l’expression  d’une  surface , lors  même  que  Y ne  serait 
pas  d’une  seule  dimension,  ainsi  que  l’exige  la  formule  81 
(art  348,  page  a59).  En  effet,  en  prenant  autant  d’unités 
linéaires  que  Y,  selon  le  cas  (*),  renferme  d’unités,  ou 
carrées,  ou  cubiques,  ou  autres,  on  pourra  toujours  ra- 
mener cette  fonction  à prendre  la  forme  d’une  quantité 
d’une  seule  dimension. 

Cela  posé,  si  nous  représentons,  fig.  1^4 > Par  AMP  ,a 
surface  qui  a /Ydx  pour  expression , nous  ne  pouvons,  en 
thèse  générale,  placer  l’origine  au  point  où /Ydx  devient 
nul  ; car  ce  serait  trop  se  restreindre  dans  le  choix  que 
nous  pouvons  faire  de  cette  origine.  Ainsi,  pour  conserver 
en  cela  toute  la  latitude  possible,  au  lieu  de  compter  les  x 
depuis  le  point  A,  nous  les  compterons  à partir  d’un  point 
quelconque  0 ; de  sorte  que  si  la  formule  qui  nous  est 
donnée  est  exprimée  par 

/(Ydx)  = /x, 


c’est-à-dire  par 


AMP  = /x..  . 


et  se  rapporte  à l’abscisse  x = AP  qui  s’évanouit  avec 
l’intégrale , qt  qu’on  veuille  compter  les  abscisses  d’une 
origine  O , il  faudra  remplacer  x = AP  par 


l>ar  exemple,  si  Y représentait  la  fonction  «r,  q«ü  est  de  trois 
dimensions , et  que  le  centimètre  fût  l’unité , en  prenant  autant  de  cen- 
r mètres  cubes  qu’U  y a d’unités  dans  ay' , on  aurait  pour  Y un  paralle- 
Ïe  dont  la  longueur  serait  «r*  et  qui  aurait  l’unité  pour  ses  deux 
ZL  dimensions.  Représentant  donc  par  u- le  carre  de  lumte,  on 

-,  Süli,  et  alors  Y prendrait  la  forme  d’une  expression 

remplacerait  or9  » 

linéaire.  . , •>  ' >' 


1 
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x -f-  a =:  OP  AO  ! 

et  alors  nous  aurons 

t /(Ydx)  = otVeOBMP -f-at'reABO (88).  Fig.134. 

L'aire  ABO  se  déterminera  en  supposant  que  l’espace  AMP 
se  re'duise  à ABO  lorsque  x = a,  ce  qui  changera  l’equa- 
tion  (87)  en 

aire  ABO  = fa\ 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (88),  et  rempla- 
çant aire  OBMP  par  fYdx,  nous  obtiendrons 

f(Ydx)  = fYdx  +fa. 

Dans  la  première  intégrale,  indique'e  par  f(Ydx),  nous 
comptons  les  x depuis  le  point  A,  tandis  que  dans  la  se- 
conde , nous  les  comptons  depuis  le  point  O , ce  qui  revient 
à supposer  que  la  formule  fYdx , renfermée  dans  l’équa- 
tion (86) , au  lieu  de  se  rapporter  à l’origine  A , se  rap- 
porte à une  origine  quelconque  O,  pourvu  qu’on  y ajoute 
une  constante  fa,  que  nous  représenterons  par  C ; dans 
cette  hypothèse  , la  formule  (86)  deviendra  donc 

<r(/Yd*-j-C)  = o....  (89). 

La  constante  C qui  entre  dans  cette  expression  étant  arbi- 
traire , ne  diffère  de  la  constante  déterminée  A qu’en  ce 
qu’elle  peut  devenir  A par  une  valeur  particulière,  ce  qui 
exige  qu’on  ait 

C = nA  . . • . (90), 

n étant  un  facteur  indéterminé  qui  se  réduit  à L’unité  quand 
C = A ; remplaçant  A par  sa  valeur  constante , 
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que  nous  donne  l’e'quation  (84),  nous  aurons 


e.tpar  conséquent  la  formule  /Ydx  -f-  C deviendra 
fiàx+nfdx\J  i+jjp 


ou,  en  comprenant  toute  l’eu  pression  sous  le  signe  d’inté- 
gration , 


/ ^Ydx  -f-  ndx 


de  sorte  que  l’équation  (8g)  peut  être  remplacée  par 
celle-ci  : 


"‘Ky+V' +&)='’■ 


1 

équation  qui,  en  faisant  = p , peut  s’écrire  ainsi. 


//dx(Y  -f  n[/ 1 +p')  =zo (gi). 

632.  Cette  équation  exprime  d’ailleurs  d’une  manière 
implicite  une  condition  de  maximum  ou  de  minimum  ; car 
la  partie  constante  /dx [/ 1 p*  étant  conamuneà  toutes 
le?  courbes  que  comprend  cette  équation , si  ces  courbçs 
ont  un  maximum  ou  un  minimum , cela  ne  pourra  provenir 
que  de  la  partie  /Ydx,  si  cette  partie  en  est  susceptible. 

Le  problème  ne  dépend  donc  pl  us  que  de  la  formule  (g  i ) , 
qui  change  la  question  de  maximum  ou  de  minimum  re- 
latif en  celle  de  maximum  ou  de  minimum  absolu. 

633.  Le  procédé  auquel  nous  sommes  conduits  par  cette 

théorie  revient  évidemment  à multiplier  la  formule 
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d*v/ 1 ■+- p*  par  une  constante  arbitraire  et  à l’ajouter  à 
l’autre. 

C’est  la  règle  qu’Euler  proposa  le  premier  pour  conver- 
tir un  maximum  ou  minimum  relatif  en  maximum  ou  mi- 
nimum absolu.  ( Noie  dix-huilieme  ) 

634.  Il  suit  de  ce  qui  précède  qu’on  peut  maintenant  ap- 
pliquer la  formule  (40  à l’équation  (gi).  Ainsi,  en  adop- 
tant l’hypothèse  que  les  points  extrêmes  de  la  courbe 
soient  fixes,  cette  équation  (40  se  réduisant  à la  partie  qui 
est  spus  le  signe  d'intégration , nous  donnera 


w dP  , d’Q  t 

w-5+5#"c  ==0---  Wi 


et  si  l’on  compare  la  partie  qui  est  affectée  du  signe  d’inté- 
gration , dans  l’équation  (91),  à cette  formule 

Vdx  ==  Md.r  -|-  Ndj'-j-  Pd/J  -f-  Qdy  -f-  etc., 
on  aura 

V = Y+  n\/T+J% 

et  par  conséquent  i-. . >•.  ; 


„ „ dV  dY  n dV  nP 

M = o,  N ou  -j-  =—  , P ou  — = — . ? - , Q = o ; 
Ajr  djr  dp  . Vx+p'  X 

H » . * ' • 

au  moyen  de  ces  valeurs , la  formule  (92),  donnera 

A nP 


dY 

dj  dx 

effectuant  la  différenciation  du  second  terme  par  la  règle 
des  fractions,  et  mettant  le  diviseur  dx  en  dehors,  on 
trouvera 


dY 


d r A* 


+/»* 


dp=  o; 
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réduisant  au  même  dénominateur,  et  effaçant  les  termes 
qui  se  détruisent,  on  trouvera 

dY  i nàp 
dr  dx  1 = °> 

('  + pT 

multipliant  par  djr,  et  changeant  ~ 


dY = 


m en  p , on  aura 

(93); 


(«  + p'V 

observant  que  le  numérateur  npdp , est , à un  facteur  cons- 
tant près,  la  différentielle  du  dénominateur,  on  intégrera 
par  1 article  271 , la  fraction  qui  forme  le  second  terme  de 
l’équation  (93) , et  l’on  trouvera 

t • 

Y+n(i-+-^)  7 = b; 
on  tire  de  cette  équation 

n 


— b-. 


et  par  conséquent 


(«+/>*)’ 


7=*- Y, 


(t+pV 

n 


ce  qui  donne 

n i 

y— ï = (t  +/»*)% 

ou,  en  changeant  l’exposant  fractionnaire  en  radical, 


~v=  V*  +P'\ 


b -T 


ij , 


mettant  la  place  de/>,  et  multipliant  ensuite  par  dcr 
on  obtient  ce  résultat. 


ndjc 

b — Y 


= Vdx’+djr\ 


Digitized  by  Google 


MAXIM  A ET  MÏNIM  A DF.S  FORMULES  INTÉGRALES.  4®9 

d’où  l’on  déduit,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré 
n’ 


- dx*  = dx*  + ày  ; 


(b  - Y)* 

faisant  passer  dx*  dans  le  premier  membre,  et  le  mettant 
en  facteur  commun , on  obtiendra 


G 


n’ 


— »""]  dx*  = àj‘  ; 


lb  — Y)*  _j 
ou  en  réduisant  au  même  dénominateur, 
n*-(ù- Y)*  . 

{b  _ y)»  ax  ~ » 

tirant  la  valeur  de  dx*,  on  aura  enfin 

(Jyl 

n*  — (b  — Y)2  J ’ 
équation  qui  donne,  en  passant  à la  racine, 
(b  — Y)  djr 


dx  : 


V/n*_(6  — Y)»'  " 
et  en  intégrant,  on  trouve  enfin 

— I - 

J Vn'—  (b  — YV 


(94)! 


(95)- 


Quand  on  aura  donné  la  fonction  Y,  cette  équation  sera 
celle  de  la  courbe  cherchée. 

Les  constantes  b , c et  n se  déterminent  par  les  conditions 
que  la  courbe  passe  par  les  points  fixes  A et  B,  et  que  la 
partie  de  la  courbe  comprise  entre  ces  limites  ait  une  lon- 
gueur donnée. 

635.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  Y de  y soit 
cette  ordonnée  même.  L’intégrale  /Ydx  représentera  alors, 
art.  348  et  349  , l’aire  d’une  courbe  plane,  et  le  problème 
énoncé  art.  63 1 , se  réduira  à celui-ci  : 

Déterminer,  parmi  toutes  les  courbes  planes  de  même 
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longueur,  quelle  est  celle  dont  la  superjicie,  exprimée  par 
fydx,  est  un  maximum  ou  un  minimum. 

Dans  ce  cas,  l’équatiou  (f)5)  se  réduit  à 
{b  - r)  dr 


dx: 


V 71*  — {b  — jry 


(9  6); 


et  comme  le  numérateur  est , à une  constante  près,  la  dif- 
férentielle du  dénominateur,  nous  parviendrons  à inté- 
grer le  second  membre  de  l’équation  (96),  en  supposant, 
art.  271 , 

»•-(*  -jY  = z, 

ce  qui  nous  donnera 

dz  = 2(*—  y)dy, 
et  nous  changerons  l’équation  (96)  eu 


dx  = 


dz 


et  en  intégrant , nous  aurons 


= ï*~Vdz, 


x = z7  -f-  constante  ; 


rétablissant  la  valeur  de  z en  mettant  c à la  place  de  la 
constante  , nous  trouverons 


x=c+^  /»’—  [b— y)\ 

et  si  l’on  observe  que  le  carré  de  b — y est  le  même  que 
celui  de — b , cette  équation  pourra  se  mettre  sous  cette 
forme 

(X  — cy+  (y — by  = n\ 

ce  qui  est  l’équation  d’un  cercle  décrit  avec  le  rayon  n , et 
qui  aurait  c et  b pour  coordonnées  du  centre. 

636.  Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment,  en  don- 
nant une  forme  particulière  à la  fonction  Y , on  peut  obte- 
nir la  solution  d’une  foule  de  problèmes  de  même  genre. 


FIN  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS. 
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NOTES. 


NOTE  PREMIÈRE  (page  a3). 

Démonstration  de  la  formule  de  Newton , par  le  calcul 
différentiel. 

Procédant  comme  dans  la  méthode  des  coefîicicns  indé- 
terminés, soit 

(i  +z)n  = A -f-  Bz  -}-  Cs*  -f-  fis1  -f-  Es4,  etc. 

En  faisant  s=  o,  cette  équation  se  réduit  à 
i = A; 

et  par  çonséquent  on  peut  écrire 

(t  + s)”»  i +Rs  Cs*  Dz:)  •+■  Es*  -f-  etc. . (t) 
Différenciant  les  deux  membres  de  cette  équation , on  a 
m(i  s)"'—'  ds  = Bds-|-aCzds  4-3Dz*dz4-4Ez*dz-f*etc- 
Supprimant  le  facteur  commun  dz , il  reste 

m (i  -f-  z)m—  =B  + aCz  -f-  3Dz*  4*  4^z3  4*  etc. 

Cette  équation  ayant  lieu,  quel  que  soit  z , je  fais  s = o, 
et  elle  se  réduit  à 

m — B. 

Différenciant  de  nouveau,  et  divisant  par  dz,  on  aura 
m[m — i) (i — aC  -f-  2.3Dz  -f-  3.4Ez*  -f-etr. 
Faisant  encore  s = o,  on  obtiendra 

m (m  — i)  = aC , 


s 
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et  par  conséquent 


NOTE  DEUXIÈME. 


C = 


on  déterminera  de  même  tous  les  autres  coefficiens , et 
en  mettant  leuas  valeurs  dans  l’équation  (1),  cette  équa-r 
tion  deviendra 


(i-f  z)m=i+mz- 


m(m  — i)_t  i m(m — i)(m — 2)  3 


1.2.3 


zJ-4-etc. 


Faisant  z = - on  aura 
a 


1 1 O*1  , m(m—i)(m — 2)**  . 

+mi  + —rr-ï+ — rjT~Jp-heu- 

Réduisant  le  premier  membre  au  même  dénominateur , on 
le  convertira  en 


ou  plutôt  en 


(a  -4-  x)m 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente  et 
chassant  le  dénominateur  du  premier  membre,  on  ob- 
tiendra 

[a  4-  x)m=z  am 4-  mam~'x  4-  1}  a*— 

1.2 


m (m  — 1 ) (m  — 2)  _ 


1.2.3 

ce  qui  est  la  formule  de  Newton. 


m— 3—3 


xs  -f-  etc. 


NOTE  SECONDE  (page  24). 

Moyen  usité  pour  trouver  promptement  la  différentielle 

de  a*. 

On  peut  supprimer  tout  le  reste  de  cet  article  et  le  rem- 
placer par  ce  qui  suit,  où  l’on  prendra  connaissance  d’un 
procédé  en  usage  pour  parvenir  plus  vite  au  mente 
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résultat , mais  qui  se  rattache  moins  à la  théorie  générale 
que  nous  avons  exposée. 

Si  de  l’équaliou  (19)*  page  24,  on  retranche  l’équation 
primitive , jr  = ax , on  aura 

y — jr  = axah  — a *. 

'Mettant  a*  en  facteur  commun , dans  le  second  membre 
de  cette  équation,  on  trouvera 


X'  — X — «*(«*—  1)....  (1) 

Faisant  a = 1 + pour  que  ak  puisse  se  développer  par 
la  formule  du  binôme , cette  formule  donne 

ah  — 1 -f-  h - + h(h — t)  — f-  h(h  — 1)  (h  — a) 

1 1.2  2.3 

4-  h (h  — 1 ) ( h — 2)  (A  — 3)  - Kr-,  -f  etc. 

2.0.4 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  a*, 
après  qu’on  aura  fait  passer  l’unité  dans  le  premier,  on 
obtiendra 


• . y ' L ‘*|  1'.  ’ 1 . * « * -»  1 kiis U j ’w  1 

a*  [ak—  i)  = axÇh  j + h (A—  1 ) — + h (h — 1)  (A— a)  — f etc.) 


En  vertu  de  l’équation  (1)  on  peut  remplacer  le  premier 
membre  de  celle-ci  par  y — jr,  et  en  divisant  par  A,  on 
aura  enfin 


Passant  à la  limite,  on  fera  A = o , et  cette  équation  de- 
viendra 


<\r 

dx 


/,  b'  b 3 A*  \ 

~ +t“t  +etc> 


ou  en  remettant  la  valeur  de^, 


il  ax 
dsr 


* 


/ 


Digitized  by  Google 


4o4 

Représentons  par  A 
c’est-à-dire  posons 


NOTE  TROISIÈME. 

la  suite  qui  est  entre  les  parenthèses , 


A = b — 


b M 

2 + 3 “4 


+ ete. , 


et  l’équation  précédente  deviendra 


NOTE  TROISIÈME  (page  3g). 


Manière  de  trouver  le  développement  du  logarithme  de 
x + h. 


Voici  un  des  procédés  employés  pour  trouver  le  loga- 
rithme de  x -f-  h.  On  cherchera  d’abord  le  développement 
de  log(i  + x)  en  opérant  de  la  sorte  : on  égalera  log(i-f-A) 
à une  suite  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances  de 
x , on  observant  préliminairement  que , dans  cette  suite,  il 
ne  peut  y avoir  un  terme  indépendant  de  x.  En  effet,  si 
l’on  avait 

log  (i  -f-  x)  = A -f-  Bx  -f*  Cx’  -f-  etc. , 

cette  équation  devant  avoir  lieu , quel  que  soit  x,  il  en  ré- 
sulterait qu’en  faisant  x = o,  on  trouverait  A = log  i = o ; 
ainsi  nous  écrirons 

log(i  +x)  = Ax-j-Bxa4-Cr3-f  Dar^+etc....  (i); 

changeant  x en  z , on  aura  pareillement 

log  (J  + *)  = Ax  Bz’  ■+•  Cz3  -f-  etc.  ; 

z étant  arbitraire , nous  pourrons  supposer  qu’il  y a entre 
x et  z la  relation 

(I  + X)’  OU  I -|-  2X -f- X*  = 1 -f-  z; 


V 


i 
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tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  z , et  la  substituant 
dans  l’équation  (i) , nous  trouverons 

log<  t +x)*=A(2x  -f-x’)  + B (2x+xa)*+  Qax+x’J^etc.  ; 

ou,  en  de'veloppant  et  ordonnant  par  rapport  à x, 

log(i-f-x)’=2Ax4-  A ix’-)-4B  | B ix1  + etc. 

4*4Bj  4"SCj  -l-taCl  ....  (2). 

+ .6D^ 

D'une  autre  part,  la  propriété  des  logarithmes  étant  ex- 
primée par  cette  équation  logo'1  = n log  a , nous  avons 

/ 

log  (t  -f  x)a  = 2 log'l  4-  X), 

ou,  en  mettant  pour  1 4-  x son  développement  (1), 

log  (1  4-  x)*  = 2 (Ax  4-  Bxs  4-  Cx3  4-  etc.)  ; 

1 ♦ > 
substituant  cette  valeur  de  log(i  4-  x)*  dans  le  premier 
membre  de  l’équation  (2),  nous  aurons  une  équation  qui 
aura  lieu , quel  que  soit  x ; par  conséquent , en  égalant  en- 
tre eux  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  dex,  nous 
obtiendrons 


2A  = bA,  A -f  4B  = 2B,  4B4-BC  = 2C,  etc.; 


d’où  nous  tirerons 


substituant  ces  valeurs , nous  trouverons 

(x%  & x^  \ 

X—-  4-  J —J  4-etc.J  + C. 

La  constante  est  nulle,  car  x = o donne  G = log  1 as  o. 
Faisons  x = - , nous  aurons  i-f-x=  - * : substituant, 

X X ’ 


I 
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et  changeant  en  différence  le  logarithme  du  quotient,  il 

vient 

, , , . /*  A*  h*  h*  \ 

log<*+A)-log*=A(^-  — 

cette  équation  donne  , lorsqu’on  passe  à la  limite, 

dlogx  A , . ...  dï  . 

— ■ ° =-,  et  par  conséquent  dlogx  = — A, 

âx  x x 

équation  «le  même  forme  que  l’équation  (3o) , page  ?.8. 


NOTE  QUATRIÈME  (page  46). 

Supplément  à la  différenciation  des  fonctions  de  plusieurs 
variables. 

Si,  comme  dans  l’art.  68,  u est  une  fonction  de  trois 
variables  indépendantes  x,  y , z,  nous  en  trouverons  la 
différentielle  seconde  en  réunissant  les  différentielles  de 


dn  , , du  , du  , 

jjck+^dr  + jjd,.. 


<0, 


prises  par  rapport  à chacune  des  variables  ; mais  pour  cela 
il  faudra  observer  que  dx  n’ayant  point  de  différentielle 
seconde  à cause  de  l’indépendance  de  x,  ilen  sera  de  même 
de  dj-  et  de  dz , à l'égard  d ej-  et  de  z.  Ainsi , en  différenciant, 
nous  traiterons  les  facteurs  dx,  dj  et  dz  de  l’équation  (1) 
comme  des  constantes , et  nous  aurons,  en  différenciant, 


. d’u 

par  rapport  a x , j— ■ dxa 
d’u 


d’u  d*u 

dj-dx-f -j-j-dzdx, 


4r<ix 

d*u  , 


par  rapport  à jr,  dj-’  -f 


dzdx 

d*u 

dz4r 


dzdj, 


dxdx  “ J ' ir1 

d’u  , . . d’u  , , d’u  . 

par  rapport  à z,  JJj^xdz  + —djrdz  + -g-  dz* ; 
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ajoutant  ces  résultats , on  aura  pour  la  différentielle  totale 
de  l’expression  (i), 


2d'«  , . . ad*«  , , 

dxily  + - — — didz  ■ 


dxdj 


djrdz 


2d’u 

djdz 


dj-Jz 


...  (2). 


Si  (u)  n’était  fonction  que  de  deux  variables  x et  jrt  ce  ré- 
sultat se  réduirait  à ^ 

d*u  j , . d’u  , „ , 2d”«  , . 

a-,  = -^.+—^.+—4*^....  (3); 

en  continuant  de  différencier  de  la  même  manière  les  équa- 
tions (2)  et  (3),  on  trouverait  les  différentielles  troisièmes, 
quatrièmes,  etc. , de  u;  et,  dans  ces  différentielles  succes- 
sives, on  remarquerait  aisément  .l’analogie  qu’elles  ont 
avec  les  puissances  d’un  binôme,  d’un  trinôme,  etc. , selon 
que  la  fonction  se  composerait  de  deux  , de  trois,  ou  d’un 
plus  grand  nombre  de  variables. 

Dans  l’hypothèse  de  l’art.  71,  où  parmi  les  trois  variables 
x,  jr,  z que  renferme  a,  il  n’y  a que  les  deux  premières 
qui  soient  indépendantes , il  faut  regarder  z comme  une 
fonction  de  x et  de  y dont  on  tiendra  compte  dans  la  dif- 
férentielle. Par  conséquent , en  remplaçant  dz  par. .... 

^ dx-f-  — dj-,  la  formule  (1)  pourra  s’écrire  ainsi  : 


d(u) 


/du 


, du  dz\  , . /du  . d u d r\  , 

+ dïdî)^  + W + dTj7)^; 


et  u contenant  z implicitement,  sera  ramené  à une  fonc- 
tion de  deux  variables.  La  différentielle  seconde  de  u se  dé- 
terminera donc  par  la  formule  (3),  pourvu  que  nous  trai- 
tions z comme  une  fonction  de  x et  dejr-  et  la  question 
se  réduira  à obtenir  les  valeurs  que  prendront  alors 
1 item,  de  Cale.  diff. 


/ 


Digilized  by  Google 


NOTE  QIÎATBIÈME- 


498 

d’u  d’u 


d'u 


, et  à les  substituer  dans  la  formule  (3). 


dx*’  djr*’  dx([y  ’ 

Pour  cet  effet , les  équations  (46)  et  (47) , art.  69,  page  46 1 
nous  donneront  d’abord  pour  les  coefficiens  différentiels 
du  premier  ordre  de  u,  par  rapport  à x,  à y et  à la  va- 
riable x considérée  comme  fonction  des  deux  autres 

d(u) du  du  dz  d(u)_  du  du  dz  . 

dF~dï  + di'dP  + à (4,î 

différenciant  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à x 

seul , d'après  l’art.  \\,  on  aura  ce  coefficient  différentiel 

, d*(u)  d’u  d’u  dz  , d‘*  d'z 
parue  Je  - = f 


dzdx  dx  dz  dx’"  ’ ^ ’ 


différenciant  ensuite  la  première  des  équations  (4)  par  rap- 
port à z,  fonction  de  x,  on  aura  cet  autre  coefficient  diffé- 
rentiel, 

, d’(u)  d’u  dz  d’u  dz  dz  c 

* ParUe  dC  dx7  ==  dxdz  ‘ dx  + dz’  ' Tx- K"”  (6)î 

, . . , , , . du  d’z 

nous  n ajoutons  point  a ce  résultat  le  terme  — que 

devrait  amener  la  règle  de  l’art.  i4,  parce  qu’en  mettant 
ce  terme  sous  cette  forme 


du  d’z  du 


'dz\. 

\dzj 


du  d 1 du  d . constante 


dz  dzdx  dz  dx 


dz  dx  dz 


dx 


on  voit  qu’il  s’évanouit , par  la  raison  qu’une  constante  n’a 
point  de  différentielle.  Ajoutant  donc  les  résultats(5)  et  (6), 
nous  aurons  pour  le  coefficient  différentiel  par  rapport  à x, 

d’(u)  d’u  zd’u 
1 


dz  du  d*z  d’u  dz’ 

dxdz  ’ dx  dz  '!■»*’  1 •>*’  «*•»•**  ’ ” ^ ’ 


dx*  dx*  1 dxdz  " dx  * dz  " dx’  ‘ dz’  dx’ 
opérant  de  même  pour  y,  on  trouvera 

d’(u)  d’u  é ad’u  dz  du  d’z  d’u  dz’ 
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11  ne  s’agit  plus  que  de  trouver  On  y peut  parvenir 

de  deux  manières  differentes , soit  que  l’on  différencie  la 
première  des  équations  (4),  par  rapport  à y et  à z traité 
comme  fonction  de  y,  soit  qu’on  différencie  la  seconde  des 
équations  par  rapport  à x et  à z traité  comme  fonction  de 
x.  Opérant  dans  la  première  hypothèse , nous  obtiendrons , 
en  différenciant  la  première  des  équations  (4)  par  rapport 
à J » 

„ . , d’(u)  dau  d’u  dz  . du  d’z 

i '*  partie  de  — — — 


, - dz  du 

J * dx  dz  * dxd \y* 


dxdy  dxdy  dzdy 
et  eu  la  différenciant  par  rapport  à z,  fonction  dey, 


. d’(u) 

9.  partie  de  ■ = 


dxdy 

ajoutant  ces  deux  parties,  on  trouvera 


d’u  dz  d*u  dz  dz 
dxdz  dy  dz*  dy  ' dx  ’ 


d*(u) d’u  d’u  dz  d*z 

dxd r~~  dxdy~^" dzdy’dx  dz  ‘dxdy 


J’u  dit  . d’udz  dz 
dxdz  dy  dZ’  dydx'  ’ ^ 


Pour  obtenir  la  différentielle  de  u,  dans  l’hypothèse  où  les 
deux  premières  des  variables  x , y , z sont  seules  indépen- 
dantes , il  faudra  donc,  comme  le  prescrit  l’équation  (3), 
multiplier  l’équation  (7)  par  dx’,  l’équation  (8)  par  djr”, 
et  l’équation  (9)  par  adxvly,  et  former  la  somme  de  ces 
produits;  mais  en  prenant  cette  somme  , on  aura  soin  d’o- 
pérer quelques  réductions,  en  observant  que 

dz  . dz  , 

did*+  fràjr=àt’ 

et  que  cette  équation  étant  différenciée  , nous  donne 


d’z  , 

dFd*  +* 


d’z  . d’z  . 

__dxd^-f(jpdr=d»z. 


3a. . 
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NOTE  CINQUIÈME. 


NOTE  CINQUIÈME  (page  47). 


Accord  de  la  notation  de  Fontaine  avec  le  signe  de  la 
division. 


Voici  de  quelle  manière  on  pourrait  démontrer  directe- 
ment que  dans  la  nouvelle  acception  que  donne  le  signe  de 

dr 

la  différentiation  à l’équation  — = A,  on  a le  droit  d’en 


déduire  celle-ci  : 


dx i 

àÿ  ~ Â‘ 

Soit 

J — A + Bh  + Ch*  -f-  D h3  + etc.; 
x — x 


donc 

x'  — x i 

y — y A -f-  B/j  -f-  Ch*  Dft’  -f-  etc.  ’ 


effectuant  la  division  ou  développant  cette  fraction  à l’aide 
du  tliéorème  de  Maclaurin,  on  obtient 


x'  — x i 

passant  à la  limite,  on  a 

dx 

dr 


g 

- h -f-  etc., 


A’ 


ce  qui  montre  qu’en  regardant  x comme  une  fonction  de 
jr,  le  coefficient  différentiel  se  trouve  en  divisant  l’unité 
par  le  coefficient  différentiel  A , qu’on  obtiendrait  en  re- 
gardant jr  comme  une  fonction  de  x. 
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NOTE  SIXIÈME  (pages  170  et  x 74 ) * 

Principe  de  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés. 

Ou  peut  démontrer  de  la  manière  suivante  que  , lors- 
qu’une équation , telle  que 

Ax"  -)-  Bx™-1  -f-  Cx"— 1 . . . + Dx  4-  E = o . . . (1), 

a Heu  quel  que  soit  x,  il  faut  nécessairement  que  chacun 
des  coefficiens  A,  B,  G,  D,  E,  soit  nul.  En  effet,  puisque 
a? peut  avoir  une  valeur  quelconque,  faisons  x = o , l’é- 
quation (1)  se  réduira  à E = o ; et  comme  E est  indépen- 
dant de  x , ce  terme  sera  donc  encore  nui  lorsque  x n’é- 
galera pas  zéro  ; d’où  il  suit  que  l’équation  (1)  se  réduira  à 

Ax”  + Bx*'~  ' -f-  Cxm_“. . . + Dx  = o ; 
supprimant  le  facteur  commun  x,  il  restera 

Axm—  4-  Bx®-1 4-  Cx®-3. . . 4-  D = 0. 

Appliquant  à cette  équation  le  même  raisonnement  que 
nous  avons  employé  à l’égard  de  l’équation  (1),  nous 
prouverons  que  D est  nul;  et  en  continuant  ainsi,  nous 
trouverons  successivement  que  les  autres  coefficiens  le 
sont  aussi. 

Dans  mes  remarques  sur  l’algèbre , j’ai  donné  la  démons- 
tration suivante  de  ce  théorème  : soit  l’équation 

Ax®  ■+■  Bx— 1 4-  Cx®-». . . -f  Mx  + N = o , 

dans  laquelle  x reste  indéterminée.  Il  s’agit  de  prouver 
qu’on  ne  peut  satisfaire  à cette  équation  qu’eu  égalant  sé- 
parément chaque  coefficient  à zéro.  En  effet , ou  les  termes 
de  çette  équafion  sont  nuis  par  eux— mêmes , ou, ces  termes 
n’étant  pas  nuis  séparément , composent  plusieurs  équa- 
tions qui,  étant  ajoutées  ensemble,  forment  la  proposée; 
ou  enfin  la  proposée  ne  résulte  pas  de  la  somme  de  plu- 
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sieurs  équations  , et  ne  peut  être  satisfaite  que  par  la  des- 
truction mutuelle  de  leurs  termes. 

Dans  ce  dernier  cas  on  sait , par  la  théorie  générale  des 
équations,  que  la  proposée  ne  comporte  pour  x que  m 
valeurs.  , 

Dans  le  second  cas  où  elle  est  formée  de  la  somme  de 
plusieurs  équations'égales  à zéro , pour  que  la  valeur  de  x 
soit  convenable , il  faut  qu’elle  satisfasse  en  même  temps  à 
toutes  les  équations  composantes;  ce  qui  exige  qu’elles 
aient  un  facteur  commun.  Par  exemple,  si  les  nombres», 
C,  y,  etc. , satisfont  à l’équation  somme , il  faudra  que  les 
équations  composantes  admettent  les  mêmes  racines , et 
soient  divisibles  par  x — a,  para: — C,  par  x — y,  etc., 
ou  plutôt  par  (x  — «)  (x  — £) (x  — y),  etc.  Or,  ce  facteur 
commun  ne  pouvant  être  d’un  degré  supérieur  à celui  de 
la  moins  élevée  des  équations  composantes,  est  nécessai- 
rement d’un  degré  inférieur  à celui  de  la  proposée,  ce  qui 
limite  encore  plus  les  valeurs  de  x. 

Enfin,  si  les  termes  sont  chacun  nuis , on  aura  les  équa- 
tions 


Axm~ o , Bxn—,=  o,  Cx“_!1=o,..  Mx=o,  N = o. 

dans  lesquels  x devant  conserver  sa  valeur  indéterminée, 
ne  pourra  être  égalé  à zéro;  mais  si  l’on  fait 

i ■ . 

A=?o,  B = o,  C = o..i  M = o,  N = o, 
la  proposée  sera  satisfaite  quel  que  soit  x. 

i 

NOTE  SEPTIÈME  (page  227). 


Intégration  des  fractions  rationnelles  qui,  dans  leurs  dé- 
nominateurs égalés  à zéro,  contiennent  des  racines  ima- 
- ginaires  et  égales. 

. i'.  ■*•'■*•*  ■ ' 

L’intégration  des  fractions  rationnelles  de  cette  espèce 
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5oS 


se  réduisant  A celle  de  la  formule  , comme  la  ma- 

nière  dont  nous  avons  intégré  cette  expression,  page  227, 
est  un  peu  compliquée , nous  allons  indiquer  un  procédé 
moius  direct,  mais  qui  est  en  usage  pour  parvenir  promp- 
tement à ce  but. 

rv  !•  ..S 

On  supposera 

r <u 3î lr  f dt  t,) 

J (&+  z'y~~{C'  + z‘y-'  ‘r  J (f*  + z*)?-"'  v 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/ -■**+«-'  + */5 . 

différenciant,  on  a 

= Hdz  (ff*+  z’)1-'’  +H  (1  — p)  (C’+  z1)- ?2z’dz 

I V 

+ (ff‘  + z*]^  * ’ 


dz  Hdz(£*+z’)  , 2H(I— p)i'àz  (C4+z’)dz 

(F~+  zy~~  (G<  + z'-y  ' <C‘+ï*y  K (^-fz-)'’  ’ 

supprimant  les  facteurs  communs,  on  trouve 

I =H  (f*  + z’)  + 2Ï1  ( t — p)z‘  -h  K (G‘  + z’); 

égalant  entre  eux  les  coefliciens  de  z’,  et,  d’uue  autre  part, 
ceux  qui  en  sont  indépendaus,  on  obtiendra 

i = H^+Kf',  H + 2(i  — p)B  +•  K = o; 

’ t ‘ l 

ces  valeurs  donnent 

H ‘ K _ »/>  — 3 . 

2 {p  — i)£“’  2 (p — 
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H et  K e'tant  connus,  on  en  substituera  les  valeurs  dans 
l’équation  (i),  et  l'on  aura 


f'  d z 

Jw+~ï 


i (2p— 3)  r 4? ,,v. 


2(p—  i)C'’(Ca+z‘)>—~,~2(p 

dx 

ainsi  l’intégrale  de  dépendra  d’une  autre,  dans 

(s  -f-  z y 

laquelle  l’exposant  de  la  parenthèse  sera  moindre  d’une 
unité.  Si  dans  la  formule  (a)  on  suppose  ensuite p—p — i, 

on  fera  dépendre  l’intégrale  de  s — - — de  celle  de 
° {6*  -f-  Z’V"‘ 

d z 

(iftlj.  z»y>-»  * et  en  diminuant  ainsi  successivement  l’expo- 
sant de  la  parenthèse  d’une  unité , on  tombera  sur Ç 

J C'-f-Z* 

dont  l’intégrale  est  (art.  276)  page  192, 

£ arc  (tang  |). 

NOTE  HUITIÈME  (page  236). 


Démonstration  directe  de  celte  proposition,  que  lorsque 
l'équation  xm-\-  Px”-’  -f-  Qxm~> . . . -j-  Rx+S=o,  est 
satisfaite  par  une  valeur  » mise  à la  place  de  x,  cette 
équation  est  divisible  par  x — <t. 

I | / 

Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple  et  le  plus  fré- 
quent, prenons  l’équation  du  second  degré 

x»  — bx  — o = o....  (1), 

et , supposons  que  * et  * satisfassent  à cette  équation , nous 
aurons 

**  • — b *.  — a = o.,..  (2), 

^ *'*  — bal  — a = o . . . . (3) . 
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l’équation  (i)  nous  fournit  cette  identité  : 

x*  bx  — a = x*  — bx  — a. . . . (4)  ; 

tirant  la  valeur  de  à de  l’équation  (2) , et  la  substituant 
dans  le  second  membre  de  l’équation  4 > on  obtient 

x%  — bx  — a = x2  — bx  — a.‘  + b », 
et  par  conséquent, 

x'  — bx — a = (x  — <*)  (x-f-  *)  — b(x  — *)i . . , (5), 
x — a étant  facteur  commun  du  second  membre. 

L’équation  (5)  peut  se  mettre  sous  cette  forme 

x* — bx  — a — (x  — «)  (x  a — b)....  (6).  * 

Maintenant  si  l’on  retranche  l’équation  (3)  de  l’équation  (*)> 
on  obtiendra 

**  -*-«’*  — b {m  — et')  = o , 

ou  1 ‘ • 

'(*  — «')  (*•  + «')  — b (a  — *)  = O, 

et  comme  • — *'  est  facteur  commun,  cette  équation 
peut  s’écrire  ainsi, 

(*  — •')  («  + *'  — £)  = o, 
et  par  conséquent, 

\ „ * -f-  • *—  b z—  o , 

d’où  l'on  tire  , , . 1 ■ 

....  ? " Lu ». 

* — b — — « ; 

substituant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l’é- 
quation (6)  ; on  obtient  enfin 

■ * . i f * * * 

x%  — bx  — a = (x  — «)  (x  — «'). 

Ceci  n’est  qu’un  cas  particulier  d’une  proposition  plus 
générale  qu’on  démontre  dans  les  élémens  d’algèbre , et 
qu’il  est  facile  de  déduire  de  la  manière  suivante  de  la 
note  dix-septième  (page  538). 
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5o6 

En  effet , soit 

xm  + AaS'-'  + Bx"- Rar  + S=o....  (7), 

une  équation  à laquelle  « satisfait,  nous  avons  donc 

•"+ A«— l + B*"-\...  + Ra+S_0i<  (g) 

La  valeur  de  S tirée  de  l’équation  (8)  étant  mise  dans  l’é- 
quation (7) , on  obtient 

x»-«'n+k{xm-'-x”'-')+  B(x«-'-«»-*)...4.R(x. «)  = 0....  (g). 

tous  les  binômes  qui  composent  l’équation  (9)  étant  divi- 
sibles par  (x  m ) , en  vertu  du  théorème  démontré 
* note  (17) , il  en  résulte  que  cette  équation  est  divisible  par 
(x  — »),et  que  cela  a lieu  également  pour  l’équation  (7) 
qui  est  la  même,  quoique  sous  une  forme  différente. 

Par  conséquent,  si  1 équation  (7)  est  satisfaite  par  un 
nombre  m de  valeurs,  »,  S,  y etc. , cette  équation  renfer- 
mant les  facteurs  (x-.),  fx  -0,  (*— y)  etc.',  qui  sont 
en  nombre  m,  elle  sera  exprimée  par  le  produit 

— *0  (x  — €)  (x  — y)  etc.  = O. 

. o - ' 1 -,  * 

NOTE  NEUVIÈME  (page  49  ) 


Développement  des  puissances  des  cosinus  et  des  sinus  en 
Jonctions  des  arcs  multiples , ou  théorie  des  sections  an  - 
gulaires. 


Il  existe  une  formule  très  élégante,  qui  donne  la  valeur 
d une  puissance  d’un  cosinus  en  fonction  des  quantités 
cosx,  cos2X,  cos  3x , etc. , et  une  formulé  analogue  a lieu 
aussi  pour  les  sinus  : il  importe  de  les  faire  connaître  ; mais, 
avant  que  de  nous  occuper  de  cet  objet , nous  commence- 


rons par  donner  la  démonstration  d’une  formule  imagi- 
naire remarquable  , que  nous  allons  bientôt  employer. 
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Soit  donc  l’expression  cosa  p -f-  sin’p,  qui  est  le  produit 
des  deux  facteurs  cosp4-  sinp  $/ — i,  et  cosp — sinpl/— •!; 
si  nous  faisons  cosp  sin  p \/ — i = F<p , nous  aurons  eu 
différenciant 

•x  t **  * . 1 . 

dFp  . / 

-y— ss  — sin  p -t-  cos  p v — i; 
dp 

i . .1 

cette  équation  étant  multipliée  par  — \/ — i,  devient 


— P7— * = sini pl/ — i -f*  cosp; 

dp 

et  puisque  par  hypothèse  son  second  membre  est  égal  à Fp, 
nous  avons 

dFp  y 1 ......  & 

- £ = F*>, 

! d<p 

d’où  l’on  tire  f . t,., 

dF<p  d<p  dp  \/ — I 

W=-,j7=7=;-v=7x  ÏTS7=‘,»'/-i 

et  en  intégrant , on  trouve 

logFp=<pl/—  i (pV  — «)l°ge  = logefV-1; 

passant  aux  nombres , on  a 

F p=e4/-', 

et  en  mettant  pour  Fp  sa  valeur,  on  obtient  7 

cosp  -f-  sin  p \/ — (i).  , 

Cette  équation  ayant  lieu,  quel  que  soit  p,  on  pourra 
changer  p en  mp  , et  l’on  aura  encore 

cosmp  -f  sin mp\/ — i 
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5off  ' note  neuvième. 

Il  existe  une  autre  expression  de  cette  puissance  imagi- 
naire de  e ; car  1 équation  ( i ) étant  élevée  à.  la  puissance  m , 
nous  donne  • . 

(cos  p -j-sinpl/ — i ),n=  r. 

Les  seconds  membres  de  ces  dernières  équations  étant  les 
mêmes,  on  a,  en  égalant  les  premiers, 

(cosp+sinpl/  — i)m  =a  cos  mp  + sin  mp  \/ — i ...  (a)  ; 

si  ronfaitp  = -— p dans  les  équations  (i)  et  (a),  ces  équa- 
tions deviendront 

cos  — p-f-sin  — ç\/ — i=e—  l,...  (3), 

(cos — p-f-sin — <p  v/ — i^zscos — mp-f-sin — (4). 

j . J t 

Or,  si  p est  représenté  par  l’arc  AD , fig.  83 , — pie  sera 
par  AD'  ; et  comme  ces  arcs  ont  les  mêmes  cosinus  et  des 
sinus  de  signes  contraires , on  aura 

cos  — p = cos  p , sin  — p = — sinp; 
on  prouverait  de  même  que 

cos — mp  = cos  mp , et  que  siu  — mp  — — sinmp  ; 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (3)  et  (4) , on  ob- 
tiendra 

cosp — sinpl/— -i=e—  ». .. . (5), 

(cosp — sinpV/-—  i)m=cosiwp — sin mç\/ — i ....  (6). 

Cherchons  maintenant  le  développement  de  cos™  x en 
fonction  des  arcs  multiples  de  a;,  et  sans  employer  les  puis- 
sances des  sinus  et  des  cosinus.  Pour  cet  effet,  soient 

cosa:  + Binx{/ — i = «...  (7)t 
cosx  — sinarv^— 1 =*'•••  (8)i. 
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ces  équations  étant  ajoutées , donnent 

cosx  - (u  -f-  v), 

2 

et  par  conséquent 

. j ' $ 

cosmx  = ^ («  -f-  cos™x  = ~ (v  + «)"  ; 

développant  ces  binômes  par  la  formule  usitée , on  obtient 


cos 

cos" 


■.  u"-V'+  etc.^J, 

x=  ■^j^vm-\-mvr"~'u+m  etc.^j; 


ajoutant  ces  équations,  on  trouve 

2m+'  COSmX  = Um  -f-  Vm  + TtlUV  (Um— 1 -j~  Vm— ’) 

+ m 'm  uV* (nm~* 4”  t'1"”4)  4-  etc. . . . (g). 

On  tire  des  formules  (7)  et  (8) , 

u”=(cosx  4-  sin  xl/— ï)m,  vm=(cosx — sinx|/ — i)m; 

mettant  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  leurs 
valeurs  données  par  les  formules  (2)  et  (6) , on  a 


donc 


um  = cos mx  4-  sin  mx  [/ — 1 , 
r"  = cos  mx  — sin  mxV/ 


s:  }■ 


um  4-  vm  — 2 cos  mx,  et  umvm  — 1 , 
et  par  conséquent 

uv  = 1, 

um—x  vm—i=  2 C0s(m  — 2)  X,  ' = i , 

um~i  4-  v"*r4  s=  2 cos  (m  — 4)x>  = i , 

etc.  etc.  etc. 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (9) , on  trouvera 

f 

cos"x  = - [2  cosmx  -f-  2m  cos  (m  — 2)  x 

(yn  — 1 ] 

~t- 2 m- cos(m — 4)x4-etc>] (1 1). 

1 

Ce  développement  provenant  de  celui  de  (u  -f-  e)*1,  contient 
m -f-  1 termes  ; si  l’on  fait  successivement  m = 2,  m=  3, 
m = 4 > etc.  1 et  que  l’on  change  les  cosinus  d’arcs  négatifs 
en  positifs,  en  vertu  de  l’équation  cos — ^ercosp,  on  for- 
mera le  tableau  suivant  : 

> ■ 

COS*  X = i COS  SX  + 

, cos3x  3 cos  x 

cos  x = ~r+— r » 

, cos  4x  , , 

COS1*  X = g1 f-  j COS  2X  -f  §. 

On  peut  abréger  ces  calculs,  car  les  termes  également 
distans  des  extrémités  de  la  série , sont  égaux.  Pour  le  dé- 
montrer , nous  remarquerons  que  les  cosinus  qui  entrent 
dans  l’équation  (1 1)  étant 

cosmx,  cos(m— 2)x,  cos(m— 4)x,  cos(m— 2X3)x,  etc., 
ou  plutôt 

cosmx,  cos(m  — 2 X i)x,  cos(m  — 2Xa)x, 
cos(m — 2 x 3) x,  etc., 

en  considérant  les  nombres  qui  suivent  le  signe  X dans 
chaque  terme  delà  série,  on  voit  que  l’un  de  ces  nombres 
indique  celui  des  termes  précédens.  Ainsi , le  terme  qui  en 
a n avant  lui,  sera  affecté  de  cos(m  — 2 n)x.  A l’égard  du 
terme  qui  en  a n après  lui , comme  le  nombre  total  des 
termes  de  la  série  est  m + 1 , celui  qui  en  a n après  lui 
tiendra  le  rangm  -f-  1 — n,  et  par  conséquent,  auram—  n 
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termes  avant  lui  ; donc  il  renfermera  l’expression 
cos  [m  — a (m  — n)]  x — cos  ( — m -f  an)  x ; 

et  comme  nous  avons  vu  qu’on  avait  le  droit  de  changer  le 
signe  de  l’arc  dont  on  a le  cosinus , on  aura 

cos( — m 4-  an)  x=  cos  (m  — an)*; 

donc  les  termes  également  distans  des  extre'mités  de  la  se'rie 
ont  les  mêmes  cosinus  , et  comme  ils  ont  aussi  les  mêmes 
coefhciens  (*) , puisque  ces  coefficiens  sont  ceux  de  la  for- 
mule du  binôme,  il  en  résulte  que  ces  termes  sont  égaux. 
Ainsi,  lorsque  m est  impair,  le  nombre  m-\-  i des  termes 

de  la  série,  sera  pair,  et  il  suffira  de  doubler  les  pre_ 

miers  termes , pour  avoir  la  totalité  des  termes  de  la  série  ; 
si  m est  pair,  m-\- 1 sera  impair,  alors  on  ajoutera  au  terme 
du  milieu , le  double  de  ceux  qui  le  précéderont.  Ce  terme 

tiendra  le  rang  ™ + i dans  la  série,  et,  par  conséquent,  il 

sera  affecté  de  cos  (m  — m)  = cos  o = i ; donc  il  ne  con- 
tiendra pas  de  cosinus. 

Par  un  procédé  analogue,  on  peut  trouver  le  développe- 
ment de  sin"  x.  Pour  cet  effet,  en  retranchant  l’équation  (8) 
de  l’équation  (7) , on  trouve 


\X^  — \ —u  — v,  donc 


a pr- 


élevant les  deux  membres  de  celte  équation  à la  puissance 
m,  on  aura 

. i' 

Sinm  X = -r- - (u  — l»)B  ; 

(2l/ — l)m 


(*)  On  peut  le  reconnaître  en  comparant  le  développement  de  («+&)*• 
à celui  de  (&+a)«,  écrit  à rebours. 
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si  m est  égal  à un  nombre  pair  a p,  on  a 


(u  — v)P  = [(«  — t >y]P  = [(t>  — n)*]P  = (i > — uyP; 


donc 

(«  — — (y — u)m. 

On  développera  les  équations 

» i ’ ■ • v i 

sin’na:= — (u — v')m  etsinl"jt= . ■ (v  — 

(2^-.r  ' (ai/-.  ’ 

et  opérant  comme  nous  l’avons  fait  ci-dessus , on  trouvera 

s 

8in™x= r=~  f cos  mi- mcos  (m- a)x+ra  cos  (m — 4)x  -f.  otc.l  ; 

(îV-l)"  •-!(,.  1,9  . J 

la  quantité  imaginaire  (2l/ — i)m  disparaîtra  du  résultat, 
puisqu’elle  est  élevée  à une  puissance  paire.  1 
Si  m est  égal  à un  nombre  impair  zp  +■  1,  on  aura 

(U  — vyp+‘  = ( u — i>yp  x (u  — v)  = (o  — uyp  X— («*— m) 

= _ (o 


par  conséquent 


et 

sin”x  : 


(u  — v)n  = — — u)m, 

.:_m . (V  — O) 


(2  1/-I)" 


, 8inmj:  : 


(2 1/— 1) 


(12); 


développant  (u  — o)*  et  (t»  — u )m,  par  la  formule  du  bi- 
nôme , et  substituant  ces  développemens  dans  les  équa- 
tions (12),  qu’on  ajoutera  , on  aura 

3*in»x<=i ■'  — I u.m— e»—  -bp(u>*-*  — e«-*)+etc.T....  (i3)  : 

(aV/— i)"L  1 J 


retranchant  les  équations  (10)  l’une  de  l’autre,  multipliant 
ensuite  entre  elles  ces  mêmes  équations,  et  observant  que  la 
seconde  opération  nous  donne  la  somme  des  carrés  de  sinmar 
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et  de  cos mx,  qui  équivaut  à l’unité',  on  trouvera 

um  — vm  = 2sin mx  [/ — i , n"V°  = i . 

r ’ ■ r > 

En  opérant  de  la  même  manière  que  ci-dessus,  on  changera 
donc  l’équation  (i3)  en 

\ . V . \ * 

sin"*x= ' sinntr-  — sin(m-î)jr+  ™(^_0  sjn  (m-Qr  ■+■  etc."] 

î(al/-i)*-'L  i J. 

Comme  dans  cette  hypothèse  m est  impair,  la  puissance 
m — i , à laquelle  la  quantité  2 v/ — 1 est  élevée,  est  paire, 
ce  qui  fait  évanouir  l’imaginaire  l/  — 1 . 


NOTE  DIXIÈME  (page  280). 


Moyen  de  déterminer  les  volumes  des  corps  dont  la 
surface  peut  être  exprimée  par  une  fonction  d’une 
même  variable. 

Lorsque  les  solides  ne  sont  pas  de  révolution,  on  peut 
quelquefois  en  déterminer  le  volume  à l’aide  d’une  simple 
intégration,  sans  faire  usage  de  la  formule  (96) , page  27g. 
C’est  ce  que  nous  allons  exécuter  à l’égard  de  la  pyramide 
ABCD,fig.  125.  Pour  cet  effet , concevons  une  section  GFE, 
parallèle  à la  base  DBC,  et  du  sommet  A abaissons  une 
perpendiculaire  AH  sur  la  base  DBC  ; nommons  x et  h les 
parties  AI  et  IH  de  cette  perpendiculaire,  comprises  entre 
le  point  A et  les  plans  DCB,  GFE;  l’aire  du  triangle  GFE 
diminuant  ou  augmentant,  selon  la  valeur  que  l’on  donne 
à x,  est  une  fonction  de  x;  on  a donc  • • *- 

GEF  = fx,  DBC  = f(x  + h ). 

Le  volume  de  la  pyramide  AGFE  étant  aussi  une  fonction 
de  x,  nous  pourrons  supposer 

vol.  AGEF  = çix,  vol.  ADBC  = p (x  + h). 

Êlém  dt  Cale.  diff.  3ï 


WJ>‘>  i 


5«4  NOTE  HUITIÈME. 

Or,  il  est  évident  que  la  pyramide  tronquée  GB,  qui  est 
la  différence  de  ces  volumes,  sera  moindre  que  le  volume 
du  prisme,  qui  a BCD  pour  base  et  h pour  hauteur,  et 
surpassera  le  volume  du  prisme,  qui  a EFG  pour  base  et  h 
pour  hauteur.  Le  rapport  de  ces  prismes  est 
f(x  + h)h  _ /(J  + hy 

Jfx.h  fx  ' -, 

dans  le  cas  de  la  limite,  ce  rapport  devenant  égal  à l’unité, 
à plus  forte  raison  le  rapport  qui  existe  entre  le  tronc  de 
Fig.ia5.  pyramide  GB  et  l’un  de  ces  prismes , sera  alors  égal  à l’u- 
nité. Le  volume  du  tronc  de  pyramide  étant  représenté  par 
ç (x  + ^) — <PX>  Ie  rapport  de  ce  volume  à celui  du  prisme 
dont  GFE  est  la  base  et  h la  hauteur,  sera 


dtp* 


dx 


ç (x  -f-  h) Ç)  X _ 

fx.ii  ~ 

passant  à la  limite,  nous  aurons 


d°fix  h 
-7-!-*-,  etc. 
dx"  2’ 


f * 


dpx 

fx. dx“  *' 


' ::  . 1 ! 

ou  d$>x  = fx.dx... . (1). 


Par  la  méthode  de»  infiniment  petits,  on  serait  parvenu 
au  même  résultat  ; car,  en  concevant  la  pyramide  comme 
composée  d’une  infinité  de  tranches  parallèles  à sa  base  , 
chaque  tranche  pourrait  être  considérée  comme  un  prisme 
dont^x  serait  la  base  et  dx  la  hauteur;  donc  fx.dx  est 
l’élément  de  la  pyramide. 

Pour  déterminer  maintenant  le  volume  de  la  pyramide, 
soient  B Faire  de  sa  base  DBC,  et  A sa  hauteur;  nous 
aurons 

B : fx  ::  a*  : x*; 

donc 


■S‘  >, 


fx  — 


Bx* 


I 1 


substituant  cette  valeur  dans  l’équàtion  (1),  on  trouvera 
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j Bar*  , 
dp*  = -p  dar, 

et , en  intégrant. 


9X  ; 


Er’ 
3 A'-' 


\»\#  • . *. « >\» 
*\»  \ ,vi  .'A 


Le  volülne  AGEF(  représente  par  <px,  s’évanouissant  ioirscjbc 
x =o , il  n’y  a point  de  constante  à Ajouter  ; si  l’on  fait 
ensuite  a:  ars  A.  on  aura,  pour  l’intégrale  définie , l’dxpres- 

P a I 

sion  — , qui  est  celle  du  volume  de  la  pyramide  ACÔD. 

V s®  • 

En  général,  si  la  section  GFE,  au  lien  d’être  tm  triangle, 
est  une  surface  quelconque,  pourvu  que  cette  Sur  fa  or  toit 
une  fonction  de  »,  du  démontrera , comme  nous  l’avons 
fait  pour  la  pyramide , que  l’élément  du  solide  a pour  ex- 
pression fx . dr. 


NOTE  ONZIÈME  (page  281). 


"Expression  de  la  projection  sur  une  surface  plane. 

Pont  démontrer  que  la  projection  d’une  surface  plane  sur 
un  plan , est  égale  au  produit  dé  cétte  surface  par  le  cosinus 
de  son  inclinaison , nommons  y l’angle  de  projection  qu’une 
surface  A fait  avec  Une  surface  fi  ; fa  surface  A étant  in- 
clinée sur  l’autre,  la  rencontrera  nécessairement  ; plaçons 
l’axe  des  x à leur  commune  section  , et  supposons  què  les 
ordonnées jr  de  la  surface  fi  soient  perpendiculaires  à cet 
axe;  il  est  certain  que  toute  ordonnée  y de  cette  surface 
aura  y cos  a.  pour  projéctioft  sur  f’autre  ; par  conséquent , 
l'élément  de  la  surface  A étant  représenté  parada: , ar- 
ticle 348,  celui  de  la  surface  fi  te  sera  pat  y cos  ydx  ; pre- 
nant !ç£  intégrales,  nous  aurons  . • ! ,j, . j . 

A = Jyàx , B=.  (y  cos  ydx  r=  cos  y jyàx  ; 

éliminant  fyàx  entre  ces  équations  , nous  trouverons 
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NOTE  DOUZIÈME  (page  281). 

Expression  du  cosinus  de  l’angle  formé  par  deux  plans , 
déterminée  directement  par  un  procédé  nouveau. 

Proposons-nous  directement  de  résoudre  ce  problème  : 

trouver  le  cosinus  de  l’inclinaison  de  deux  plans.  Soient 

Fig.iaO-  UB , DC,  CB,  fig.  126,  les  traces  d’un  plan  DBC  sur  les 

plans  coordonnés , dont  les  axes  rectangulaires  sont  dirigés 

suivant  les  droites  AB , AC  et  AD;  nommons  AB,  a; 

AG,  b ; AD,  c ; et  représentons  par  les  angles  que 

le  plan  DBC  forme , avec  les  plans  des  jr,  z,  des  x,  z et  des 

x,  y,  les  projections  de  la  surface  BCD  sur  ces  plans  étant, 

(>c  ac  ab  ,,  , , ... 

— , — , —,  nous  aurons  d apres  la  note  precedente  , 

DBCcosv=  — , DBC  cosa  = —,  DBC  cosC  = — ...  (1)  ; 

1 2 2 ’ 2 

élevant  au  carré  chacune  de  ces  équations,  si  l’on  en  prend 
la.  somme,  et  qu’on  remplace  par  l’unité  celle  des  csurrés 
des  cosinus,  on  obtiendra,  après  avoir  tiré  la  racine  carrée. 


DBC  = i \/a'b'  ■ 


,*  !..  9 ' 


‘-t-i’c*  + a*c*i 

substituant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (1), 
on  en  déduira 

* 1 

. i'C-t  tn\  -'11111.’ 

! If  ' 


c08 y-  ■ ■■:•  ••  =-  (2). 

f c*  ta  c* 

V'  * . a*  F 


>■ 


Soit  maintenant  kx  + B y -f-  Cz  -j-  D = o , l’équation 
du  plan  DBC  ; si  l’on  faitj'-  = o , on  aura  Ax  -|-  Cz  -f-  D = o,  ’ 
pour  l’équation  de  la  trace  DB.  On  tire  de  celte  équation 

•ci.  N 


A* 


D 

C* 
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Comme  on  sait  que  dans  l’équation  de  la  ligne  droite  mise 
sous  cette  forme , le  coefficient  de  x représente  la  tangente 
trigonométrique  de  l’angle  formé  par  la  droite  avec  l’axe 
des  x , nous  aurons  donc 

tang  DBA - — - 

mais  le  triangle  rectangle  DBA  nous  donne 
tang  DBA  = ^ ; 


en  comparant  ces  deux  valeurs , on  a 


c1 A* 

<ï*'~  C*  ’ 


faisant  ensuite  x = o , dans  l’équation  du  plan , pour  avoir 
celle  de  sa  trace  sur  le  plan  des  x yjr,  on  trouve  de  même 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a),  on  obtient 


cos  y = 


Si  l’on  divise  maintenant  l’équation  du  plan  par  CK  et 
qu’on  la  différencie  successivement  par  rapport  aux  va- 
riables x et  y , on  trouvera 


d z A dz  B 

Sx  C ’ dÿ  C ’ 

substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  cos  y,  on  aura  enfin 


cos  y — 


v/'0‘0‘ 


Digitized  by  Google 


5 1 S 


NOTE  TREIZIÈME 


MOTS  TfteiZJÈME  (page  320). 

Comment  une  courbe  à double  courbure  peut  être  construite 
au  moyen  de  deux  équations  entre  trois  variables. 

Il  est  facile  de  prouver  que  les  équations  (i  54),  page  320 , 
appartiennent  à une  courbe  à double  courbure.  Pour  cet 
effet,  changeons  lesj-  eji  z et  les  z en  y,  afin  de  placer  les 
axes  coordonne's  d’une  manière  plus  commode  pour  notre 
démonstration  ; nous  aurons  les  équations 

z*  -f  2*7  + y =?  o...  (i), 
ix  + 3 y%  — q o...  (a). 

. Si  la  prpqtièïe  wwle , qq  pwrr»it , par  son  moyen ,, 

coqsifuire  une  »qr£»c«  courbe.  En  effet,  ai  par  tous  les, 
points  du  plan  des  x ,y , que  nous  supposerons,  comme 
l’ordinaire,  horizontal , nous  élevqns  des  perpendiculaires , 
les  valeurs  en  seront  déterminées  au  moyeo^de  l’équa- 
tion (i)  ; et  l’on  sent  que  les  extrémités  de  ces  ordonnées  z 
constitueront  une  surface  courbe.  Lorsque  quelques-unes 
de  ces  ordonnées  sont  imaginaires,  c’est  un  indice  que  la 
surface  ne  s’étend  pas  dans  tes  endroits  où  subsistent  ces 
ordonnées  imaginaires. 

Si  maintenant  nous  avons  égard  à l’équation  (a) , nous 
établissons  par  cela  même,  entre  » et  y Une  relation  qui 
assujettit  les  pieds  des  ordonnées  z à être  sur  la  courbe  qui 
appartient  à l’équation  (2),  et  l’pn  voit  qqç,  dans  ce  cas, 
les  extrémités  des  ordonnées  z ne  forment  plus  une  surface, 
mais  une  courbe.  Le  système  de  ces  ordpnnées  z constitue 
alors  une  surface  cylindrique,  dont  l’intersection  avec  le 
plan  des*,  y,  est  donnée  par  l’équation  (2).  C’est  l’inter- 
section de  cette  surface  avec  celle  que  détermine  l’e'qua- 
lion  (2),<*|ui  forme  la  courbe  dont  npus  venons  de  parler  ; 


* 
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et  il  est  évident  que  cette  courbe  est  à double  courbure, 
puisqu’on  sait  que  l’intersection  de  deux  surfaces  courbes 
forme  une  courbe  à double  courbure. 

NOTE  QUATORZIÈME  (page  33o). 


Valeur  indéterminée , que , dans  l’ hypothèse  d’ une  solution 
particulière , prend  quelquefois  la  constante  éliminée , 
lorsque  Féquation  de  condition  ne  renferme  que  des 
variables. 

La  recherche  de*  solutions  particulières  d’une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  nous  a conduits,  art.  4^9» 
au  cas  où  l’équation  de  condition  qexzo  ne  renferme  que 
des  variables , et  où  la  combinaison  de  cette  équation  avec 

l’intégrale  complète  amène  ce  résultat  c= -,  C’est  ce  qui  • 

arrive  lorsque  o n’entre  qu’au  premier  degré  dans  l’inté- 
grale complète  u = o. 

En  effet,  cette  intégrale  est  alors  de  cette  forme  : 
P4-eQt=o (i)  ; 

et  par  P etQ  nous  désignons  des  fonctions  de  x et  de  y.  Si 
nous  différencions  cette  équation  par  rapport  à x,  à y et 
à c,  nous  aurons 

dPvf  odQ  *f-  Qdc  b=î  Q. (a)  i , .. 

et  puisque  les  variables  renfermées  dans  P’el  dansQ  sont 
x et  y,  nous  pourrons  représenter  > ' v ) ' 1 


dP  par  Mdx  -f-  Nd^-, 
et  dQ  paf  mdx  -+*  ndy. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a),  elle  nous  don- 

>r  •>  » 

nera 


Ax  — 


N +cn 


dc  = 


o. 

t 
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Dans  l’hypothèse  d’une  solution  particulière , le  terme  af- 
fecté de  de  s’évanouit,  et  nous  donne 


._Q_ 

N 4- en 


Cette  équation , qui  ne  peut  se  réduire,  parce  que  Q ne 
renferme  pas  c,  n’est  satisfaite  qu’en  faisant  N-f-cn  = oo, 
ce  qui  donne  c = oo , ou  en  faisant  Q = o.  Le  premier  cas 
nous  fait  retomber  sur  une  intégrale  particulière,  puisque 
toutes  les  intégrales  de  cette  nature  sont  comprises  dans  les 
valeurs  que  l’on  donne  à c depuis  zéro  jusqu’à  l’infini.  Nous 
n’avons  donc,  pour  déterminer  notre  solution  particulière, 
si  elle  existe,  que  l’équation  Q=o  ; mais,  lorsque  Q =:  o , 
l’équation  (a)  se  réduit  à 


dP  -f-  cdQ  = o ; 


si  l’on  en  tire  la  valeur  de  c,  et  qu’on  la  substitue  dans 
l’équation  (i),  on  obtiendra 


dp  „ 

dQQ  = ° 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

PdQ  — QdP  = o , . . . (3); 


ainsi , dans  le  cas  présent,  l’intégrale  complète  u = o et  la 
proposée  U=  o ne  seront  donc  autre  chose  que  les  équa- 
tions (i)  et  (3).  On  tire  de  la  première 


i _ " I " ’ tilt 1 • 

cette  valeur  de  c se  réduit  à - lorsque  P et  Q ont  un  facteur 

commun  que  fait  évanouir  une  valeur  donnée  aux  varia- 
bles, et  que  nous  mettrons  en  évidence  en  faisant  P=xP’ 
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etQ=  aQ'.  Alors  les  équations  (i)  et  (3)  deviendront 

A (P'  -f  cQ')  = o , A(FdQ  — Q'dP)  =o (4). 

La  seconde,  qui  représente  la  proposée,  renferme  par  hy- 
pothèse des  termes  en  dar  et  en  dy,  qui  ne  peuvent  se 
trouver  qu’entre  les  parenthèses,  puisque  a,  sous  le  rapport 
de  facteur  de  la  première  des  équations  (4) , ne  saurait 
renfermer  que  des  x et  des  y ; et  comme  l’opération  de 
la  différenciation  tend  à diminuer  les  exposans  des  varia- 
bles, il  faut  que  les  variables  soient  plus  élevées  dans 
la  première  équation  que  dans  la  seconde , qui  en  dérive, 
et  que,  par  conséquent,  P'  -f-  cQ',  qui  ne  leur  est  pas 
commun,  soit  une  fonction  de  x et  de  y\  et  comme  d’ail- 
leurs P'-f-  cQ/  contient  une  constante  arbitraire  c qui  ne  se 
trouve  pas  dans  A , on  voit  que  V -|-  cQ'  a tous  les  carac- 
tères de  l’intégrale  complète,  et  que  a,  au  contraire,  ne 
peut  être  qu’un  facteur  étranger  à l’équation  différen- 
tielle. 

NOTE  QUINZIÈME  (page  334). 

Suite  de  la  Théorie  de  Lagrange  sur  les  solutions  particu- 
lières, présentée  avec  quelques  modifications . — Moyen 
d'obtenir  la  solution  particulière  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre , sans  recourir  à l’intégrale 
complète;  démonstration  de  la  propriété  des  solutions 
particulières  de  faire  devenir  infini  le  facteur  qui  rend 
intégrable  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

Nous  avons  vu  qu’une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  Mdx  -f-  Ndj'=  o étant  donnée,  on  pouvait  la  con- 
sidérer comme  le  résultat  de  l’élimination  d’une  constante  c 
entre  l’intégrale  complète  et  sa  différentielle^  = pdx,  et 
que  le  résultat  était  le  même  que  si,  en  supposant  cette 
constante  variable,  l’élimination  s’effectuait  entre  l’inté- 
grale complète  F(x,  y,  c)  = o et  dy=pdx  -f-  qdc , mais 
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sous  la  condition  qu’on  eût  q — o.  De  même , si  l’ou 

admet  que  l’équation  différentielle  du  second  ordre, 

N^  + P=0’ 

soit  le  résultat  de  l'élimination  d’une  constante  qnc  l’on 
aurait  fait  varier,  comme  on  a dans  ce  cas  les  deux 
équations 

àjz=.pàx  + qàc,  d.g^  =p'dx  ■+•  q'dç (0, 

on  voit  que  pour  qu’elles  se  réduisent  à 

d jrxxpàx,  et  à à.^^p'dx, 

il  faut  qu’on  ait  ces  deux  équations  de  condition 

q = o,  q — O ; 

et  que,  pour  les  réaliser,  il  ne  suffirait  pas  de  disposer 
seulement  de  c,  car  cela  ne  remplirait  qu’une  condition  ; 
mais  comme  l'intégration  de  l’équation  du  second  ordre  a 
introduit  deux  constantes  arbitraires  dans  l’intégrale  com- 
plète, on  disposera  de  ces  deux  constantes  pour  que  les 
équations  y=o,  q'  — o aient  lieu  ; et  il  n’est  pas  besoin 
de  dire  que  c sera  l’une  de  ces  constantes. 

Pareillement,  la  détermination  des  solutions  particu- 
lières d’une  équation  différentielle  du  troisième  ordre, 
dépend  des  équations  y=o,  ÿ'  = p,  et  e»  gé- 

néral, pour  obtenir  une  solution  particulière  ^lc  l’çqua- 
tion  différentielle  de  l’ordre  n , il  jaqt  le  pç/ijb.re/i  d’é- 
quations de  condition  t 

7 = 0,  q'  =co,  q"  — o,  7*=  o,  etc.....  (2). 
^Icltons-les  sous  une  antre  forme.  Tour  cela,  les  équa- 


V 
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lions  (i)  nous  montrent  que  q et  q'  ne  sont  autre  chose 
que  ce  qui  multiple  de  dans  les  différentielles  de  y et  de 
<lr 

~ prises  par  rapport  à c.  On  a donc 


d y 


dy 
’ dxdc ’ 


et,  en  général,  on  voit  que  les  équations  (2)  reviennent  à 

Jr  d’r  d!r  dy 

_a=°,  ^ = 0,  jæ  = o,etc....(3). 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  ces  équations  ne  peu- 

dy 

vent  avoir  lieu  jusqu’à  l’infini.  En  effet,  ^ étant  succes- 
sivement différencié  par  rapport  à x dans  les  expressions 
dy  dy  A'sy  dy 

Te'  TTx’  dtiï'  etC‘  » °"  peUl  ,eBarder  Te  COmm£  UUC 
certaine  fonction  de  x,  que  nous  nommerons  Y;  et,  en 
supposant  que  x devienne  x -+  A,  le  théorème  de  Taylor 
nous  fera  obtenir  ce  développement 

„ , dY.  . d‘Y  A»  , d'Y  A1  ... 

Y + dI/*'f3PT^’f  e*c (4): 

ou,  en  restituant  La  valeur  de  Y, 

dr  d’r  . dPr  A*  , 

Or,  tous  les  coefficiens  des  puissances  de  A étant  nuis  en 
vertu  des  équations  (3),  qui,  par  hypothèse,  auraient  lieu 
jusqu’à  l’infini,  il  en  résulterait  que,  quand  x deviendrait 
x-f-  A,  l’équation  (4)  se  réduirait  à son  premier  terme  Y ; 

ce  qui  montre  que  dans  ce  cas  Y,  c’est-à-dire  serait 

dy 

constant.  Mais  quand  — est  constant,  c n étant  combine 
de 
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qu’avec  des  conslanles,  l’équation  = o devrait  nous 

conduire  à c = constante.  On  voit  donc  qu’alors  la  so- 
lution particulière  se  changerait  en  une  intégrale  particu- 
lière, ce  que  nous  ne  supposons  pas. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  équations  (3)  ne 
peuvent  avoir  lieu  jusqu’à  l'infini  ; c'est  sur  cette  considé- 
ration que  repose  la  solution  de  ce  problème  important 
résolu  par  Lagrange , et  à laquelle  nous  ferons  subir  quel- 
ques modifications  : Une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  étant  donnée , trouver,  sans  recourir  à l’inté- 
grale complète , la  solution  particulière  quelle  peut  avoir. 
Soit  u l’intégrale  complète  qui  sera  une  fonction  de  x,  de  jr 
et  d’une  constante  arbitraire  c ; la  différentielle  de  u sera 
représentée  par 

mdx  -f-  ndy  = o . . . . (5) , 
et  nous  la  mettrons  sous  cette  forme  : 


dy  = dr. . . (6). 

n 


Dans  le  cas  qui  nous  occupe , cette  équation  est  censée  avoir 
conservé  la  constante  arbitraire  (*);  par  conséquent,  nous 

pourrons  éliminer  cette  constante  entre  dy  = — — dx  et 


u=o.  Tirant  donc  de  l’équation  (5)  la  valeur  de  c en  fonc- 
tion  de  x,  de  y et  de  nous  obtiendrons 


■ = ?>(*, 


(*)  Si  l’intégrale  complète  ne  renfermait  la  constante  arbitraire  qu’au 
premier  degrc,  et  dans  un  terme  de  cette  forme  oc,  elle  s’évanouirait  par 
la  différenciation  , et  l’élimination  de  c serait  impossible;  mais  alors  <j 
étant  constant,  la  proposée  ne  comporterait  pas  de  solutions  particulières. 
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équation  que,  par  abréviation , nous  écrirons  ainsi  : 
c = <p...  (7). 

Celte  valeur  étant  mise  dans  l’équation  u=o,  nous  aurons 
une  équation  du  premier  ordre  , que  nous  désignerons  par 
U = o,  ou  plutôt  par 

Mdx  -f-  Nd^  = o ; 

» ► . Si#  • " 

cela  posé , si  nous  différencions  U ==.  o , par  rapport  aux 
trois  variables  x,  y et  p,  nous  obtiendrons 


dû  . , dU.  dû  , 

d4’=°; 


. I. 


et  parce  que  y ne  varie  qu’à  cause  de  la  valeur  arbitraire 
que  nous  donnons  à x,  nous  pouvons  écrire  ainsi  cette 
équation 


/dU  dû  dr\  , . dU  , 0 

fe+^aQdx  + d^d*==°***  (8)- 


dU 


Or,  si  l’on  fait  attention  que,  dans  une  fonction  de  deux 
variables , le  premier  terme  de  la  différentielle  s’obtient  en 
regardant  l’une  de  ces  variables  comme  constante , et  en 
faisant  varier  l’autre;  on  reconnaîtra  que  dans  l’équa- 
tion (8),  qui,  sous  un  certain  point  de  vue,  ne  renferme 
que  deux  variables , x et  <p  (*) , <p  est  constant  dans  le 
terme  , > 


Ce  terme  n’est  autre  chose  que  la  différentielle  de  u prise 
par  rapport  aux  variables  x et  y,  et  dans  laquelle  le 
signe  <p  serait  substitué  à c.  Or,  cette  différentielle  nous  est 


(*)  Cela  provient  de  ce  que  y est  traité  comme  une  fonction  de*. 
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donnée  par  l'équation  (5)  ‘ et,  comme  le  second  membre  de 
cette  équation  nous  indique  que  la  destruction  de  tous 
les  termes  doit  s’opérer  dans  le  premier,  indépendamment 
' de  c , on  sent  qu’il  en  sera  de  même  lorsque  <p  tiendra  la 
place  de  la  constante  arbitraire  c.  II  suit  de  là  que  la  partie 
qui  est  renfermée  entre  les  parenthèses  dans  l’équation  (8) 
doit  être  identiquement  nulle,  et  que,  par  conséquent,  cette 
équation  se  réduit  à 


On  y satisfait  en  iiaisant 

, dü 

dp  = o ou  a^  = °.^  (I0); 

> , ' •'  ••  l 

et  puisque  ce  n est  que  par  abréviation  que  nous  avons 
remplacé  pÇx,j , par  ç , on  voU  que  la  première  des 

équations  (10)  revient  à 

°*  « ♦.  (*>)*’  ■>:  . ;*  »•  * 

* t . . î t * • • .*»•**  • * ; *•  » i*  * ; 

et  par  conséquent  est  une  équation  différentielle  du  second 
ordre.  Cette  équation  étant  intégrée,  nous  donne 

4r\ 

P\^xtJ,  fa)  = constante. . . (12). 

I < i.  1 *>•  - 

D’un  autre  Côté  , la  propose  Ü =üétr  subsiste  entre  les 
mêmes  variables  «t  Vieil*  donc  deux  éqnations  du 
premier  ordre  d’une  même  équation  (t  i)  du  second  -,  par 
conséquent,  en  éliminant  entre  elles  on  obtiendra  une 
fonction  de  X et  de  jet  de  la  constante  arbitraire  c ren- 
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fermée  dans  l’équation  (12).  Le  résultat  de  cette  opération 
sera  donc  l’intégrale  complète,  art.  429>  Pa8e  3ïo.  Pour 
effectuer1  l’élimination  dont  il  s’agit,  il  suffit  de  chasser  sett* 
leinent  ç>  de  l’équation  U = o à l’aide  de  celle-ci  <p=coru~ 

à y , 

tante ; car  alors  tous  les  termes  en  ^ contenus  dans  tp , et 

qui  n’existent  pas  ailleurs  , disparaîtront  du  résultat.  Cela 
se  réduit  évidemment  à changer  <p  en  6 dans  l’éqttation 
U ss  o,  ce  qui  nous  fait  retomber  sur  u =s  0. 

Si  l’élimination  de  entre  l’intégrale  du  second  facteur 
, dx 

de  l’équation  (g)  et  la  proposée  U = o nous  ramène  à 1 in- 
tégrale complète,  nous  allons  reconnaître  que  l’élimination 

de  entre  Ü = o et  l’autre  facteur  de  l'équation  (9)  va 

dx  ... 

nous  conduire  & la  solution  particulière. 


'1  * 15 


En  effet,  si  l’on  élimine  — ^ entre  U ==  o et  ^ = o , 

on  voit  d’abord  que  nous  n’introduisons  pas  de  constante 
arbitraire  dans  le  résultat,  comme  par  l’opération  pré- 
cédente , attendu  qu’ici  l'éliminallôn  s’effectue  sans  qu’on 

intègre  préliminairement  ^ . Il  suit  de  là  que  l’élhrrirtatlèft 

ü<p 

de  4^  entre  ces  deux  équâtions  différentielles  dn  premier 

ordre  rie  pont  nous  conduire  à Fintégrale  complété,  qui 
contient  nécessairement  une  constante  arbitraire.  Pour  pro- 
céder à cette  élimination , remarquons  qu’elle  se  réduit  à 
dr 

celle  de  p,  puisque  ne  se  trouvant  nulle  autre  part  que 

dans  <p,  disparaîtra  du  résultat  avec  <p,  et  comme  ce  résul- 
tat ne  conserve  aucune  trace  de  ; qui  entre  partout  où  en-* 
trait  c,  on  sent  que  cela  se  réduit  à éliminer  c entre  u = o, 

dw  . » . « dU 

et  — = 0;  qui  sont  ce  que  deviennent  II  = o et  — o , 
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du 


lorsqu’on  y change  9 en  c.  Or,  ~ étant  le  coefficient  diffé- 

de 

rentiel  de  de,  on  voit  que  l’élimination  de  c entre  u et 
d u . 

^ = o est  précisément  1 opération  qu'on  exécute  pour  par- 
venir à une  solution  particulière. 

Cherchons  maintenant  à satisfaire  à la  condition  expri- 
mée par  la  seconde  des  équations  (10).  Pour  cela , si  nous 
y remplaçons  < p par  sa  valeur  donnée  par  l’équation  (7),  nous 
obtiendrons 

dû 


de 


= 0...  (i3). 


On  ne  voit  pas  d’abord  comment  on  peut  exécuter  cette 
différenciation  par  rapport  à c,  qui  ayant  été  éliminé  de  U, 
ne  doit  pas  se  trouver  dans  dû  ; cette  élimination  de  c nous 
a seulement  appris  que  U est  une  fonction  de  x,  de  y et  de 

jjp  et  que  par  conséquent  dU  ne  peut  être  que  de  cette 

fonne  s 

Pdx  + Qd^  + Rd.^  = o. . . (14). 

mais  si  c n’est  pas  en  évidence  dans  cette  valeur  de  dû,  il 
y existe  du  moins  d’une  manière  implicite  ; car  nous  savons 
que  y est  une  fonction  de  x et  de  c,  et  que,  par  conséquent , 

Ajr  et  d.^  doivent  tenir  lieu  des  valeurs  suivantes  : 


. 1*  tO 


dr^gir  + jfede. 


(.5). 


Par  l’hypothèse  de  c constant,  ces  valeurs  se  réduisent  à 


cdx 
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Ct  à ' 

d . 

équations  dont  les  seconds  membres  expriment  la  coqdition 
expresse  que  la  différenciation  soit  prise  par  rapport  à x 
seul , condition  que  nous  admettons  tacitement  dans  l'é- 
quation (i4),  lorsque  nous  y supposons  c constant;  mais 
lorsque  c est  variable,  il  faut  mettre  dans  l’équation  (i4) 

les  valeurs  ded/  et  de  d . , données  par  les  équations (i  5), 

et  nous  aurons 


dx~dx*  ’ 


Voilà  ce  que  devient  dU  lorsqu’on  regarde  c comme  va- 
riable, et  l’on  voit  qu’on  a 


dU 

de 


=q£+k 


à'jr 

darde 


(»7)- 


Présentement,  si  l’on  passe  à l’hypothèse  d’une  solution 
particulière,  on  a , en  vertu  de  l’équation  (i  3),  ^ = o,  ce 
qui  réduit  l’équation  précédente  à 


Q^  + R 


d\r  _ 


Si  l’on  suppose  maintenant  que  cette  équation  ne  renferme 
point  de  quantités  transcendantes  , et  qu’on  ait  eu  soin  , 
dans  les  opérations  subséquentes,  de  se  débarrasser  des  ra- 
dicaux par  des  élévations  à diverses  puissances , et  même 
des  fractions,  les  quantités  P et  Q que  contient  l’e'qua- 

tion  (t  4),  ne  pourront  devenir  infinies.  Cela  posé  , -p-  étant 

Élira.  de  Cale.  diff. 


Digitized  by  Google 


53o  MOT  B QUINZIÈME. 

nul  en  vertu  de  l’équation  (170)  , page  3a8,  qui  exprime 
la  condition  de  la  possibilité  de  l’existence  d’une  solution 
particulière  ; on  voit  que  l’équation  (18)  se  réduit  à 


o. 


(19)  ; 


or,  il  peut  arriver  ces  deux  cas  : ou  ^ est  aussi  nul,  ou  il 

ne  l’est  pas;  dans  cette  seconde  hypothèse  , c’est  donc  le 
facteur  R qui , devenant  nul , satisfait  à l’équation  (19)  ; 

mais  si,  au  contraire,  est  nul , l’équation  (18)  est  sa- 
tisfaite indépendamment  de  Q et  de  R , et  par  conséquent 
Q et  R peuvent  conserver  des  valeurs  finies.  Gardons-nous 
cependant  de  conclure  que  R n’est  pas  nul;  car  si,  en  trai- 
tant y comme  une  fonction  de  x,  l’on  différencie  l’équa- 
tion (18)  par  rapport  à cette  variable  indépendante  x,  on 


trouve 


R + + + = « (*)••••  («0* 
Uaxdc^dxdc\V  AxJ  dxdc 


Les  quantités  et  g étant  nulle* , et  leurs  coeffi- 

ciens  ne  pouvant  devenir  infinis  d’après  la  remarque  faite 
au  sujet  de  l’équation  (.8) , il  en  résulte  que  1 équation  (ao) 

se  réduit  à R =0,  et,  par  conséquent,  donne  R=o, 

lorsque  n’est  pas  nul.  Si,  au  contraire,  était 


(«)  Observons  que  ce  que  nous  représentons  d’une  manière  abrégée 

JQ. 

L _ ti  æ 01  mtr 

dx 


par  15  <1*  et  par  ^ dx,  revient  h 
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y 

nul,  on  prouverait  de  même  qu’on  aurait  R = o, 

^4  v t t 

et  que  -jTj  devrait  être  nul  pour  que  R 11e  le  fût  pas.  En 
continuant  ce  même  raisonnement , on  tombe  à la  fin  sur 

d" y 

un  coefficient  différentiel  qui  ne  sera  pas  nul,  parce 

qu’il  a été  démontre  que  les  équations  (3)  ne  pouvaient 
avoir  lieu  jusqu’à  l’infini.  11  résulte  de  cette  démonstration 
que  R,  qui  conserve  toujours  la  même  valeur,  étant  nul 
dans  un  cas , l’est  pour  tous.  Mais  puisque  R est  nul , l’é- 
quation (i4) , mise  sous  cette  forme, 


se  réduit  à 


p + «e+r  <*■>. 


P + Q 


<lr . 

d;r 


o...,  (22). 


D’un  autre  côté,  la  même  équation  (21)  nous  donnant 


à’J  = 
dx' 


P + q'-jr 


on  voit  que , dans  notre  hypothèse  d’une  solution  particu- 
lière, l’équation  (22)  et  la  valeur  de  R qui  est  nulle,  ré- 

, . ,,  , d*r  , o 

duisent  celle  (le  - — à 

dx1  o ' 

Il  résulte  de  cette  théorie  que,  dans  le  cas  où  une  so- 

dU 

lution  particulière  peut  exister,  on  a l’équation  — = o (*). 


(*)  Nous  avons  vu  que  l'équation  U = o n'était  autre  chose  que  la  pro- 
posée , considérée  comme  résult^  de  l'élimination  de  e ; quant  à celle-ci 

— = 0,  elle  nous  dit  seulement  que  les  termeftqui , dans  cette  proposée, 

proviennent  de  la  variation  de  la  constante  arbitraire,  sont  nuis. 

34.. 
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et  que  cette  équation  entraîne  la  nécessité  que  la  -râleur  de 

y „e  réduise  à Les  deux  termes  de  cette  fraction,  c’est- 

dx*  o 

à-dire  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  celle  qut  est  la 
valeur  de  —,  égalés  à zéro  , nous  fourniront  deux  e'qua- 

tions  qui,  si  elles  s’accordent  avec  ü = o,  donneront  la 
solution  particulière. 

Prenons  pour  exemple  l’équation 


+*%=%Vx'+r-c’- 


(*3  ); 


élevant  au  carré  et  réduisant , nous  ferons  disparaître 
radical , et  nous  aurons 


le 


**+ % + % (c’  ” **)  - ° ; 


différencions  en  regardant  d.r  comme  constant,  on  obtient 


dxa  (x* 


xdx  4-  ydy 


■ r1)  d^  — xjrdx  ’ 

égalant  les  deux  termes  dé  cette  fraction  à zéro,  et  divisant 
par  dx,  nous  aurons 


* — c’)  -7^  — xy  (u4); 


dx 


éliminant  ^ entre  ces  équations , et  supprimant  ensuite  le 
dx 

facteur  commun  , on  trouvera 

^’  + x’—  c^=o; 

et  comme  cette  équation  satisfait  à la  proposée , on  voit 
quelle  est  une  intégrale  particulière. 

h fui  c ” 
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Cherchons  encore  à reconnaître  si  l’équation 


533 


-r-Isî=aV'+iE: 


comporte  une  solution  singulière.  Pour  cet  effet,  nous  fe- 
rons d’abord  disparaître  le  radical,  en  élevant  les  deux 
membres  au  carré  , et  réduisant,  nous  trouverons 

dr 

y—  2 xjr  ^ — x*=  o; 


et,  en  différenciant,  il  viendra 


d\r 

dar’ 


(£+■) 


xj 


Cette  équation  se  réduit  à - quand  x = o ; mais  cette  hy- 
pothèse ne  satisfaisant  pas  à la  proposée,  ne  peut  nous 
conduire  à une  solution  particulière. 

Conformément  à l’observation  qui  nous  a été  fournie 
par  les  équations  (177),  page  33a,  il  ne  faudra  pas  se 
borner  à l’hypothèse  de  j fonction  de  x ; mais  en  suppo- 
sant ensuite  a;  fonction  d ej,  on  cherchera  les  solutions 
particulières  qui  peuvent  être  données  eu  égalant  à zéro  la 
d“ar 

valeur  de  -j — . 

àj 

Une  solution  particulière  opérant  la  destruction  mu- 
tuelle des  termes  de  l’équation  différentielle  à laquelle  elle 
appartient , n’en  est  qu’un  facteur  qu’on  peut  mettre  en 
évidence  à l’aide  d’une  transformation.  Nous  avons  vu, 
par  exemple , que  x1  -j-  j‘  — a‘  = o était  la  solution 
particulière  de  l’équation 
» 

(ardx  -f  jdj)2  = dj2  (x2  + J%  — «’)  • • • • (*5)  ; 


- / 
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si  nous  faisons  x%  -f-  y * — a’  = z* , nous  aurons 
xdx  -f  yày  = zdz; 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a5),  elle  deviendra 
a'Cdz1  — djr*)=o; 

ce  qui  montre  qu’effectivement  la  solution  particulière  re- 
présentée par  z*  est  un  facteur  commun  de  la  proposée. 

Une  autre  propriété  des  solutions  particulières  est  de 
faire  devenir  infini  le  facteur  qui  rend  la  proposée  une  dif- 
férentielle exacte.  Pour  le  démontrer,  nous  mettrons  l’in- 
tégrale complète  sous  cette  forme  a = constante.  Une  valeur 
qui  satisferait  à cette  équation  devrait  donc  donner  du=o , 
parce  que  la  différentielle  d’une  constante  est  nulle.  Réci- 
proquement toute  valeur  qui  ne  satisfait  pas  à u=conslante 
ne  peut  donner  du  = o ; or,  ce  dernier  cas  est  précisément 
celui  d’une  solution  particulière  qui , parce  qu’elle  ne  sa- 
tisfait pas  à l’intégrale  complète , ne  saurait  opérer  la  des- 
truction mutuelle  des  termes  dont  se  compose  sa  différen- 
tielle immédiate;  or,  cette  différentielle  immédiate  n’est 
autre  chose  que  x(Mdx  -f-  Nd^-).  Il  faut  donc  que  la  solu- 
tion particulière  ne  puisse  rendre  égal  à zéro  le  second 
membre  de  cette  équation  : 

x (Mdx  4-  Ndj-)  = du  ; 
ou , ce  qui  revient  au  même , de  celle-ci  : 

*(*  + «£)-æn- 


(*)  Nous  désignons  ainsi  ia  différentielle  totale  do  u prisa  en  regar- 

, . d(u) 

dant  x comme  variable  indépendante,  pour  ne  pas  confondre  avec 

le  coefficient  différentiel  ^ . <lu‘  suppose  que  toutes  les  autres  vi 
blés,  hors  x,  sont  regardées  comme  constantes  dans  ce  terme. 


afta- 
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On  tire  de  cette  équation 

d(u) 


535 


A: 


dx 


« + ■£ 


»■»  * • (*6)  » 1 


mais,  par  sa  nature,  la  solution  particulière,  quoique  ne 
satisfaisant  pas  à l’équation  A + N = o,  satisfait 

pourtant  à celle-ci,  M-f*N  -^=  o,  c’est-à-dire  en  rend 

nul  le  premier  membre.  Cela  réduit  donc  l’équation  (26)  à 

. < d(w) 

dx 

o 

Par  exemple,  l’équation 

xdx  -f  jrijr  = d jr\/ x'+f  *—  a* (27) 

devient  une  différentielle  exacte  lorsqu’on  la  multiplie  par 

T 

et  donne 


V/x’-f-  jr* — a* 


xdx  + jàjr 


xa  -f-  jr*  — a* 
aussi  voit-on  que  la  solution  particulière  x*  -J-  j*  — a*=  o 
1 


rend  le  facteur 


S/x'+X'—  a 


infini. 
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ISOTE  SEIZIÈME  (page  35g). 

Nouvelle  démonstration  concernant  V intégration  des 
? équations  différentielles  partielles. 

On  a vu,  art.  4$4>  4ue S1  eu  intégrant  l’équation 

P +M^+  N = o. . . . (i), 
dx  d \jr 

dans  laquelle  Met  N sont  des  fonctions  de  x,  de  j-etdez, 
on  obtient  deux  intégrales  U =a  et  Y = b,  on  avait  néces- 
sairement az=zq>b.  La  démonstration  de  ce  théorème  étant 
très  importante  , nous  avons  cherché  à lui  doqner  le  der- 
nier degré  de  rigueur  de  la  manière  suivante  : 

U et  Y étant  des  fonctions  de  x,  de  j-  et  de  z,  les  cons- 
tantes a et  b peuvent  être  aussi  considérées  comme  des 
fonctions  de  ces  mêmes  variables,  en  vertu  des  équations 
TT  — n et  V = 5;  par  conséquent,  si  l’on  différencie  suc- 
cessivement ces  équations,  on  aura 

d a = Xdx  + Yd  jr  4-  Zdz  i . 

d b = X'dx-j-  Y'd^-t-  Z'dz  T"’  1 ’’ 

ces  différentielles  doivent  être  nulles,  par  la  raison  que  a 
et  b sont  constans-,  ainsi,  les  équations  da^o,  dé  = o, 
nécessitent  celles-ci  : 

Xdx  + Ydjr  4-  Zdz  = ° ( (3) 

X'dx-f-  Td  j-+Z'dz  = o | h 

Si  dans  ces  équations,  divisées  par  dx,  on  substitue  les 
valeurs  de  dz  et  de  dj-,  tirées  des  équations  (221) 

dz  -f-  Ndx  = o,  d jr  — Mdx  = o. . . . (4)? 
données  page  353 , on  aura 

X 4-  YM  — ZN  = o , X'  4-  Y'M  — Z'N  = o ; 
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on  tirera  de  ces  équations 


M = 


ZX'  — XZ' 
Z'Y  — ZY” 


N = 


X'Y  — Y'X 
Z'Y  — ZY'  ; 


substituant  ces  valeurs  de  M et  de  N dans  l’équation  (i), 
on  obtiendra 

dz  , ZX'  - XZ'  dz  , X'Y  — Y'X 

dx  + Z'Y  — ZY7  4r  + Z'Y  — ZY'  “ ° 

les  coefficiens  ^ et  ^ se  déduisent  des  équations  (4) , qui 
donnent 


— — — N 

clx  ~ ’ 


à.r 

di- 


dz  dz  dz  N . 

= M’  Âÿ~  dxd^-  M 


mettant  ces  valeurs  de  ^ et  de  ^ dans  l’équation  (5),  et 
faisant  évanouir  le  dénominateur,  on  trouvera 

— (Z'Y— ZY')N— (ZX'— XZ')  ^ + X'Y—  Y'X  = o . . . . (7) . 

Les  quantités  X,  Y,  Z,  qui  entrent  dans  cette  équation, 
ne  sont  pas  toujours  connues , puisqu’elles  ne  doivent  être 
données  qu’en  différenciant  les  équations  U ==  a et  V = b. 
Cherchons  donc  à éliminer  X,  Y et  Z de  notre  résultat. 
Pour  cet  effet,  en  regardant  z comme  une  fonction  de  x 
et  de  y,  nous  tirerons  des  équations  (2) 

da  dz  d b , , dz 

dï-X  + Zdï’  S = X +Z  d^’ 

d«  v I 7 àt  V'  . T dz 

ÿ=Y  + Z^,  d~=Y  +Z 
mettant  dans  ces  expressions  les  valeurs  de  7^  et  de 
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données  par  les  équations  (6),  et  tirant  les  valeurs  de  X, 

de  Y , de  X'  et  de  Y’,  nous  trouverons 


X=ë+ZN’ 

v _ àa  . ZN 
r“  d^+M’ 


X'  = T- 

ax 


Z'N, 


v,  d*  Z'N 

Y ==d^+iri 


substituant  ces  valeurs  de  X,  de  Y,  de  X'  et  de  Y',  dans 
l’équation  (7)  et  réduisant,  nous  obtiendrons 


d a dé da  d b 

dxdy  Ajrdx’  ' 


. (8). 


Cette  équation  nou3  aprend  que  a est  fonction  de  é;  et 
en  effet,  si  nous  avons  a=¥b,  en  différentiant  cette  équa- 
tion, nous  trouverons 


da  = q>b  dé, 

d’où  nous  tirerons 


da  dé  da  , dé 

d-x  = *bdx’  & = <pbdïi 
éliminant  fé,  nous  trouverons  l’équation  (8). 


NOTE  DIX-SEPTIÈME  (page  477). 

. #'».’•  • . 

Démonstration  qui  tend  à prouver  que  la  différence  de 
deux  quantités  élevées  chacune  à une  puissance  et  un 
nombre  entier  est  divisible  exactement  par  la  différence 
de  ces  quantités  non  élevées  à cette  puissance. 


Voici  de  quelle  manière , dans  mes  remarques  sur  l’Al- 
gèbre , j’ai  démontré  que  um  — vm  était  divisible  exacte- 
ment par  u — v,  on  trouve  par  la  division 


ym — » 
y—1 


ym~'—\ 


y — 1 
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les  termes  extrêmes  de  cette  équation  étant  de  même  forme, 
on  doit  avoir  encore 


ym~‘ 


+ 


» . 

y—  i ’ 


substituant  cette  valeur  à la  place  du  dernier  terme  de  l'é- 
quation précédente,  on  aura 


ym — i 

y— * 


ym~'  + ym,~‘  + 


Cette  transformation  pouvant  se  continuer  indéfiniment, 
parce  que  la  fraction  qui  termine  le  développement  est 
toujours  de  même  forme , nous  voyons  que 


ym— i 

y— > 


_ 4. 


=ra-'  + 


ym~ 

y 

ym~ 


ym-,  + y«-,  4 


+ ym~3  4- 


ym~‘—i 

y—* 


et  qu'en  général , eu  écrivant  une  suite  dont  le  premier 
terme  est  ym,  et  les  autres  les  puissances  immédiatement 
inférieures,  on  peut  s'arrêter  à un  terme  quelconque, 
pourvu  qu’on  ajoute  une  fraction  qui  ait  pour  numéra- 
teur ce  terme  diminué  d’une  unité,  et  y — i pour  dé- 
nominateur; si  l’on  s’arrête  donc  sur  y,  la  fraction  à 


r — i 

ajouter  sera  — — — 
aura  donc  alors 


, et  par  conséquent  vaudra  l’unité. 


On 


Ç— J = y"-‘  + JT—  + y"-* . . . . + y + i , 
et  èn  multipliant  le  premier  membre  de  cette  équation  par 

yHl 

—,  et  le  second  par  vm~' , qui  a la  même  valeur,  on 


Digitized  by  Google 


54o  NOTE  DIX- HUITIÈME. 

obtiendra 


+v"-'jr  + u— ■; 


faisant  yy=.u,  cette  équation  deviendra 

Um  — . i;m 

= u”-'  4-  um  V -4-  U*-V -4-  m>"*— a -4-  !>■-' . 

7/  — U 


NOTÉ  DIX-HUITIÈME  (page  487). 

Démonstration  par  le  Calcul  des  différences  de  la  règle 
et  Euler,  pour  ramener  un  problème  de  maxima  ou  de 
minima  relàtifs , à un  problème  de  maxima  ou  de  mi- 
nime absolus. 

Lorsqu'un  problème  de  maxima  ou  de  minitua  relatifs 
a été  réduit  à ces  conditions 

J'/'Udx  — o,  S'fVdxzx.  o. . . (1), 

et  que  dans  l'hypothèse  où  les  variations  se  trouvant  per- 
pendiculaires à Taxe  des  x,  les  intégrales  sont  prises  entre 
deux  limites,  011  peut  regarder  les  premiers  membres  de 
ces  équations  comme  provenant  de  ces  deux  fonctions  aux 
différences  finies , 

aZÜAx,  ASVAx (2), 

qui , dans  le  cas  de  la  limite , se  réduisent  aux  premiers 
membres  des  équations  (1),  en  changeant  a en  <^,  et  2 
en  /. 

Si , en  vertu  du  théorème  démontré  dans  la  note  de 
l’art.  597,  page  444 > on  transpose  les  signes,  les  expres- 
sions comprises  sous  le  n®  2 , deviendront 

z(aUax),  £(aVax)...  (3); 
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faisons , pour  simplifier, 

aU  = u et  aV  = v, 
les  fonctions  (3)  deviendront 

J.UAX , ZvAx; 

et  en  regardant  uax  comme  un  rectangle  dont  u serait 
la  hauteur  et  Ax  la  base,  l’expression  Zuax  représen- 
tera fig.  127  , la  suite  de  rectangles,  mp  , m'p",  m"pm , 

n^p",  etc.  ; de  sorte  que,  si  nous  faisons 

\ 

PP  — AX,  p'p"  = AX, , p’pm  — AX,  , p*p"  = AX,  4-  etc.  , 
pm  — u pm  — u, , p"m"  = u, , p"mm  =Bj  + etc. , 

nous  aurons 

Xuax  = uAx  + u,CAx,  4-  m,Ax,  4"  “3^X3  4-  etc.  • • • (4)  > 

l’autre  intégrale  représentée  par  la  somme  des  rectangles 
np' , n'p" , n“pm,  nmp" , nous  donnera  pareillement 

Svax  = vax  4-  v,Ax,  4-  vtAx,  4-  ‘'3^X3  4-  etc (5). 

Cela  posé  , si  l’on  nomme 


AU 

la  différence 

u,  — u, 

AU, 

la  différence 

u,  — u„ 

AU, 

la  différence 

«s  — «.• 

etc. , 

etc. , 

etc. , 

Av 

la  différence 

v,  — vf 

AVf 

la  différence 

v,  — v,, 

AV, 

la  différence 

^3  — v%, 

etc. 

, etc. , 

etc. , 

on  trouvera 
u,  = u 4-  An, 

U,=  U,  4-  £k«,=M4_^M  + 4(M  + AU)::=U+  *AU  + A*U, 
ZI3  U,  4“  AU,  — U 4“  3 AU  4“  3a“u  4-  A^U  , 
etc. , etc. , etc. , 


y 


ï 
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V,  = V -}-  AV, 

1*,=^  + 2AV  *f-  AV, 

v*  = v + 3Av  -f-  3aV  4-  a3v  , 
etc. , etc.  ; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (3)  et  (4) , on 
obtiendra 

2UAX  = UAX  4-  (u  + AU)  AX,  +(u  + îitt  + 4’u)  AX, 

-4-  (u  + 3au  -f-  3a*u  -f-  a*«)  axj  4-  etc. , 

2vAX  = VAX  -|-  (V  4-  Av)  AX,  + (V  4-  2AV  -f-  AV)  AX, 

H-  (v  -1-  3 Av  -f-  3>a*v  4-  a3v)  ax3  4-  etc.  ; 

rassemblant  les  termes  analogues,  on  trouvera 

2uax  = (ax4~  ax,4-  ax,  4-etc.)n  j 

4-(ax,  4-aAx,4-3Ax34-etc.)  au  L...  (5), 
4-  termes  en  a “u,  en  a 3u,  etc.  J 

• r>  f ' , \ 

• SvAx  = (AX  4-  AX,  4-  AX,  4-  etc.)  V » 

4-  (ax,4-  2Ax,  4-  3ax3  4-  etc.)  av  (6)  ; 

4-  termes  en  a*v,  en  A3v,  etç,  { 

désignant  par  X et  par  X'  les  termes  entre  les  paren- 
thèses, qui  multiplient  u et  v,  les  équations  (5)  et  (6) 
deviendront 

Su  ax = Xu 4- X'au  4*  termes  en  Asu , en  a3u,  etc. , . . (7), 
2vAX  =Xv4~X'av  -f-  termes  en  AV,  en  a3v,  etc!...  (8). 

On  peut  éliminer  le  terme  en  X entre  ces  équations,  en 
multipliant  la  première  par  v et  la  seconde  par  u,  et 
prenant  la  différence,  on  aura 

u2vax — v2uax=X,(uav*— vau)  4-  termes  en  AV,  en  a'h  , etc.  ; 

1 . > . • i - 

passant  aux  limites,  on  supprimera  les  termes  qui  con- 
tiennent les  différences  des  ordres  supérieurs  au  premier, 


t 
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et  cette  équation  se  réduira  à 

ufvdx  — vfudx  — X'  (uàv  — vdu)  ; 

et  comme  par  hypothèse  les  intégrales  qui  composent  le 
premier  membre  sont  nulles,  en  vertu  des  équations  (1) 
dans  lesquelles  on  transposerait  les  signes  /'et  /,  il 
restera 

X'  (udv  — vdu)  = o, 
supprimant  le  facteur  commun  X',  on  aura 
udt>  — vdu  = o, 

équation  qui  donne 

dv  du 


intégrant,  il  vient 

log  v — log  u -f-  constante  = o ; 
et , en  représentant  la  constante  par  logn,  on  a 
log  v — loga  -f-  logn  sas  o; 

et,  par  la  propriété  des  logarithmes,  cette  équation  se 
réduit  à 

log  ^ + log  n = o ; 

passant  aux  nombres,  on  obtient 
v . 

- -f  n = o, 
u 

d'où  l’on  tire 

v -f-  nu  = o ; 

remettant  à la  place  de  v et  de  u les  variations  iV  et  aU, 
qui  seront  devenues  /V  et  /U , on  aura  < 

/V  + n<MJ  = o ; 


■ ' . H 

, * v ^ i 

544  NOTE  DIX"  HUITIEME  , etc. 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  aura 

fS\àx  -f-  fnJUdx  — o ; •’ 

et,  en  transposant  les  signes,  on  obtiendra 
t'fVdx  + ni'fTJdx  = o, 
expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
S~fÇf  + nU)  dx  = o. 

ce  qui  est  l’équation  91  (art.  63 1 , page  486). 


FIN. 
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